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SAZETAK

Tema ovog rada je implementacija integracijske procedure kinematicke rekonstruk-
cije orijentacije kvadrirotorske letjelice te provjera simulacijskog modela u stvarnom
vremenu na ra¢unalu Raspberry Pi. U prvom poglavlju su izmedu formalizama
za opis rotacija odabrane i opisane matrice rotacije kao elementi SO(3) grupe te
jedini¢ni kvaternioni iz SU(2) grupe nakon ¢ega su izvedene relacije temeljene na
Eulerovim parametrima. Poglavlje zavrsava izvodom jednadzbe kinematicke rekon-
strukcije orijentacije. U drugom poglavlju dan je pregled nove metode vremenske
integracije jedini¢nih kvaterniona koja inkrementalnu integraciju vrsi na tangent-
nom prostoru rotacijske mnogostrukosti SO(3) uz izravnu rekonstrukciju orijentacije
na mnogostrukosti jedini¢nih kvaterniona SU(2). Poglavlje zavrSava opisom i ko-
mentarom detalja implementacije pojedinih relevantnih funkcija implementirane in-
tegracijske procedure. U tre¢em poglavlju opisane su i usporedene programske
paradigme u kontekstu numerickih simulacija i znanstvenog ra¢unanja te je dan
kratak opis hardverske infrastrukture na kojoj su simulacije realizirane. U zadnjem
poglavlju, nakon validacije modela i rezultata, dan je niz usporedbi procesorskih

vremena za ’off-line’ i ’on-line’ simulacije s razli¢itim koracima integracije.

Kljuéne rijec¢i: kvadrirotorska letjelica, numericka integracija, SO(3) grupa, SU(2)

grupa, Raspberry Pi
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SUMMARY

The topic of this paper is the implementation of the integration procedure for kine-
matic reconstruction of attitude for a quadrotor aerial vehicle and validation of a
real-time simulation model on a Raspberry Pi computer. In the first chapter, be-
tween the formalisms for the description of rotations, the rotation matrices were
selected and described as elements of the SO(3) group and unit quaternions from
the SU(2) group, after which relations based on Euler parameters were derived. The
chapter ends with a derivation of the equation of kinematic reconstruction of atti-
tude. The second chapter provides an brief overview of a new integration method
of unit quaternions that performs incremental integration on the tangential space
of the rotational manifold SO(3) with a direct reconstruction of the orientation
on the manifold of unit quaternions SU(2). The chapter ends with a description
and commentary on the details of the implementation of certain relevant functions.
The third chapter describes and compares programming paradigms in the context
of numerical simulations and scientific computing, and gives a brief description of
the hardware infrastructure on which the simulations were implemented. In the last
chapter, after model and result validation, a series of comparisons of processor times

for ‘off-line” and ‘on-line’ simulations with different integration steps are given.

Keywords: quadrotor aerial vehicle, numerical integration, SO(3) group, SU(2)

group, Raspberry Pi
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1 UVOD

Zmacajan izazov pri projektiranju kontrolnih algoritama predstavlja inherentno vi-
sok stupanj nelinearnosti dinamike takvih letjelica. Stoga su algoritmi za simulaciju
izravne dinamicke zadace potrebni za pouzdanu procjenu polozaja i orijentacije let-
jelice. U prvom ¢emo poglavlju predstaviti ekvivalentne opise rotacija krutih tijela te
pokazati njihovu vezu koju é¢emo iskoristiti u drugom poglavlju. Poglavlje zavrsava
definiranjem dinamickog modela kvadrirotorske letjelice te opisom konvencionalnog

nacina Sto ¢e ujedno biti i uvod za drugo poglavlje.

1.1 Rotacije kao linearne transformacije

Poznato je da gibanje ¢estice u Euklidskom prostoru mozemo smatrati opisanim ako
znamo njezin polozaj u svakom vremenskom trenutku u odnosu na inercijski Kartez-
ijski koordinatni sustav. Za definiranje inercijskog koordinatnog sustava odabiremo
tri ortonormalne osi pri ¢emu je polozaj Gestice opisan trojkom (z,y, 2) € R3. Svaka
koordinata daje nam projekciju polozaja Cestice na odgovaraju¢u os. Putanja Ces-
tice opisana je parametriziranom krivuljom p(t) = (z(¢), y(¢), 2(¢)) € R3. Medutim,
nama su od interesa kruta tijela, a ne cestice, stoga je potrebno definirati kruto
tijelo. Kruto tijelo je skup Cestica takav da udaljenost izmedu bilo koje dvije Cestice
ostaje stalna, neovisno o gibanju tijela ili bilo kakvim vanjskim silama koje djeluju

na tijelo. Tu tvrdnju mozemo formalizirati koristeéi sljede¢u relaciju:

Ip(t) = a(®)]| = [[p(0) — q(0)[| = konst. (1)

Ako se objekt opise kao podskup O od R3, gibanje krutog tijela opisano je kon-
tinuiranim preslikavanjem ¢(t) : O — R3. Takva transformacija sadrZi opis pres-
likavanja svake tocke relativno inercijskom koordinatnom sustavu. Uvjet da udal-
jenost izmedu tocaka krutog tijela ostaje sacuvana prilikom rotacije je nuzan, ali ne
i dovoljan, da bi preslikavanje bilo jednozna¢no definirano. Primjerice, preslikavanje
¢uva udaljenosti, ali orijentacija tijela ne mora biti o¢uvana. Da bismo eliminirali tu
mogucénost, zahtijevamo da je vektorski umnozak izmedu vektora takoder sacuvan.
Dakle, gibanje krutog tijela moZemo definirati kao preslikavanje iz R u R?® koje

mora zadovoljavati sljedece uvjete:
1. Ocuvanje udaljenosti: ||g(p) — g(q)|| = |lp — q|| za sve tocke p, q € R?,

2. Oc¢uvanje vektorskog umnoska: g.(vxXw) = g.(v) X g.(w) za sve vektore v, w €

R3.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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Iz gornje definicije, vidljivo je da je skalarni produkt invarijantan s obzirom na
linearne transformacije, sto znac¢i da duljina vektora prije i nakon transformacije
ostaje jednaka. Koristeci identitet polarizacije, prema [3]:
1
Vi vy = 7l + v||* = [lor — wa|*), (2)

te relacijama

[or + o2l = [lgu(v1) + gu(w)l s [lor = v2ll = [lgu(v1) = gu(w2)]] (3)

mozemo zakljuciti da za bilo koja dva vektora vy i vy vrijedi:

vi v2 = gu(v1)" gu(v2), (4)

¢ime smo pokazali o¢uvanje skalarnog umnoska Sto onda implicira oc¢uvanje udal-
jenosti. Dakle duljina ortogonalnih vektora tijekom linearnih transformacija ostaje

sacuvana.

1.2 Rotacije kao elementi grupe SO(3)

Sada ¢emo definirati ortonormalne vektore x, y, z € R3.Pri tome, ako vrijedi:
z=xxy, (5)

onda oni definiraju desni koordinatni sustav. Linearne transformacije nakon uvodenja
baze R?, mogu biti predstavljene matricama. Nakon definiranja ortonormalne baze
R3, svaka rotacija je opisana matricom kojoj su rq,rs,r3 € R? stupci. Znamo da su

stupci matrice R medusobno ortonormalni, iz ¢ega slijedi da:

0, akoi #j
1, akoi=j.

Ove uvjete mozemo preformulirati i oni mogu biti napisani kao:

RR"=R'R=1 (7)

Taj izraz onda implicira:
detR = +£1. (8)
Na temelju gore definiranih svojstava, mozemo definirati prostor matrice rotacije

kao:

SO3) = {R e R**|RR” = I,detR = +1}. (9)
Za odredivanje ima li skup matrica strukturu grupe, potrebno je definirati aksiome
grupe. Da bi skup svih matrica koje opisuju rotacije tijela bio grupa G, mora

zadovoljiti binarnu operaciju o definiranu na elementima skupa, te aksiome:

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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1. Zatvorenost: Ako su g1 i go € G, onda vrijedi g; 0 g3 € G.

2. Jedinicni element: Postoji jedini¢ni element e tako da vrijedi goe =eog =g,

za svaki g € G.

3. Inverzni element: Za svaki g € G postoji jedinstveni inverzni element ¢! € G,

takav da vrijedi gog ! =g log=c.

4. Asocijativnost: Ako su g1, go, g3 € G, onda vrijedi (g1 0 g2) 0 g3 = g1 0 (g2 © g3).

Da bi pokazali da je SO(3) C R3*3 grupa zatvorena s obzirom na operaciju mnoZenja,

potrebno je pokazati da zadovoljava gore navedene aksiome:

1. ako su Ry, R € SO(3), tada R1Ro € SO(3) jer vrijedi

RiR2(R1R2)" = RiRyRy"Ry" =RiRy" =T,
det(Rle) = det(Rl)det(Rz) = +1.

2. Jedini¢na matrica I jedinic¢ni je element.
3. Iz izraza (7) slijedi da je matrica RT € SO(3) inverz matrice R € SO(3).

4. Asocijativnost SO(3) grupe slijedi iz asocijativnosti umnogka matrica, dakle
Vrijedi Rl, Rz, R3 S 50(3), 1z éega Slljedl (Rle)R;g = Rl (R2R3)

Vidimo da spomenuta svojstva matrica rotacije zadovoljavaju aksiome grupe na
temelju ¢ega mozemo re¢i da skup svih ortogonalnih matrica ¢ini grupu koju oz-
nacavamo SO(3). Grupu SO(3) nazivamo specijalna ortonormalna grupa, a matrice
koja ona sadrzi nazivamo ¢istim rotacijama. Zanimljivo je napomenuti da podskup
matrica koje imaju determinantu —1 ne zadovoljava aksiome grupe. To¢nije prema
(1.3) nije zadovoljen 1) aksiom grupe jer umnozak dvije matrice iz tog skupa daje
matricu koja nije u tom skupu. Formalno govoreédi, to znaci da skup nije zatvoren
pod operacijom mnoZenja. Oba podskupa zajedno ¢ine grupu O(3). Bilo koja kon-
figuracija tijela koje moze slobodno rotirati relativno inercijskom koordinatnom sus-
tavu moze biti identificirana s jedinstvenom matricom R € SO(3). Sukladno tome,
grupu SO(3) mozemo identificirati kao konfiguracijski prostor sustava pri ¢emu je
putanja sustava krivulja R(t) € SO(3) za sve t € [0,T]. Konfiguracijski prostor sus-
tava je apstraktni prostor u kojem svaka tocka tog prostora opisuje stanje sustava.

Prateci krivulju R(t), mozemo pratiti evoluciju sustava u vremenu.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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1.3 Kvaternioni

Kvaternioni su jedan od moguc¢ih nacina parametrizacije rotacije. Veéi dio izlaganja
u ovom poglavlju slijedi [4]. Za dvodimenzionalni slucaj rotacije u ravnini, oko

ishodista O za kut # linearnu transformaciju mozemo napisati kao:

R, — C'OSQ —sin 6 ' (10)
sinf cos@

Ako tocku (z,y) zelimo rotirati za kut 6, pomnozimo ju matricom rotacije:

R, [x] _ [cos@ —sin@] [x] _ [xcos@—ysin&] . (11)

y sinf cosf | |y xsinf + ycos 6
Budué¢i da mnozimo s lijeva, mnozeé¢i prvo matricom R¢ onda Ry daje isti produkt
kao da pomnoZzimo prvo matricom Ry s matricom R,. Redoslijed mnoZenja nije bi-
tan, Sto znaci da rotacije u dvije dimenzije komutiraju, Sto neée biti slucaj za trodi-
menzionalne rotacije. Dakle, uzastopne rotacije mozemo prikazati kao mnozenje
matrica. Matrica Ry za sve kuteve 6 formira grupu koju nazivamo specijalna ortog-

onalna grupa i oznacavamo je sa SO(2) . Svaku rotaciju u Ry dvodimenzionalnog

prostora mozemo predstaviti i kompleksnim brojem:
29 = cos O +isinf. (12)

Jednostavno je pokazati da je mnoZenje neke proizvoljne tocke (z,y) kompleksnim

brojem zy ekvivalentno mnozenju tocke matricom rotacije:

zg(x +iy) = (cos @ + isinf)(x + iy)
=z cosf —ysinf + i(zsinf + y cos ) (13)
= (zcosf —ysinf,xsinf + ycosb),

iz ¢ega je vidljivo da je rezultat isti kao u izrazu (11). Vidjeli smo da se dvodimen-
zionalne rotacije mogu opisati imaginarnim brojevima, dok ¢emo za opis rotacija
u trodimenzionalnom prostoru koristiti kvaternione. Kvaternionski sustav brojeva
rezultat je trenutka inspiracije irskog fizicara Williama Rowana Hamiltona (1805 —
1865). Kao sto su imaginarni brojevi dvodimenzionalna nadgradnja realnih brojeva,
tako su kvaternioni ¢etverodimenzionalna nadgradnja imaginarnih brojeva koji su
se kasnije pokazali kao iznimno efikasan alat za opis rotacija. Operacije s kvater-
nionima imaju vrlo zanimljivu geometrijsku interpretaciju $to se moze vidjeti na
[5]. Hamilton je dobar dio Zivota proveo trazeéi trodimenzionalni sustav brojeva
analogan kompleksnim brojevima, medutim, problem je bio s mnozenjem trodimen-
zionalnih brojeva. To je bio problem koji je i priznao svome sinu u pismu, kojem

je na pitanje zna li mnoziti trojke, odgovorio da ih zna samo zbrajati i oduzimati
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[6]. RjeSenje nije bilo dodati jednu dimenziju nego dvije dimenzije kompleksnim
brojevima. Dakle, kvaternion se sastoji od jednog realnog i tri imaginarna dijela.

Fundamentalna jednadzba kvaterniona je:
i’ =j* =k*=ijk = —1. (14)

Skup kvaterniona pod operacijom zbrajanja i mnozenja zadovoljava sve aksiome
polja, osim komutativnosti. Kvaternion takoder mozemo smatrati ¢etvorkom realnih

brojeva, kao element R* §to moZemo zapisati kao

q= <QO7Q17(]27(13)7 (15)

gdje su qo, q1, ¢ 1 g3 skalari koje nazivamo komponentama kvaterniona. Kvaternion

mozemo zapisati 1 matri¢no:

q= (16)

a—+id —b—ic]

b—ic a—1id

Skup matrica ovog oblika, koje imaju determinantu 1, formiraju specijalnu unitarnu

grupu SU(2). Prostor takve grupe mozemo formalno definirati kao:

smm_{lz_f1 \;weapﬁ+mﬁ_%, (17)

w z

pri ¢emu su z* i w* kompleksno konjugirani imaginarni brojevi. Napomenimo jos
da je ova grupa izomorfna grupi jedini¢nih kvaterniona $to je tvrdnja ¢ije ¢emo
implikacije vidjeti kasnije u radu. Jasno da zbroj i umnozak dvije takve matrice
opet daje matricu istog oblika. Kvadrat apsolutne vrijednosti |¢|* kvaterniona ¢

definiran je kao determinanta:

a+1id —b—1c

det q = det ] =a’+ b+ +d (18)

b—1ic a—1d
Dakle, |q|? kvadrat je udaljenosti tocke (a, b, c,d) od ishodista u R*. Kvaternioni ne

zadovoljavaju zakon komutacije, $to se moze jednostavno pokazati. Prvo zapisemo:

a-+1id —b—ic

b—ic a—1id

]:m+m+q+&, (19)

pri cemu su

N U e [ | e e I L (20
B F N A Y A e )

Iz gornjih izraza jasno je da vrijedi i = —1 $to je relacija poznata iz algebre imag-
inarnih brojeva. Medutim, sada definiramo i j2 = k* = —1. Nekomutacija kvater-

nionskog sustava sadrzana je u umnoscima i, j, k koje shematski mozemo prikazati
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k\_/.]

Slika 1: Pravilo za mnoZenje kvaterniona

na slici 1. Primjerice ij = k ili ji = —k Sto dalje implicira ij # ji.
Popis svih relacija prikazan je ispod:

j=ixj=k=—jxi=—ji
jk=jxk=i=—kxj=—kj (21)
kKi=kxi=j=—ixk=—ik.

Svojstvo kvaterniona da ne komutiraju zapravo je dobro, jer omoguéuje da se kvater-
nionima opisuju transformacije koje ne komutiraju, sto su, izmedu ostalog, rotacije u
tri ili €etri dimenzije. Svojstvo kvaterniona da se moze zapisati kao matrica mozemo
iskoristiti da izvedemo neke korisne relacije. Apsolutna vrijednost ima multiplika-

tivno svojstvo |qi1qa| = |qi1||qz| koje slijedi iz svojstva determinante matrice:

det(qiq2) = det(qy) det(qa). (22)

Svaki kvaternion q koji je razli¢it od nule ima inverz q~!, §to odgovara inverzu
matrice. Inverz kvaternionu q = al + bi + ¢j + dk # 0 mozemo racunati prema
relaciji:

a2 b2 e (2
Kompleksno konjugirani par kvaterniona q ima oblik q* = al — bi — ¢j — dk pa

(al + bi + ¢j + dK). (23)

q

vrijedi:

aq* = a? + V2 + A+ d* = ||q|* (24)
Kompleksno konjugirani kvaternion nije rezultat kompleksne konjugacije svakog
¢lana u matrici q. Kompleksno konjugirani kvaternion je rezultat kompleksne kon-
jugacije svakog elementa transponirane matrice q7. Iz poznate relacije (q;qq)? =
qlql slijedi (qiq2)* = qiq}. Kvaternion q = al + bi + ¢j + dk kojemu je apsolutna

vrijednost 1, ili jedini¢ni kvaternion, zadovoljava uvjet:
A+ b+ +di =1 (25)

Na temelju toga mozemo zakljuciti da takvi kvaternioni formiraju analog sfere, je-
diniénu sferu S3 u prostoru R*. Iz svojstava multiplikacije slijedi da je umnozak je-

dini¢nih kvaterniona opet jedini¢ni kvaternion iz ¢ega onda dalje mozemo zakljuciti
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da je S® grupa
SP={qeR* | |¢=1}. (26)

Da bismo dokazali da je skup S® grupa, potrebno je dokazati da skup zadovoljava

aksiome:
1. Zatvorenost: Ako su gis € S, onda vrijedi go s € S3.
2. Jedinicni element: Jedini¢ni element je kvaternion ¢ = (1,0).
3. Inverzni element: Inverzni element za svaki ¢ € S® je ¢* € S°.
4. Asocijativnost: Ako su q, s, p € S?, tada vrijedi (qos)op=qo(sop).

Da bi se dokazalo svojstvo asocijativnosti, moramo pokazati mnozZenje svih moguéih
kombinacija baznih vektora. Iz baze (1,4, j, k) odmah mozemo ukloniti skalar 1 za
kojeg znamo da vrijedi svojstvo asocijativnosti. Nakon toga nam ostaju tri ¢lana,

koji daju ukupno 27 moguéih kombinacije koje ¢e biti pokazane u izrazu ispod.
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(=) =i(ik)

(1)t = ki = j = —ik = i(—k) = i(j7)
(1)) =kj=—i=i(-1 )
(ij)k = kk = =1 =14i =1(i) = i(jk)
(k)i = —ji =k =1j =1i(j) = i(ki)

(k)j = —j = —ki = k(=i

(kk)k = —k = k(—1) = k(kk).

(27)

U prethodnom smo izrazu dokazali da za sve moguée kombinacije mnozenja eleme-

nata vrijedi svojstvo asocijativnosti. Dakle, kao i grupa matrica rotacija SO(3),

skup jedini¢nih kvaterniona zadovoljava svojstva grupe.

Vidjeli smo da mnozenje kompleksnih brojeva ima geometrijske implikacije. Pret-

postavimo sada da je u kompleksni broj kome je apsolutna vrijednost 1. Trivijalno

je pokazati da je mnozenjem brojem u rotacija. Uzmimo da su v i w kompleksni

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Dominik Jurinic Diplomski rad

brojevi koje pomnozimo brojem wu. Udaljenost dva kompleksna broja sada mozemo
zapisati kao:
|luv — uwl| . (28)

Svojstvo distributivnosti nam dopusta da izlu¢imo u
[u(v —w)], (29)

iz Cega dalje, na temelju multiplikativnog svojstva apsolutne vrijednosti, mozemo
napisati:
[ull [lo = w]- (30)

Znamo da smo krenuli s pretpostavkom da je ||u|| = 1 $to znadi da je udaljenost
|lv — w]|| ostala sa¢uvana. Ovo je isti rezultat koji smo dokazali i na samom pocetku
rada (4) gdje smo na temelju toga zakljuéili da je linearna transformacija koja ¢uva
udaljenost izmedu tocaka zapravo rotacija. Istom linijom zaklju¢ivanja mozemo
poop¢iti i mnozenje kvaterniona koje takoder cuva udaljenosti. Imaginarni dio

kvaterniona (imaginarni kvaternion), dakle bez realnog dijela, mozemo napisati kao:

p = bi+cj + dk. (31)

Komponente i, j i k kvaterniona 'razapinju’ trodimenzionalni prostor koji mozemo

oznaciti Ri + Rj + Rk $to je ekvivalentno prethodno definiranom R3. Prostor Ri +

Rj + Rk je ortogonalni komplement liniji R1. Nju ¢ine kvaternioni oblika al koje

¢emo jednostavno oznacavati s a i mozemo ih intuitivno shvatiti kao liniju realnih

brojeva. Zbroj bilo koja dva ¢lana prostora Ri+ Rj + Rk opet je ¢lan Ri+ Rj+ Rk

Sto, medutim, ne vrijedi za umnoske. To se moze lako pokazati ako uzmemo da je
u = uqi + usj + usk, a v =i 4+ v5j + v3k. Tada je njihov umnozak:

uv = — (UV] + UV + U3V3
( ) (32)

+ (Ugvg — Ugvg)i — (Ul’U3 — U3’U1)j —I— <U1U2 — u2v1)k.

U gornjem izrazu lako je prepoznati da prvi dio desne strane predstavlja dobro

poznati skalarni umnozak:
UV = U0 + Uy + usvs, (33)
dok drugi dio odgovara vektorskom umnosku
i j k
UXV=|u us us| = (ugvz— uzve)i— (ujvs — uzvy)j + (uve — ugvy)k.  (34)

V1 Uy Vs

Na temelju toga, mozemo napisati

uv=-—-u-v+uxv. (35)
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Znamo da je skalarni umnozak u-v realni broj, stoga je umnozak uv u Ri+Rj+ Rk
samo ako vrijedi u-v = 0, sto je istinito samo ako je u okomit na v. S druge strane,
umnozak uv = —u-v+u X v realni je broj samo ako je u x v = 0 §to je sluc¢aj samo
ako su u i v istog ili suprotnog smjera. Dakle ako imamo vektor u € Ri + Rj + Rk

i vrijedi ||u|| = 1 znadi da u jedini¢ni vektor za kojeg vrijedi:
w=-u-u=—|uf=-1. (36)

Uzmimo sada da jedini¢ni kvaternion ¢ ima realni dio cos u te samo jednu imaginarnu

komponentu u koju mnozimo s realnim brojem sin u.
t =cosu+ usinu. (37)

Znamo da je u jedini¢ni vektor u Ri + Rj + Rk za kojeg vrijedi u*> = —1. Takav
kvaternion inducira rotaciju Ri + Rj + Rk, ali ne mnozenjem kao kod matrica, jer u
opéem slucaju, umnozak ¢ i ¢istog kvaterniona q koji pripada prostoru Ri+ Rj+ Rk
ne mora nuzno pripadati prostoru Ri+Rj+Rk. Zato definiramo ¢~ qt &iji je rezultat

element Ri 4+ Rj + Rk. Da bismo to dokazali, primijetimo da
t' =1t*/|t]* = cosu — usinu. (38)

Preslikavanje ¢ — t~!qt, koje nazivamo konjugacija, bijekcija je na H, dakle pres-
likavanje H na samog sebe. Konjugacija s t takoder preslikava realnu liniju R na
samu sebe, jer vrijedi t~!rt = r. Dakle takva konjugacija neki realni broj r pres-
likava na samog sebe kao sto preslikava i ortogonalni komplement Ri 4+ Rj 4+ Rk na
samog sebe. Sada ¢emo dokazati da konjugacija s t rotira Ri + Rj + Rk za kut 2u.
Uzmimo da je kvaternion ¢ = coswu + usinu pri ¢emu je u € Ri + Rj + Rk. Prvo

pokazimo da konjugacija ne utjece na liniju Ru realnih brojeva:

t~'ut = (cosu — usinu)u(cosu + usinu)
= (ucosu — u® sinu)(cosu + usinu)
=1

= (ucosu + sinu)(cosu + usinu) (39)

= u(cos® u + sin® u) +sinucosu + u? sinucosu

-

=1 =-1

u.

Konjugacija kvaternionom ¢ je rotacija cijelog prostora Ri + Rj + Rk. Da bi to
vidjeli, uzmimo jedini¢ni vektor u okomit na vektor v u Ri+Rj+ Rk tako da vrijedi
u-v =0. Neka w = u x v tako da u, v, w bude ortonormalna baza Ri + Rj + Rk,

isto kao u (5). Moramo pokazati da vrijedi:

t7 vt = vcos2u — wsin2u, t 'wt = vsin2u + w cos 2u, (40)
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jer to znaci da konjugacija s t-om rotira vektore v i w i na taj nacin cijelu ravninu

okomitu na liniju Ru za kut 2u. To mozemo pokazati sljede¢im racunom:

t~'vt = (cosu — usin u)v(cosu + usin u)
= (vcosu — uvsinu)(cosu + usinu)

= v2cos?u — uvsinu cos u + vusinu cosu — uvusin® u (4 )
1

= vcos®u — 2uvsinucosu + u?vsin® u
= v(cos? u — sin® u) — 2w sin u cos u

= V COS 2u — W sin 2u.

Na sli¢an se na¢in moze pokazati da vrijedi ¢t 'wt = v sin 2u + w cos 2u. Ovime smo
pokazali da je svaka rotacija u R3, u kojoj imamo os u i kut rotacije u, rezultat
konjugacije jedinicnim kvaternionom:.

U U
t = — in —. 42
COS2 —l—usm2 (42)

Istu rotaciju inducira i —t, jer vrijedi
(—t)'s(—t) =t 'st. (43)

Medutim, 4t jedini su kvaternioni koji induciraju ovu rotaciju. Znamo da se svaki
jedini¢éni kvaternion moze jedinstveno izraziti u obliku ¢ = cos § + usin 3, a znamo
takoder da je rotacija jedinstveno odredena dvojkom (u,u) i (—u, —u). Za kvater-
nione ¢t i —t kazemo da su antipod jer na sferi jedini¢nih kvaterniona predstavljaju
suprotne tocke. Dakle, pokazali smo da rotacije u R3 odgovaraju antipodalnim
parovima jedini¢nih kvaterniona. Iz te tvrdnje slijedi korolar da skup ovih rotacija
formira grupu. Sada mozemo razumjeti sto znac¢i kada se kaze da grupa jedini¢nih
kvaterniona ima dvostruko pokrivanje grupe SO(3). Dakle, dva elementa grupe je-
dini¢nih kvaterniona, odgovaraju jednoj matrici rotacije iz grupe SO(3). Mozemo
jos dokazati da je umnozak rotacija opet rotacija te da je inverz rotacije isto tako
rotacija. Inverz rotacije oko osi u za kut u je rotacija oko osi u za kut —u. Prvo
¢emo pokazati da umnozak dvije rotacije ¢ini rotaciju. Uzmimo da r; rotacija oko
osi u; za kut u; a ro rotacija oko osi uy za kut uy. Tada rotaciju r; moZemo napisati

kao induciranu konjugacijom kvaternionom t;:

Uy .Uy
t; = cos — + uy sin — 44
1 2 + u; sin 5 (44)
dok, analogno, rotaciju r, mozemo napisati
U2 . Ug
ty = cos — + Uy sin —. 45
2 7 + ug sin 7 (45)
Rezultat prve rotacije r; pa zatim ry
q — t2_1<t1_1qt1)t2 = (tltg)_lq(tltg). (46)
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Kako smo vidjeli, rotacija je jednozna¢no odredena ako znamo os rotacije i iznos
kuta za koji se tijelo rotira. Sada nam se prirodno namece Eulerov teorem. Prema
njemu, svaka trodimenzionalna rotacija moze biti prikazana kao rotacija oko fiksne
osi za odredeni kut. Koriste¢i Eulerove parametre, koji su se pokazali prikladnima
za racunalnu implementaciju, a nadovezujué¢i se na prethodno razvijene spoznaje,

razradit ¢emo dalje Eulerove parametre. Uvode¢i Eulerove parametre kao:

w=co([2])
(L

Ako ih zapiSemo u obliku kvaterniona:

p=(eo.e) = (eon ([3]) pgn (1) ()

Lako je pokazati da je norma gornjeg kvaterniona jednaka 1:

u >+Muipu:

2
[l

(47)

le|]| = e2 + e”'e = cos® (

-ent () + i v

oo ([3]) +s () -

Time smo dokazali da je kvaternion, koji sadrzi Eulerove parametre, inherentno

jedini¢ni. Ako matricu rotacije R zapiSemo preko Eulerovih parametara, koristecéi

jednadzbu:
R = (2¢2 — 1)I + 2¢é + 2ee”, (50)
iz Cega dalje slijedi:
26(2) —1 0 0 [0 —epe3  €pes
0 263-— 1 0 + 2 €0€3 0 —€p€1
0 0 2e2 — 1 —epes  €peq 0
’ : (51)

€2 elen epes

+2 |eles €3 eges

| €1€3  €2€3 6%

Iz tog izraza, jednostavno slijedi konacan izraz matrice rotacije izrazene preko Eu-

lerovih parametara:

1
6% +-6%'— 5 €169 — €pez e1€3 + epea
_ 1
R=2|eey+epes 6(2) +e2 — 5 €263 —¢€pfq | - (52)
1
e1€3 — €peqs €ese3 + epeq eg + eg —3
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Sada mozemo izvesti eksplicitne formule za Eulerove parametre s obzirom na ele-
mente matrice transformacije, kao u [7|. Pretpostavimo da je devet kosinusa smjera

dano transformacijskom matricom prema jednadzbi:

1 Ti2 T2
R = 21 To2 T23)| - (53)

31 T32 T33

Trag matrice R, $to je zbroj elemenata dijagonale, definiramo:
trR = rq1 + rog + 733. (54)
Ako napiSemo trag matrice (52), dobivamo:
trR =23eor +e2 +e24e2) —3=2(2e2 +1) — 3 =4e2 — 1. (55)

Koristeéi izraz

e +ele=p'p=1, (56)
jednadzba (55) prelazi u
trR +1
en = % (57)

Ako taj izraz uvrstimo u elemente na dijagonali rotacijske matrice (52), dobivamo:

trR+1
7’1122(6(2)4-6%)—1:2(%4-6%) - 1. (58)

Na taj nac¢in mozemo dobiti izraze za sva Cetiri Eulerova parametra:

, trR+1
6% _ 1 + 27"11 —irR
4
2 1+ 27’22 —trR (59>
2 1‘|‘27"33—t7"R
63 — 4 .

Za ovakvu parametrizaciju, ne postoje kriti¢ni sluc¢ajevi u kojima su inverzne for-
mule gornjih jednadzbi singularne. Mozemo uvesti jos neke relacije koje ukljuc¢uju

kososimetri¢nu matricu e. Vrijede sljededi izrazi:

e = 0, (60)

éé =ee’ — (ele)l =ee’ — (1 —¢2)L (61)
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Iz raspisa izraza (60) slijedi:

0 —€3 €9 €1 —eges3 + €263 0
€3 0 —e1 €y = €13 — €1€3 = |0 (62)
—€9 €1 0 €3 —e1eg + e1eo 0

Da bi dokazali izraz (61) raspisat ¢emo redom izraze ee, ee’ — (e’e)I te ee” — (1 —
2
eg) L.

0 —e3 €9 0 —e3 €9
ee = €3 0 —€q €3 0 —€q
|—e2 e 0 —ey € 0
- (63)
—€§ — 6% €1€2 €1€3
= €1€2 —6362 — 6% €9€3
e1é3 €93 —e3 — el
Iz raspisa ee’ — (ele)I slijedi:
€1 €1
T T
ee’ — (e'e)l = €9 [el €9 €3i| — [61 €9 63} ea| | I=
€3 €3
€2 ejey ees 1—e? 0 0
e1es €3 egez| — 0 1— el 0 = (64)
e1e3 ese3 €3 0 0 1-¢é?
e% -1+ 6(2) e16s eies
€169 e2 — 1+ ¢l eses
e1es eses e2—1+¢?
Ako iskoristimo poznatu relaciju (56) i uvrstimo ju u izraz (64) on postaje:
2 2
€169 —e? —e2 €93 . (65)
€1€3 €9€3 —6% — 6%

¢ime smo dokazali izraz (61). U nastavku ¢emo izvesti i dokazati jo§ neke relacije
koje povezuju vremenske derivacije i matrice rotacije. Na pocetku ¢emo definirati

dvije matrice E i G koje ¢emo Cesto koristiti:
—€1 €0 —e3 €9
E= —€9 €3 €0 —e1| = [—e e+ €OI:| 5 (66)

—€3 —€y € €o

—e1 €0 €3 —E€9
G=|-e e3 € e |= [—e —é—l—eoI} . (67)

—€3 —€y —€1 €
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Lako je dokazati da je svaki red matrica E i G ortogonalan na vektor p koji ¢ine

Eulerovi parametri:

Ep =Gp =0. (68)
Mnozenjem E i p slijedi:
€p 0
—ep ey —e3 €9 —epe1 + epe1 — €263 + eqe3
€1 0
Ep = | —€2 €3 €0 —€q = | —€92€p + e1€3 + €gegy — €163 = 0 . (69)
€2
—e3 —ey € €0 —€pe3 — €261 + €162 + €pes
€3 0
Analogno vrijedi za Gp:
€0 0
—e€1 €0 €3 —E€9 —epe1 + epey1 + €263 — €2€3 0
€1
Gp = |—€ey —e3 €0 €1 ¢ = | —eqeqg — €163 + €pes + e1e3| = 0
2
—es3 €9 —€1 €0 —e€pes + €261 — €162 + €pe3
€3 0
(70)
Iz svojstva ortogonalnosti redova matrica E i G slijedi da:
EE" =GG" =1. (71)
Prema izrazu EET vrijedi:
—€1 —€3 —€3
—€1 €9 €3 —€2
e e —e
T 0 3 2
EE = —€g —€3 €0 €1 -
—€3 €o €1
—€3 €9 —€q €0
€2 —€1 €
2 2 2 2 7
el +ej+ez+ e e1eg — epes + epes — €169 e1e3 + epey — €163 — epea
€16z — €pez + €pez — €1€2 €3+ e3+ el +e? €263 — €263 — €o€1 + €pe1 | =
€1€3 + gty — €1€3 — €n€y €263 — €93 — €160 + €1€n eg + e% + e% + e%
1 00
010
0 01
(72)
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Raspisivanjem izraza GG’ dobijemo:

—€1 —€3
—€1 €0 €3 —€9
e —e
T 0 3
GG = —€y —€3 €o €1
€3 €0
—€3 €2 —€1 €
—€2 €1

€162 — €pes + €pe3z — €162
3+ e3 +ef + e

€2€3 — €2€3 — €16y + €1€g

el + €3 + €3 + €3
€169 — €g€3 + €pge3 — €169

2 2 2 2
ei1e3 + epey — €163 — €pesy e;+ e+ el + €

10
01
0 0
Cime smo dokazali izraz (71). Za ETE i GTG vrijedi:
ETE — GTG — _ppT + ]:4><47
pri éemu je I**4 jedini¢na matrica 4z4. Iz mnoZenja ETE slijedi:
—€1 —€2 —€3
—€] €
e e3 —e
ETE _ 0 3 2 —e, —eg
—€3 €o €1
—€3 €9
()] —e1 €0

el + €3 + el

—€1€9 — €9€3 + €96€3

—e16g — €263 + €3€3
€2 + €2 + €3

—epes + epges — e1e9

€163 — €p€a — €1€3
—€p€3 + €p€3z — €261
e3+ ek +ef

—€9€3 — €pe1 + €peq

€163 — €p€a — €1€3

—e169 + €169 — epes €p€g — €163 — €pt2

€1€3 + €epty — €13 — €pea

€9€3 — €2€3 — €01 + €pey

€9

€0

0
0
1

(73)

(74)

€3 —€2

€o €1

—€1 €

—e162 + €169 — €3€g
€0€2 — €1€3 — €326
—E€9€3 — €1€p + €1€p

2 2 2

e% + e% + eg —epeq D) —epes
—e1€p eg + e§ + e% —e169 —eqes
—€pt2 —€1€2 6% + 6% + 6% —E€2€3
—epes —eqe3 —eses €2+ e +e?
(75)
koji, nakon $to uvrstimo (56), prelazi u:
2
1 —ej —eper —epea —epes
2
—e1eg 1 —ef —eea —eies
E’E = ; (76)
—epey —ejey 1 —e5 —eges
—epe3 —eje3 —eses 1 — ei
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Analogno, ako izraz GT G raspisemo:

—€1 —€y —€3

€ —€3 €2
GIG =

€3 € —€

—€2 €1 €o

e? + e+ el

—epe] + ege3 — e9€3

—€p€q + €9€3 — €9€3
€2 + €2 + €3
€0€3 — €p€3 — €162

—e1e3 — €epey + eqe3 e% + e% + e%

€169 — €162 — €pet3 —€pea — €1€3 + €pey

—€1€3 — €p€o + €1€3

€03 — €p€3 — €162

€0

€9

€3 —€2
€o €1
—€1 €

€1€9 — €169 — €p€3

—epty — €163 + epeéa

—ege3 + epe1 + €epeq

€3 +el+el

—E€9€3 + €p€1 — €p€1

1—e2 —eper —egea —epes
—epe; 1 — e% —ej1ey  —e1€e3
—egey —e1ey 1 —e3 —eges
—epe3 —eje3 —eszes 1 —er
(77)
Opet, uvrstavanjem relacije (56), dobivamo:
1-— e% —epe; —epty  —epes
—e1eg 1 —€? —ejeq —eqe
—epey —ejey 1 — e% —eqes
—epe3 —ejes —eses 1 — ei
Ako raspiSemo izraz —pp’ + I**4:
€o 1 0 00
T vaxd e 0100
—pp +I"" =— ep er ey es|+ =
e L P oo o
€3 0 001
(79)
1—e2 —epe; —eges —epes
—eper 1 —¢€? —ejep —ejes
—epey —e1ey 1 — e% —eq63
—egey —ejez —egez 1 — 2
Usporedujuéi jednadzbe (76), (78) i (79) dokazali smo relaciju (74).
Sada ¢emo dokazati:
EGT = (2¢2 — 1)I + 2(ee” + ¢@). (80)
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MnoZenjem EG” dobijemo:

—€1 —€y —€3

—€1 € €3 —€2
e —e e
T 0 3 2
EG" = —€gy —€3 €0 €1 =
€3 €0 —€q
—€3 €2 —€1 €
—€2 € €o
e? +e—e2—e2 e1e9 — epes — €pes + e1e e1es + epes + e1e
1 0 3 2 162 0€3 0C3 162 163 0C2 1€3
e1es + epes + eges + ereo €2 —e2 4 el — el e9es + €963 — €0€1€0€1
ei1es + ejes — epes ege3 + ege3 + er1eq + ereg eg — e% — e% + 6(2)

(81)
Izlu¢ivanjem broja 2 ispred zagrade te primjenjujuéi dobro poznatu relaciju (56)
dobije se:
ed+el—1 eres—eges erez+ eger
EGT =2 |ejey + epes ed + e3 — % eses — epe | (82)
ere3 — epey  ese3 +eper €f+ e — 3
Sto je izraz ekvivalentan (52):

R = EG". (83)

Gornju relaciju mozemo shvatiti kao rezultat dvije uzastopne rotacije. Ako izraz

(56) deriviramo, dobijemo:

p’p=p'p=0. (84)
Deriviranje izraza (68) rezultira:
Ep = ~Ep, (85)
Gp = —Gp. (86)
Vrijedi takoder:
Ep=Gp=0 (87)
Sada ¢emo pokazati da vrijedi:
EGT = EGT (83)

. Umnozak EGT daje:

—€1 —€3 —e€3

—€1 €y —€3 €2 . . .

: €h —€3 €2
EG” = —€2 €3 € —€ . . N

€3 € —€

—€3 —€2 € €0 . . .

—€2 €1 €0

6161 + eoéo — 636.3 — 6262 616.2 — €0é3 — 6360 -+ 6261 6163 + eoég -+ €3é1 + €2é0
= 6261 + 6360 + 60é3 + 6162 6262 — 6363 + 606"0 — 6161 62é3 + 6362 + 6061 — eléo s

636.1 — €2é0 + 616.3 — €0é2 €3é2 + €2é3 + 616.() + €0é1 6363 — 62é2 — 6161 + €0é0

(89)
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a umnozak EGT daje:

— él éo —6.3 éQ
ST . . . .
EG" = €9 €3 €0 —€7 =

—e3 —€ € €

€1é1 + €0é0 — €3é3 — €2é2 éleg — 6.063 — 6063 + €1é2 e'163 + é0€2 + é361 + égeo
= 6162 + €0é3 -+ 6360 + 6261 6262 — 63é3 -+ 606.0 — 6161 ég@g + é3€2 + €1é0 — 6061

€1€3 — €€y + €1€3 — €2€)  €2€3 + €3e3 + €p€1 + €pe1 €363 — €32 — €1€] + €p€y
(90)
Usporedbom jednadzbi (89) te (90), dokazali smo relaciju (88).

1.4 Jednadzba kinematicke rekonstrukcije

Matricu transformacije iz lokalnog u globalni koordinatni sustav oznac¢imo R, tada
vrijedi:

v=Rv" (91)
U gornjoj jednadzbi, v i v/ predstavljaju globalne i lokalne komponente vektora o/
fiksiran na tijelo, u lokalnom koordinatnom sustavu & — n — (.Vektorski umnozak
vektora ¥ s proizvoljnim vektorom @ koji rezultira vektorom b onda to moZemo

napisati

b = va, (92)

te
b/

va. (93)

Kako vrijedi da je b= Rb’ i a = Ra’,jednadzba (92) postaje:
Rb’ = vRa'. (94)
Kada jednadzbu (93) uvrstimo u jednadzbu (94) slijedi:
Rv'a’ = vRa, (95)
koji nakon mnoZenja s lijeva R” prelazi u:
v = RTVR, (96)
koji dalje mozemo preurediti u:

v = RVR’. (97)
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Pretpostavljeno je da koordinatni sustav & — n — ( fiksiran na tijelo rotira brzinom
&(t) rotira s obzirom na globalni koordinatni sustav z — y — z. Komponente kutne
brzine & u globalnom koordinatnom sustavu x — y — 2z i lokalnom koordinatnom
sustavu £ —n — ( su w = [wr Wy wZ]T i [w’ = [wg Wh wzemH Derivacija po
vremenu iznosi

v =Rv +RY. (98)

Znamo da je vektor ¢ fikisran za tijelo, dakle u lokalnom koordinatnom sustavu

& —n — ( slijedi da je v = 0 iz ¢ega slijedi:

v =Rv. (99)
Vektor ¥ mozemo prikazati preko kutne brzine & kao b= X7, tj:

VvV =wv. (100)
Koristeéi (91) gornja jednadzba postaje:

v =wRV. (101)
Iz jednadzbi (99) i (101) slijedi relacija:

R = GR. (102)
Ako uvrstimo izraz (96) u gornju jednadzbu dobijemo:

R = R (103)
MnozZeéi gornji izraz s lijeva matricom R’ dobijemo konacan izraz:

& =R'R. (104)
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2 GEOMETRIJSKA INTEGRACIJA

Integracijske metode koje 'razumiju’ fizikalnu pozadinu, odnosno algoritamski su
prilagodene dinamicko-geometrijskoj strukturi dinamickog sustava [1], predstavljale
su odredenu promjenu paradigme u podru¢ju numerickih metoda. Stoga ¢emo u
ovom poglavlju predstaviti osnovne pojmove vezane za Lieve algebre i Lieve grupe i
dati obrise novo predlozene metode integracije. Naglasak poglavlja je na detaljima

implementacije metode u kodu.

2.1 Uvod u geometrijsku integraciju

Matematicko modeliranje i numericke simulacije velikih trodimenzionalnih gibanja
te racunalni tretman kinematickih ogranicenja sredi$nji su problemi rac¢unalne di-
namike viSe tijela. Za razliku od problema koji pripadaju klasi¢noj dinamici u kojoj
se radi malih pomaka, problemi svode na linearne, modeli dinamike viSe tijela moraju
se nositi s kinematskim ogranicenjima, velikim rotacijama te geometrijskim nelin-
earnostima. Znamo da velike trodimenzionalne rotacije nisu vektorske veli¢ine $to
znaci da njihov prikaz u ra¢unskim procedurama nije trivijalan. Zapravo je matem-
aticka reprezentacija 3D rotacija te modeliranje njezine dinamike vezanu za odredenu
reprezentaciju tocka u kojima se jedna racunalna procedura i integracijska shema
razlikuje od druge. U prvom smo poglavlju vidjeli da moguénost parametrizacija
trodimenzionalne rotacije dolazi iz same matematicke strukture rotacije, a to je da
se ono moze opisati matricom rotacije R koja pripada grupi SO(3). Specijalna or-
togonalna grupa SO(3), koja je ujedno i mnogostrukost, $to je zapravo nelinearni
prostor koji se lokalno moze parametrizirati koordinatama koje tvore kartu. Na
temelju toga, Eulerovi kutevi, jedna od mogué¢ih parametrizacija, formiraju kartu
na SO(3) mnogostrukosti, pruzajuéi na taj nac¢in mogucénost prebacivanja izra¢una
s originalne nelinearne rotacijske mnogostrukosti u linearni parametarski prostor u
kojem se mogu koristiti standardne metode koje operiraju na linearnim vektorskim

prostorima [8].

2.2 Lieve grupa i Lieva algebra

Grupe matrica rotacija i kvaterniona kojima smo opisivali transformacije tijela kon-
tinuirane su grupe. Kontinuirane grupe su one grupe u kojima postoji beskon-

acno mnogo elemenata koji transformiraju tijelo, pri ¢emu spomenuta transforma-
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cija moze biti parametrizirana parametrom koji moze zauzeti bilo koju vrijednost.
Primjerice, ako za matricu rotacije kao parametar uzmemo kut rotacije, znamo da
on moze uzeti bilo koju vrijednost. Za razliku od toga, za zrcaljenje, Sto je diskretna
transformacija, ne postoji kontinuirana parametrizacija. Bitno je naglasiti da za
kontinuirane simetrije, postoje elementi koji su proizvoljno blizu identitetu transfor-
macije, Sto se ne moze re¢i za diskontinuirane transformacije. Matematicki, ako s I

oznacimo identitet, element g grupe koji je blizu identiteta mozemo zapisati kao:
gle) =1+€eX (105)

pri ¢emu je € proizvoljno mali broj a X nazivamo generator rotacije. Mozemo reci
da su takve transformacije infinitezimalno male, dakle kao da se objekt uopée ne
transformira. Medutim, ponavljajuéi takve infinitezimalne transformacije dovoljan
broj puta , mozemo ostvariti kona¢nu rotaciju. Gornju tvrdnju mozemo matematicki

zapisati na sljedeé¢i nacin:
h(0) = T+ eX)(I+ eX)I + eX)... = (I+ eX)F, (106)

gdje k oznacava broj ponavljanja transformacije. Uzimajuéi da nam 6 predstavlja
neku konac¢nu transformaciju, a N je veliki broj koji predstavlja broj infinitezimalnih

transformacija, onda element grupe blizu identiteta mozemo napisati kao:
g(0) =1+ —=X. (107)

Da bi transformacije koje predstavljamo, bile §to manje moguce, zahtijevamo da N
bude §to veci broj, $to mozemo zapisati kao N — oo. Da bi dobili kona¢nu transfor-
maciju, infinitezimalnu transformaciju je potrebno ponoviti beskona¢no mnogo puta

Sto se moze zapisati:

. 0 \"
h(0) = ngloo (I + NX) , (108)
a Sto je zapravo poznati izraz napisan kao limes, koji se moze izraziti u obliku

eksponencijalne funkcije:

N
h(9) = lim (I + %X) = X (109)
Za matricne Lieve grupe definiramo odgovaraju¢u Lievu algebru kao skup objekata
koji daju element grupe kada ih kombiniramo u argumentu eksponencijalne funkcije.
Za Lievu grupu G, Lievu algebra g ¢ini skup matrica X takav da vrijedi e/* € G za
t € R zajedno s operacijom koju nazivamo Lieva zagrada koja definira pravilo kom-
biniranje spomenutih matrica. Znamo da grupa nije samo skup transformacija nego
ukljucuje i binarnu operaciju 'o koja sadrzi uputu kako kombinirati dva elementa

grupe. Za Lieve grupe kao §to je npr SO(3) ta je operacija najobi¢nije matri¢no
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mnozenje. To, medutim, ne vrijedi za Lievu algebru. Elementi Lieve grupe su ma-
trice, medutim, mnoZenje dvije matrice ne mora nuzno dati element te iste Lieve
algebre. Eksplicitno, Lieva algebra nije skup zatvoren pod matri¢cnim mnozenjem.
Postoji, medutim, drugo pravilo za kombiniranje elemenata Lieve algebre. Veza
izmedu pravila za kombiniranje elemenata Lieve grupe i Lieve algebre povezana je

sljede¢om relacijom:

goh=eXoe¥ = XY 45 XY+ 45 (X, [X, Y] - 5 [V, (XY (110)
pri ¢emu su X, Y € g. S desne strane gornje relacije imamo jedan element grupe i
umnozak elementa grupe je preveden u zbroj elemenata Lieve algebre. Novi simbol

[, ] nazivamo Lieva zagrada i za matri¢ne grupe je definirana kao:
X, Y] =XY - YX, (111)

i naziva se komutator. XY i YX nisu nuzno elementi Lieve algebre, medutim,
njihova razlika uvijek je element Lieve grupe. Dakle, Lieva algebra je zatvorena
pod Lievom zagradom, kao $to je i grupa transformacija zatvorena pod matri¢nim

mnozenjem. Formalno, Lievu algebru mozemo definirati kao:
so(3) ={SeR¥*>* | ST =_-S} (112)

Lieva algebra je vektorski prostor g opremljen binarnom operacijom [,]: g X g — g.

Binarna operacija zadovoljava sljedeé¢e aksiome:

1. Bilinearnost: [aX+bY, Z] = a[X, Z]+b]Y, Z]1 [Z,aX +bY] = a[Z, X]+b[Z,Y]
za bilo koje brojeve a,b VX,Y, Z € g,

2. Antikomutativnost: [X,Y] = —[Y,X] VX,Y € g,
3. Jakobijev identitet: [X,[Y,Z]]+ [Z,[ X, Y]] +[Y,[Z,X]] =0 VX,Y €g.

U nastavku ¢emo vidjeti da grupe SU(2) i SO(3) imaju istu Lievu algebru. Prethodno
smo veé¢ pokazali jedan-na-jedan mapiranje izmedu SU(2) i jedini¢nih kvaterniona.
Ako kvaternion definiramo u obliku ¢ = al + bi + ¢j + dk, tada ga moZemo smatrati
jedini¢nim ako vrijedi:

a+ b +E+dE =1, (113)
Sto je zapravo isto kao i uvjet kojim smo definirali sferu jedini¢nih kvaterniona. Na
temelju toga, mozemo zakljuciti da nam kvaternioni sluze kao preslikavanje izmedu
SU(2) i grupe jedini¢nih kvaterniona Sp(1). Ovo preslikavanje je izomorfno (jedan-
na-jedan) §to zapravo znaci da su SU(2) i grupa jedini¢nih kvaterniona Sp(1) za-
pravo iste strukture. Vazno je naglasiti da postoji izomorfizam izmedu Lieve algebre

grupe SU(2) te Lieve algebre grupe SO(3).
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2.3 Nova metoda integracije

Zmamo da kvaternioni, rotaciju, koja je po naravi trodimenzionalni fenomen, opisuju
s Cetiri parametra, Sto daje dodatnu jednadzbu. To implicira da kvaternion mora
imati jedini¢nu normu $to dodaje jos jednu jednadzbu. Postojanje tog algebarskog
uvjeta zahtjeva u numerickoj integraciji uporabu stabilizacijskih metoda. Novopred-
lozena metoda rjesava taj problem tako da, iako radi izravno s ¢etiri komponente
kvaterniona, bazira se na numerickom rjesavanju tri obi¢ne diferencijalne jednadzbe.
Posljedi¢no, nema potrebe za dodatnom stabilizacijom jer integracijska procedura
operira u trodimenzionalnom vektorskom prostoru lokalnih rotacijskih parametara.

Jedan redundantni parametar, problem pretvara u zahtjevnu zadacu rjesavanja
sustava 4 diferencijalno algebarske jednadzbe. Problem mozemo izbje¢i ako proces
azuriranja integracije prebacimo s parametrizacijske mnogostrukosti, dakle kvater-
niona, na lokalnu tangencijalnu ravninu inkrementalnih rotacija. To je dozvoljeno
radi ve¢ spomenutnog izomorfizma Lievih algebri grupe matrica rotacije SO(3) te
grupe jedini¢nih kvaterniona S3. Radi toga, integracija kinematickih diferencijal-
nih jednadzbi, dogada se na Lievoj algebri so(3) grupe rotacija SO(3). Buduéi da
se obi¢ne diferencijalne jednadZbe na so(3) mogu rijesiti bilo kojom od standard-
nih metoda integracije, koristit ¢e se Runge-Kutta metoda drugog ili ¢etvrtog reda
tofnosti. Po¢nimo s ve¢ spomenutom jednadzbom kinematicke rekonstrukeije, (102),

izvedenom u proslom poglavlju.
R = R(t)&(t). (114)

Tom je relacijom povezana kutna brzina w(t) € R? izrazena u lokalnom koordi-
natnom sustavu i derivacija po vremenu matrice rotacije R(¢). Dakle, ovim je
izrazom opisano 'ponaSanje’ s obzirom na globalni inercijski koordinatni sustav.
Radi izomorfizma so(3) te R?, moZemo napisati vezu izmedu kososimetri¢ne matrice
& € so(3) te vektora w € R®. Numerickim rjesavanjem jednadzbe (114), $to je
zapravo obi¢ne diferencijalne jednadzbe na Lievoj grupi SO(3), moZzemo rekonstru-
irati matricu rotacije R(t) od lijevo invarijantnog polja &(t) € so(3), gdje je so(3)
ve¢ spomenuta Lieva algebra grupe SO(3). Za rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih

jednadzbi na Lievim grupama, zahtijevamo rjeSenje u obliku:

R(t) = Roexp(u(t)), (115)
pri ¢emu je zatvorena forma eksponencijalne mape na SO(3) dana Rodriguesovom
formulom:

o sl 1 cos(ul)
N I "

au(t) € R? je trenutni lokalni rotacijski vektor, dok je Ry matrica pocetne rotacije.

(116)
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Tada, @ € so(3) predstavlja sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi na Lievoj alge-
bri:
u = dexp_ g (@(R(t))), (117)

o1 — B, o
6,0+ [ [a,e]+ o= > (—adi(@),  (118)
pri ¢emu su B; Bernoullievi brojevi. Adjungirani operater adg definiran je Lievom
zagradom:

adg =uw —wu=[u,w|, zasve w(t),u € so(3). (119)
Izraz (119) moZzemo napisati u zatvorenoj formi:

o Juleot(lsh) — 2

1 2
- i’w. (120)
2 2ul?

Podsjetimo se da smo kvaternion ¢ € H = R* definirali kao 4 vektor:

q = (40, 9)- (121)

Vektorski dio mozemo napisati kao q = ¢;e;, pri ¢emu je e; = 1,2, 3 standardna
ortonormalna baza u R®. Radi preglednosti, ponovo éemo navesti produkt dva

kvaterniona:
qgop=(gpo—4d-P,qP+pod+4qXxDp), (122)

pri ¢emu vrijedi ¢q,p € H, a standardni skalarni umnozak definiramo kao q - p =
¢;p;- Jedini¢ni kvaternioni ¢ine grupu koja je izomorfna simplektickoj grupi Sp(1)
kao i specijalnoj unitarnoj grupi SU(2). Grupa jedini¢nih kvaterniona takoder je

izomorfna jedini¢noj sferi u R*, ¢iju éemo definiciju ponoviti:
S'={qeR" | |dll=1}, (123)

Rotacijsko je gibanje opisano kao krivulja ¢(t) € §* u vremenu. Brzine, ¢ € T,5°

mozemo zapisati uvodeéi prvo prostor koso simplektickih kvaterniona:
sp(l) ={weR" | w+w=(0,0)}, (124)

pri ¢emu je W konjugacija ¢istog kvaterniona w. O sp(1) mozemo razmisljati kao o
tangentnom prostoru Sp(1) = S? blizu identiteta grupe. Takoder, sp(1) je ujedno i
Lieva algebra grupe Sp(1), izomorfna so(3) i R?. Lieva algebra sp(1) je skup ¢istih
kvaterniona izomorfnih R3, tako da element w € sp(1) moZemo pridruziti vektoru
u € R3. Sjetimo se da smo za so(3) pridruzili @ € so(3). Da bismo osigurali da

su sp(1), so(3) i R® izomorfne Lieve algebre, element w = (0, 3u) € sp(1) mora
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biti vezan s u € R3. Sli¢no kao i za eXPgo(s), Postoji zapis eksponencijalne mape
expgs : sp(1) 2 R® — Sp(1) = S? razvijene u red
00 Wk 00 {(0’ %u)% N (0’ %u)zk-&-l}

expgs (W) = £ ] - ; (2k)! (2k +1)!

(125)

koja ako uzmemo w? = u|| (1,0), prelazi u:

_H2

N D[l

’“||2 I*
expgs ( Z (1,0) HUHZ @ 1)) (L,u),  (126)

=0

a u zatvorenoj formi ima oblik:

= COoS 1 u Sln(%ﬂ u
expss(w) = eos (5 ful) (1,0) + 2 0w, (127)

Jednadzba (127) daje nam jedini¢ni kvaternion (Cetiri Eulerova parametra) koja
opisuju rotaciju oko osi odredene jedini¢nim vektorom paralelnim s u € R? i kutem
odredenim s ||ul|. Grupa kvaterniona, dakle grupa SU(2), ima dvostruko prekri-
vanje grupe SO(3). To je geometrijski razlog $to mozemo posti¢i parametrizaciju
slobodnu od singularnosti, na racun ¢etiri redundantna parametra. Ovo takoder
implicira da dva kvaterniona ¢ = (qo,q) i —q = (—qo, —q) opisuju istu rotaciju [9].
Sada vidimo pozadinu tog rezultata koji smo opisali u proslom poglavlju.

U standardnoj diferencijalno algebarskoj (DAE) formi integracije kvaterniona, jed-
nadzba ograni¢enja mora eksplicitno biti uklju¢ena u matematicki model i njezino
zadovoljenje mora biti numericki forsirano tijekom integracije. Ova se redundant-
nost moze izbjeéi novopredlozenom metodom integracije koja inherentno postuje
uvjet jediniénih kvaterniona bez eksplicitnog zahtjeva. Osim toga, mozda je jos
vaznije da novu metodu karakterizira formulacija kinematickih diferencijalnih jed-
nadzbi u prikladnijem obliku koji omoguéuju veée korake integracije. Preciznije,
standardni algoritam implicira numericko rjesenje globalnih linearnih kinematickih
diferencijalnih jednadzbi, iako je pozadinski proces trodimenzionalne rotacije esenci-
jalno nelinearan proces baziran na SO(3) mnogostrukosti. Inherentna linearizacija
moze utjecati na sveukupnu preciznost i efikasnost prevenirajuéi koristenje duzih
koraka integracije koji bi eventualno mogli biti koristeni da smo primijenili lokalni
nelinearni model obi¢nih diferencijalnih jednadzbi [10].

Prema predlozenom algoritmu, azuriranje rotacije u ntom koraku integracije, bazira
se na eksponencijalnoj mapi (116) pri ¢emu ¢e u € R? predstavljati inkrementalnu
rotaciju vektora koji azurira rotaciju od ¢, do g,+1. Dakle, prema jednadzbi (115),

uzorak za napredovanje koraka integracije oblika

1
S ()

Fakultet strojarstva i brodogradnje 26



Dominik Jurinic Diplomski rad

pri ¢emu je zatvorena forma eksponencijalnog mapiranja na S® dana jednadzbom
(127), w,, je element Lieve algebre sp(1) povezane s vektorom inkrementalne rotacije,
a u, € R? je nti inkrementalni vektor rotacije. Da bismo odredili vektor rotacije

u,, piSemo jednadzbu kao
i, = dexp_, (@ (q(t))), W, =0, (129)

gdje je operator dexp:i predstavljen u jednadzbi (119), a @,, = 0 pocetni uvjet.
Ove dvije jednadzbe bi trebale biti integrirane u svakom koraku integracije zajedno
s jednadzbama dinamike kojima je opisano gibanje, a koje odreduju polje brzina
w iz polja akceleracija w. S obzirom da je gornja jednadzba obi¢na diferencijalna
jednadzba definirana na Lievoj algebri, dakle u linearnom vektorskom prostoru,
za njeno rjeSavanje moze se koristiti bilo koji standardni postupak za rjeSavanje
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi [9]. Shematski prikaz opisane integracijske proce-
dure prikazan je na slici 2. Da rezimiramo, procedura krece od odredivanja akcel-
eracija za trenutni korak integracije, rjesavanjem linearnog algebarskog sustava for-
muliranog kao DAE sustav jednadzbi prvog reda koji predstavlja dinamicki model
u matriénoj notaciji. Tocka integracije se nakon toga 'podize’ iz nelinearnog pros-
tora stanja mnogostrukosti, tj Lieve grupe u njezin lokalni (vektorski) tangentni
prostor, dakle Lievu algebru gdje se provodi integracija klasicnih ODJ na linearnom
vektorskom prostoru izrazenih pomocéu novouvedenih lokalnih koordinata. Po za-
vrSetku integracije ODJ, tocka integracije se projicira natrag na prostor stanja mno-
gostrukosti pomocu ’exp’ funkcije, ¢ime je korak integracije zavrsen. Dakle, princip
rjeSavanja se temelji na podizanju tocke integracije s mnogostrukosti iz prostora
stanja u lokalnu tangencijalnu ravninu iz koje se nakon integracijskog koraka vrsi

projekcija natrag na Lievu grupu prostora stanja [1].
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Odredivanje akceleracija rjefavanjem
algebarskog sustava
[formulacija preslikavanja # (1, x,Q) =¥ za
gedfavanje dinamitkog sustava
(DAE sustav jednad¥bi prvog reda)

e L]

Formulacija ODJ na Lievoj algebri
f*podizanje’ integracije s mnogostrukosti £ u
lokalnu tangenteijalnu ravninu (Lieva algebra

5) pomoéu * dexp”, " funkeije
F(t,x) = (v, H(t,x))

0D sustav na Lievoj algebri:
i = dexp’, (F(r,x))

e

- 7

~

F

Iy

o

- >
’

Integracija ODJ na Lievoj algebri
fpomoéu bilo kojeg vektorskog ODJ rjefavala
(koridtena je RE metoda)

fori=12,....5

u=hT a,f;

Ji=F (g, +oh, x, explu,))
S =dexpl, (f.,m)

end

w,=h z:_lb, f;

Odredivanje tofke integracije na
mnogosirukosti (prostor stanja )
Iprojekcija to¥ke integracije s lokalne

tangencijalne ravnine &+ natrag na

mnogostrukost § pomoéu ‘exp’ funkcije
x5 = X, exp{w;)

Slika 2: Shema integracijske procedure DAE sustava na Lievoj grupi 1]
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Red toc¢nosti ukupnog algoritma ovisi samo o toc¢nosti ODJ integratora koristenog za
rjeSavanje gornje jednadzbe te indeksu skracenja. U ovom radu, koristena je Runge

Kutta metoda cetvrtog reda toc¢nosti, prikazana ispod

wo, qo, At7
Kl At - dexp(w07 )7
kl At - f(w(h q0),

)
ngAt-dexp(wo+ kl, )

1
ko = At f (wo + §k1,CI0 O eXPgs (— )
(130)

K4 = At- dexp(wo + kg, Kj)
ky = At - f (wo + k3, qo © expgs(K3))
1
Gout = qo © €XPgs (E(Kl + 2K, +2K3 + K4))
1
Wout = Wo + é(kl + 2/{2 + 2/{3 + k4>

Jednadzba (127) moze biti iskoristena kako bismo konstruirali algoritam za kine-
maticku rekonstrukciju rotacijskog kvaterniona Q iz polja kutnih brzina w. Prvo

odredujemo vektor inkrementalne rotacije prema jednadzbi

JILSt]
1 u|| cot 2
u dexp:%l(w) —w+ -0 H | ( ) —

-2
u“w, (131)
2 2 ul®

rekonstruirajuéi zatim orijentaciju letjelice koristeéi jednadzbu (127). Drugi nacin za
izbjegavanje problema koji se javljaju prilikom koristenja konvencionalnih metoda,
koristenje je slicne teorije, medutim, ovaj puta se translacijski i rotacijski dio ne
rjeSavaju odvojeno nego zajedno i cjelokupno je gibanje opisano dualnim kvater-

nionima [2|. Kako ovaj pristup nije implementiran, ne¢emo ga pobliZe opisivati.

2.4 Dinamicki model kvadrirotorske letjelice

Za razvoj ra¢unalnog modela bit ¢e koristena kvadrirotorska letjelica u X konfigu-
raciji kao u [2]. U svrhu pojednostavljenja modela, zanemarena je aerodinamicka
fenomenologija kako bi fokus bio na direktnoj dinamici. Pretpostavljamo da je
pogonska sila u smjeru osi motora Fr; a moment parazitskog otpora T p; te se obje

veli¢ine mogu napisati u funkcijskoj vezi s kutnom brzinom rotora:

Fpi = f(ws), (132)
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Tpi = f(w), (133)

pri ¢emu w; predstavlja kutnu brzinu i-tog rotora. Dio dinamickog modela koji se

odnosi na translaciju moze biti zapisan kao:

mv =R 0 +10 1, (134)

S Fry my
pri ¢emu m predstavlja masu letjelice, v je translacijska brzina letjelice izrazena u
globalnom koordinatnom sustavu, R je matrica rotacije koju mozemo konstruirati

preko poznatog kvaterniona:

B+ -5 Ge—qss Q4+ e

R=2|qq+qpew ¢ +4d— % 4293 — qoq1 | - (135)
B3 — Q%2 @6+ 6 @+ a5 — %

Jednadzbu koja opisuje translaciju mozemo napisati i kao vezanu za pomic¢ni koor-

dinatni sustav, vezana za letjelicu:

0
mo = 0 +R"| 0 | —ma, (136)
Z?:l Fr; mg

pri cemu v’ i w predstavljaju translacijsku i kutnu brzinu izrazenu u koordinatnom
sustavu letjelice. 1z toga slijedi da ukupnu rotacijsku dinamiku kvadrotorske letjelice

mozemo opisati jednadzbom:

4 4 4 4
Jo =Y Trit ) Toi—@Y Juwmi— Y Jnimi (137)
i=1 i=1 i=1 i=1

pri ¢emu je J matrica inercije letjelice a J,,; i w,,; predstavljaju matricu inercije

i relativnu kutnu brzinu i-tog rotora s obzirom na letjelicu. Pogonski moment T'p;
M 4 ~ . . . o .

racunamo kao T'p; = ) ., 7 Fr; gdje r; predstavlja ishodiste koordinatnog sustava

vezanog za i-ti rotor. Svi izrazi izrazeni su s obzirom na koordinatni sustav vezan

za tijelo kvadririotorske letjelice.
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Slika 3: Kvadrirotorska letjelica u X konfiguraciji |2]

2.5 Implementacija nove numericke metode vremenske
integracije jedini¢nih kvaterniona

Sada ¢emo navesti detalje implementacije za neke dijelove algoritma. Radi pregled-
nosti, prikazani ¢e biti samo isjecci Python koda, dok ¢e C implementacija istih
procedura biti dana u prilogu. Redoslijed izlaganja pratit ¢e sliku 2.

Deklaracija varijabli zajedno s pocetnim vrijednostima prikazana je ispod:
#initial rotational quaternion

q = np.zeros ((4,N))
ql:,[0]] = np.array([[1],[0],[0],[0]1])

#initial angular speed
omegaVector = np.zeros ((3,N))
omegaVector [:,[0]] = np.array([[0],[0],[0]])

#initial position
p = np.zeros((3, N))
pl:,[0]] = np.array([[0],[0],[-20]11)

#initial velocity
v = np.zeros ((3, N))
v[:,[0]] = np.array([[0],[0],[0]])

Potrebno je takoder definirati i parametre manevra, za na$ slu¢aj to je valjanje (engl.
roll). Izlaz iz te funkcije sluzi kao ulazni parametar za funkcije koja na temelju tih
rezultata rac¢unaju odgovarajuce sile i momente koji rotori moraju postié¢i da bi se
ostvario zeljeni manevar. Napominjemo da postoji i moguénost simuliranja manevra
skretanja (engl.yaw) te penjanja (engl. yaw climb).

def omegamfun(t, type):
if type == 'roll':
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omegam_out = (2*np.pi/60)*((0*np.sqrt(1/(6.11e-8)))*np.
array ([[1],[1],[0]1,[011)
np.sqrt(1.4516625/(6.11e
-8))*np.array ([[0],[0],[1
1,0111))

return omegam_out

Prvo je potrebno odrediti akceleracije rjesavanjem algebarskog sustava. Stoga prvo
konstruiramo matricu rotacije iz ulaznog kvaterniona, prema relaciji (135). Var-
ijabla ’dv’ predstavlja ubrzanje, koje racunamo iz translacijskog dijela dinamike
letjelice prema (134) dok se u varijablu 'rotational’ sprema rotacijski dio dinamike
letjelice prema izrazu (137). Sada su postignuti uvjeti da bi se pristupilo rjesavanju

algebarskog sustava $to je i uc¢injeno u zadnjem redu.

def new_eul(aircraft,motor,F_t,T_t,T_d,omega,omegam,q):
R = np.zeros((3,3,))
R[0,0] = 2%(ql[0]**2+q[1]#*%x2-0.5)
R[0,1] = 2x(q[1]l*q[2]-q[0]*q[3])
R[0,2] = 2%(ql1]l*ql[3]+ql[0]*ql[2])
R[1,0] = 2x(ql[1]l*q[2]+q[0]*q[3])
R[1,1] = 2%(ql[0]**2+q[2] **x2-0.5)
R[1,2] = 2%(ql[2]*q[3]1-q[0]l*ql[1]1)
R[2,0] = 2%(ql[1]l*q[3]-ql[0]l*ql[2])
R[2,1] = 2x(q[2]*q[3]1+ql[0]*ql[1])
R[2,2] = 2%(ql[0]**x2+q[3]*%x2-0.5)
vector = np.zeros((3,1))
vector[2,0] = sum(F_t)
dv = (np.add(np.matmul (R, vector), np.array([[0],[0],[aircraft.
mass*9.80665]])))/aircraft.

mass
rotational = T_t + T_d - np.matmul (np.matmul (skew(omega),
aircraft.J),omega) - np.

matmul (skew (omega) ,np.array ([
[0],[0],[motor.inertia * mnp.
sum(np.multiply (omegam ,motor.
rot_dir))11))

domega = np.linalg.solve(aircraft.J,rotational)

return dv,domega

Pomocu diferencijalnog eksponencijalnog operatera, problem integracije prebacuje

se na lokalnu tangencijalnu ravninu ili Lievu algebru.

def dexp(omega,u):
norm_u = np.linalg.norm(u)
skew_u = skew(u)
du = S03_to_R3(skew(omega))

return du
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Eksponencijalna mapa sluzi za projekciju tocke integracije s lokalne tangencijalne
razine (Lieve algebre) natrag na mnogostrukost. Implementacija slijedi iz izraza
(127).
def exp_S3(u):
norm_u = np.linalg.norm(u)
if nmnorm_u < 10**(-12):
u_S3 = np.array([[1],[0],[0],[0]]1)
else:
u_S3 = np.cos((1/2) * norm_u) * np.array([[1],[0],[0],[0]])
+ np.sin((1/2) * norm_u)
/norm_u * np.concatenate
((np.array ([[0]]),u))

return u_S3

Postoji medutim i alternativan zapis eksponencijalne mape, a onda i implementacija,
prema formuli (146). Iz priloZenog isjecka koda vidljivo je da smo koristili 5 ¢lanova

reda.

def exp_S3(u):

norm_u = np.linalg.norm(u)
firstTerm = O
secondTerm = 0

if nmorm_u < 10**(-12):
u_S3 = np.array([[1],[0],[0],[0]])
elif norm_u > 10#*x(-12):
for k in range(5): #number of terms in expansion
firstTerm = firstTerm + ((-1)#*x(k)*(np.linalg.norm(0.5%u))
** (2.%k))/(np.math.
factorial (2*k))
secondTerm = secondTerm + 1./mnp.linalg.norm(u)*(((-1)**x(k)*
np.linalg.norm(0.5%*u) *x* (
2xk+1))/(np.math.
factorial (2*k+1)))
u_S3 = np.array([[firstTerm], [secondTerm*ul[0]],[secondTerm*ul1]
1,[secondTerm*ul2]]1])

return u_S3

Cjelokupna integracijska procedura prikazana je na isjecku koda ispod:

def rké4geom(t, h, aircraft, motor, omega, v, q, p, type):
L = np.zeros((3,4))

L[0,0] = -ql1]
L[0,1] = qlO]
L[0,2] = ql3]
L[0,3] = -ql2]
L[1,0] = -ql2]
L[1,1] = -ql3]
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L[1,2] = qlO]

L[1,3] = ql1]

L[2,0] = -ql3]

L[2,1] = ql2]

L[2,2] = -ql1]

L[2,3] = qlO]

appendedMatrix = np.append(q,np.transpose(L), axis = 1) #
this was added later

omegam = omegamfun(t,type)

(vkl, k1) = new_eul (aircraft, motor, thrust_forces(motor,
om2rpm (omegam) ) ,
thrust_torque (motor, aircraft
, om2rpm(omegam)) ,
drag_torque (motor, om2rpm(
omegam)), omega, omegam, ()

ukl = dexp(omega, np.zeros((3,1)))

pk1 v

omegam = omegamfun(t+1/2*h,type)

(vk2, k2) = new_eul (aircraft, motor, thrust_forces(motor,
om2rpm (omegam) ) ,thrust_torque
(motor ,aircraft ,om2rpm(omegam
)), drag_torque (motor ,om2rpm(
omegam) ), omega + 1/2xhx*kl,
omegam, np.matmul (np.
concatenate ((q,np.transpose (L
)),axis = 1),exp_S3(1/2*h =*
uk1)))

uk?2 dexp(omega + 1/2 * h * k1, 1/2 * h* ukl)

pk2 = v + 1/2 * h * vkl

omegam = omegamfun(t+1/2*h, type)

(vk3,k3) = new_eul (aircraft, motor, thrust_forces(motor, om2rpm
(omegam)) ,thrust_torque (motor
,aircraft ,om2rpm(omegam)) ,
drag_torque (motor , om2rpm (
omegam)), omega + 1/2xh*k2,
omegam, np.matmul (np.
concatenate ((q,np.transpose (L
)),axis = 1),exp_S3(1/2*h =
uk2)))

uk3 dexp(omega + 1/2 * h * k2, 1/2 * h * uk2)

pk3 = v + 1/2 * h * vk2

omegam = omegamfun(t + h, type)
(vk4, k4) = new_eul (aircraft, motor, thrust_forces (motor,

om2rpm (omegam) ) ,thrust_torque
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(motor ,aircraft ,om2rpm(omegam
)), drag_torque (motor ,om2rpm(
omegam) ), omega + hx*k3,
omegam, np.matmul (np.
concatenate ((q,np.transpose (L
)),axis = 1),exp_S3(h * uk3))
)

uk4 dexp (omega + h*k3, h * uk3)

pk4d = v + h *vk3

omega_out = omega + 1/6 * h * (k1 + 2*k2 + 2%k3 + k4)

#q_out = np.matmul (np.concatenate ((q,np.transpose(L)),axis = 1)
,exp_S3(1/6 *h * (ukl+ 2*uk2
+ 2 * uk3+ uk4)))

g_out = np.matmul (appendedMatrix, exp_S3(1/6 *h * (ukl+ 2*uk2 +
2 * uk3+ uk4))) #this

line was added later

v_out v + 1/6 * h * (vkl + 2*vk2 + 2*xvk3 + vk4)
p_out = p + 1/6 * h * (pkl + 2xpk2 + 2*pk3 + pk4)

return omega_out, v_out, g_out, p_out

Sada mozemo usporediti implementaciju opisane metodu s klasi¢nom metodom. U
njoj je prvo eksplicitno prisutan uvjet jedini¢ne duljine kvaterniona, a onda i potreba
za stabilizacijom nakon svakog koraka integracije. Nece se ulaziti u cjelokupan izvod,

nego se Citatelja upucuje na [10]. Formulacija kompletnog algoritma slijedi ispod.

wOvQOvAt
1
Kl = At . 5 . LT(QQ) Wy
kl = At - f(w07QO)7
1, 1 1
KQZAT/QL (Q(]>‘ QQ+§K1 . w0+§k1

1 1
]{?2 = At f (UJ() + 5]{?1,(]0 + §K1>
(138)

1
2
ki = At - f(wo+ ks, qo + K3)

Ky = At = -L"(qy + K3) - (wo + k3)

1
Qout = qo + 6(K1 +2K5 + 2K5 + Ky)

1
Wout — Wo + g(kfl —I— 2]{72 + 2]{33 —|— ]{34)

Odredivanje derivacije kutne brzine w odreduje se iz funkcije f(w, ¢) dok L oznacava
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matricu transformacija kvaterniona koja je definirana kao:

—q1 4o q3 —q2
L=|-¢@ -6 @ a |- (139)
—q3 G2 —q1 4o

Kinematske diferencijalne jednadzbe koje povezuju kutnu brzinu su prikazane is-
pod. Jednadzba (140) povezuje derivacije kvaterniona i kutne brzine dok je jed-
nadzba (141) dodatni uvjet na jedini¢nost kvaterniona i on je kao takav algebarska
jednadzba.

j= %L%, (140)

dg—1=0. (141)

Treba naglasiti da se numericki izracunati kvaternion q,,; mora stabilizirati nakon

svakog koraka integracije prema jednadzbi:

q = ﬁ(ﬂmt; (142)
gdje je 0 = ¢L ,qour — 1. Implementacija u Pythonu dana je ispod.
def rk4cl(t, h, aircraft, motor, omega, v, g, p, type):

omegam = omegamfun(t, type)

(vkl,kl1) = new_eul (aircraft, motor, thrust_forces(motor, om2rpm
(omegam)), thrust_torque(
motor , aircraft, om2rpm(
omegam)), drag_torque (motor,
om2rpm (omegam) ), omega,
omegam, q)

gkl = 1/2 * quat_vect(q,omega)

pkl = v

omegam = omegamfun((t+1)/(2xh),type)

(vk2, k2) = new_eul (aircraft, motor, thrust_forces (motor,
om2rpm (omegam) ) ,
thrust_torque (motor, aircraft
, om2rpm(omegam)) ,
drag_torque (motor, om2rpm(
omegam) ), omega + 1/2xhx*kl,
omegam, q+1/2*h*qkl)

qk?2 1/2 * quat_vect(q+1/2xh*qkl,omega + 1/2xhx*kl)

pk2 = v + 1/2xh*vkl

omegam = omegamfun(t+1/2*h, type)
(vk3,k3) = new_eul (aircraft, motor, thrust_forces(motor, om2rpm

(omegam)), thrust_torque(
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motor , aircraft, om2rpm(

omegam) ), drag_torque (motor,

om2rpm (omegam) ), omega + 1/2%

h*k2, omegam, q+1/2*hxqk2)
qk3 = 1/2 * quat_vect(q+1/2+*h*qk2, omega + 1/2xh * k2)

pk3 = v + 1/2xh*vk2
omegam = omegamfun(t+h, type)
(vk4, k4) = new_eul (aircraft, motor, thrust_forces(motor,

om2rpm (omegam) ) ,
thrust_torque(motor, aircraft
, om2rpm(omegam)) ,
drag_torque (motor, om2rpm/(
omegam) ), omega + hx*k3,
omegam, q+h*xqk3)

qgk4 = 1/2 * quat_vect(q+h*qk3, omega + h * k3)

pk4 = v + h*vk3

omega_out = omega + 1/6*h * (k1 + 2*k2 + 2%xk3 + k4)
g_out = gq + 1/6*h * (qkl + 2xqk2 + 2*qk3 + qk4)

#stabilization

g_out = q_out / np.sqrt(np.matmul (np.transpose(q_out),q_out))

v_out v + 1/6*h * (vkl + 2*vk2 + 2*vk3 + vk4)
p_out = p + 1/6*h * (pkl + 2%pk2 + 2*xpk3 + pk4)

return omega_out, v_out, g_out, p_out

Usporedujuéi dvije metode, vidimo da su glavne razlike u kinematickim jednadzbama
te u azuriranju rotacijskog kvaterniona od ¢, do ¢,+1. U novopredlozenoj metodi,
azuriranje rotacije temeljeno je na eksponencijalnoj mapi, dok se u klasi¢noj proce-
duri azuriranje odvija na standardni na¢in mnoZenjem derivacija kvaterniona dulji-
nom koraka integracije. Bitno je napomenuti da oba algoritma imaju jednako azuri-
ranje kutne brzine.

j= %L%, (143)

i, = dexpl, (@ (q(1))). (144)

Izravno usporedujuéi metode, jednadzba (143) ¢ini sustav od 4 linearne jednadzbe

dok jednadzba (144) ¢ini sustav 3 nelinearne jednadzbe koje je potrebno rijesiti.
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3 PROGRAMSKE PARADIGME U KON-
TEKSTU NUMERICKIH SIMULACIJA

Nakon podjele programskih jezike na danas dominantne programske paradigme,
za svaku pojedinacno ¢emo, uz kratki opis, ukratko predstaviti jedan karakteris-
tican jezik. Zatim ¢emo postaviti predstavljene paradigme u kontekst simulacije
mehanickih sustava te relevantnost svake od njih za provedbu simulacije. Poglavlje

¢emo zavrsiti opisom hardverske infrastrukture koristene za realizaciju simulacije.

3.1 Programske paradigme

Programske paradigme su nacin klasifikacije programskih jezika prema njihovim
znacajkama. Moze se reé¢i da je glavna podjela na imperativnu i deklarativnu
programsku paradigmu. Ugrubo, u imperativnoj paradigmi programer instruira
ra¢unalo da mijenja stanje dok u deklarativnoj paradigmi programer definira svo-
jstva ocekivanih rezultata, ali ne i nac¢in kako doé¢i do njih. Imperativnu paradigmu
dalje mozemo podijeliti na proceduralnu i objektno orijentiranu. Kao glavnu raz-
liku izmedu dvije spomenute paradigme, mozemo istaknuti da se u proceduralnom
programiranju specificiraju koraci koje program mora obaviti da bi postiglo Zeljeno
stanje za razliku od objektno orijentiranog programiranja, gdje je kod organiziran
na nacin da su u objektima grupirani podaci i metode te opis njihove medusobne
interakcije. Dakle, proceduralno programiranje koristi procedure da bi operiralo na
strukturama podataka dok se kod objektno orijentiranog programiranja metode i
strukture podataka grupiraju u ve¢ spomenute objekte. Druga podjela program-
skih jezika koju moramo spomenuti je na one koji su interpretirani i one koji su
kompajlirani. Kompajlirani jezik je onaj u kojem je program, nakon kompajliranja,
skup instrukcija u strojnom kodu namijenjen za izvrSavanje na procesoru. Kod in-
terpretiranog jezika, instrukcije nisu izvrSene odmah od strane procesora, nego ih
izvrSava neki drugi, posrednicki program. U modernim programskim jezicima, za
krajnjeg korisnika, razlika izmedu paradigmi postaju sve manje vidljive. Medutim,
potrebno je istaknuti neke razlike koje dolaze do izrazaja prilikom implementacije.
Generalno, moze se reé¢i da se programi pisani u kompajliranim jezicima izvode
brze. Za razliku od toga, interpretirani jezici su fleksibilniji, nema potrebe za kom-
pilacijom i moze se reé¢i da je lakSe raditi s njima. Medutim, cijena spomenute
fleksibilnosti najjasnije dolazi do izrazaja u vremenu izvodenja programa koje moze

biti i nezanemarivo duze, pogotovo u kontekstu simulacija s ograni¢enim rac¢unalnim
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resursima. Kao najklasi¢niji primjer, mozemo navesti inicijalizaciju varijabli. Kom-
pajlirani jezici, zahtijevaju da se definira tip svake varijable prije kompilacije, dok
interpretirani jezici dopustaju inicijalizaciju varijable, bez deklaracije, koju obavlja
interpreter. U domeni znanstvenog rac¢unanja (engl. scientific computing), domi-
nantna paradigma je imperativna, a kao relevantne jezike, uzet ¢emo C i Fortran77.
Kada govorimo o numerickim zada¢ama, spomenuti jezici imaju nekoliko znacajnih
prednosti nad drugim jezicima. Ugrubo, moze se reé¢i da oba jezika slice strojnom
kodu u koji su kompajlirani. Jo§ slikovitije, moze se re¢i da je kompajleru jasno
kako ¢e odredenu rutinu prevesti u strojni kod. Nedostatak kompleksnijih struk-
tura u jeziku, kao $to su predlosci (engl. templates) i hijerarhije nasljedivanja, kod
i jednostavnije koristenje alata za otklanjanje gresaka u kodu (engl. debugging).
Najjasnije se razlika s obzirom na interpretirani jezik ogleda u opsegu koda. Za istu
namjenu, izvorni kod za neku aplikaciju napisanu u C-u moze biti i red veli¢ine veci
nego kod nekih interpretiranih jezika. Takoder, mnoge mehanizme koji su inher-
entno ugradeni u interpretirane jezike, korisnik mora samostalno napisati. Jedan
od najznacajnijih nedostataka C-a i FORTRANA u kontekstu znanstvenog racu-
nanja, nedostatak je prostora imena (engl. namespace). Nedostatak hijerarhijske
strukture varijabli i funkcija rezultira nespretno dugim imenima, sve kako bi se izb-
jegao problem kolizije u nomenklaturi varijabli, sto pogotovo moze do¢i do izrazaja
prilikom istovremenog koristenja vise vanjskih knjiznica. Drugi problem je ru¢no
upravljanje memorijom, $to najvise do izrazaja dolazi u C-u. Za razliku od C-a, u
C-++4-u se naime, objekti automatski stvaraju ili brisu u prostoru funkcije ili pro-
grama (engl. scope) i programer ne mora eksplicitno brinuti o tome. Objekti su
strukture koje sadrze varijable i funkcije ili metode koje operiraju na varijablama.
C kao takav ne poznaje objekte kao strukture podataka, nego se ista stvar postize
strukturama i pokaziva¢ima na funkcije, Sto je nesumnjivo skok u kompleksnosti.
Objektno orijentirana paradigma ima izvrsne mehanizme organizacije u prostoru
imena (engl. namespace). Medutim, upravo to moze biti nedostatak ako se stvore
prekompleksne hijerarhije, Sto je problem nekih modernih knjiznica za znanstveno
ra¢unanje. Najpopularnija pristup generiranju koda u podrué¢ju znanstvenog racu-
nanja su C++ predloSci. Pristup omogucuje pisanje koda u kojem su postavljena
rezervirana mjesta (engl. placeholder) na ¢ije mjesto dolazi konkretna varijabla
prilikom kompilacije. Visejezicni kod (engl. multilanguage code) dozvoljava pro-
grameru da kombinira dobre strane razli¢itih programskih paradigmi. Popularna
kombinacija u znanstvenom raCunanju je brzina C-a ili Fortrana i fleksibilnost in-
terpretiranog jezika kakav je Python. Specijalizirani Python alati, poput Cytona
ili SWIG-a, razvijeni su za ovijanje (engl. wrapping) C knjiznica. Cython potpuno

automatizira manipulaciju strukturama podataka, pozivima Pythonovih rutina te
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pretvorbom varijabli. Objektna struktura C+-+-a moze biti u potpunosti preslikana
na objektnu strukturu Pythona. Takoder, Cython se brine i o rukovanju (engl. han-
dling) pogresaka i iznimaka. Lakoc¢a procesiranja niza (engl. string) u Pythonu
te manipulacija strukturama podataka, korisne su za upravljanje ulazom i izlazom
podataka. Mnoge knjiznice koriste Python kao krovni jezik za kontrolu, dok se
za 'niske’ numericke procedure okre¢u C-u ili Fortranu. Koriste¢i spomenute alate
(Cython, SWIG), proces je moguce gotovo u potpunosti automatizirati. Pythonova
fleksibilnost prilikom pristupa sucelju za programiranje aplikacija (engl. applica-
tion programming interface - API ) pojedine knjiznice, omogucuje kombiniranje
vise knjiznica. Kombinacija knjiznica namijenjenih za rjesavanje razlic¢itih fizikalnih
problema moze se iskoristiti prilikom 'napada’ na kompleksniju problematiku, kao
Sto su npr. viSerazinski ili multifizikalni problemi. Treba napomenuti da ovijanje
omogucuje koristenje CUDA ili OpenGL knjiznica koje su predvidene za paralelno
racunanje na grafickim karticama. Glavni nedostatak visejezi¢nih kodova dolazi do
izrazaja prilikom traZenja gresaka u kodu (engl. debugging). Do dana danasnjeg ne
postoje razvijeni alati, prvenstveno se pod time misli na alate za trazenje pogreske u
kodu (engl. debugger) koji bi prilikom trazenja gresaka u kodu, jednostavno prelazili

iz jedne paradigme u drugu.

3.2 Interpretirani jezici

Interpretirani jezici kao Sto je Python spregnut s Numpy knjiznicom za numericke
simulacije, prikladni su za brzu prototipizaciju, razvoj algoritma ili analizu podataka
u znanstvenom rac¢unanju. Medutim, radi relativno niske numericke efikasnosti, to
ih najc¢escée ne ¢ini dobrim izborom za simulacije u realnom vremenu. Umjesto toga,
kompajlirani jezici kao sto su C, C++ ili Fortran, koristeé¢i drugacije numericke
knjiznice za matri¢ni racun ¢e biti ¢eSée koriSteni za simulacije. Prema drugoj
podjeli, Python spada u objektno orijentiranu paradigmu sto je dobra programska
paradigma za izgradnju modularnog, skalabilnog i ponovo upotrebljivog softvera.

Python je jezik visoke razne, interpretiran i op¢e namjene te je trenutno jedan od
najkoristenijih jezika u mnogim podrucjima, izmedu ostalog i u polju znanstvenog
racunanja. lako prvotna namjena jezika nije bila znanstveno racunanje, njegove in-
herentne karakteristike ¢ine ga dobro opremljenim za tu svrhu. Prije svega, Python
je poznat radi posjedovanja Ciste i intuitivne sintakse. Takva sintaksa ¢ini ga laksim
za odrzavanje, Sto generalno rezultira manjim brojem gresaka ali i olakSava razvoj
koda. Znamo da Python, kao interpretirani jezik, u veéini slu¢ajeva ne moze konkuri-
rati kompajliranim jezicima Sto se ti¢e brzine izvodenja, medutim u sluc¢aju imple-
mentacije novog rjeSenja, radi svoje fleksibilnosti Python je bolji izbor. S jedne

strane performanse koda, a s druge vrijeme razvoja koda, predstavljaju dva kon-
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tradiktorna uvjeta izmedu kojih programer mora pronaéi sredinu. Da bi se doskocilo
tome, uz Python kao temelj, kroz godine je izrastao cijeli ekosustav alata i knjiznica
dizajniranih specificno s namjerom da budu koristene u svrhe znanstvenog racu-
nanja. Ekosustav ukljucuje sve od integriranih razvojnih okolina kao Sto je npr.
Spyder pa do knjiznica od kojih su najkoristenije NumPy i SciPy. U njih su imple-
mentirane knjiznice optimizirane za operacije s vektorima i matricama Sto je zapravo
jezgra koja omogucuje uporabu Pythona za znanstveno racunanje. Ne smijemo nar-
avno zaboraviti da su spomenute knjiznice otvorenog koda sto znaci da su svakome

dostupne za besplatno koristenje [11].

3.3 Kompajlirani jezici

Za razliku od interpretiranih jezika, kod kojih se prevodenje dogada paralelno za vri-
jeme izvodenja, kompajler kompajlirani jezik prevodi u strojni jezik prije izvodenja.
Dakle, kompajler simbolicke naredbe (tekst) koje programer napise prevodi u stro-
jni jezik koji je niz binarnih znakova predviden za obradu na procesoru. Radi toga,
generalno se moze reéi da je izvodenje kompajliranih jezika brze nego interpreti-
ranih. Nizi programski jezici su u pravilu kompajlirani. Medutim, kompajler kod
prevodi u strojni jezik sintaksa koja je odredena prema arhitekturi procesora koji
¢e taj kod izvrsavati. Dakle, kod kompajliran na jednoj platformi neée uvijek biti
moguce pokrenuti na drugom rac¢unalu.

C je proceduralni jezik opée namjene. Razvijan je zajedno s Unix operativnim sus-
tavom sedamdesetih godina proslog stolje¢a u Bell laboratorijima pri ¢emu su najz-
nacajniju ulogu odigrali Dennis Ritchie i Ken Thomphson. Iako je vrlo prikladan za
pisanje kompajlera i operativnih sustava za Sto je originalno zamisljen, C se pokazao
kao vrlo dobar programski jezik za pisanje programa u mnogo razli¢itih domena. C
je relativno nizak programski jezik. U prijevodu, to znac¢i da C inherentno ne pruza
nikakve nacine za baratanje kompozitnim objektima kao $to su skupovi ili liste. Ne
postoje operacije kojima se manipulira ¢itavim nizom iako se strukture mogu kopi-
rati kao cjelina. Jezik ne definira nikakav mehanizam za alokaciju memorije osim
statickih definicija kao $to takoder nema ni mehanizam za automatskim upravljanje
memorijom sakupljanje smeca (engl. garbage collection) [12].

Cyton je istodobno i programski jezik koji spaja Python s nekim od statickih jezika
kao §to su C/C++ ali je takoder i kompajler koji prevodi izvorni kod (engl. source
code) napisan u Pythonu u efikasan C/C++ kod. Vidjeli smo ve¢ da su Python
i C vrlo razli¢iti jezici, medutim upravo ih te suprotnosti ¢ine komplementarnima.
Usporedujuéi vremena izvodenja, Python moze biti i nekoliko redova veli¢ine sporiji
nego C. Zanimljivo je da je Python kod odmah i valjani Cython kod i moze se ga se

kao takvog odmah kompajlirati. Medutim, dodajuéi staticke deklaracije u Python
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kod, na neki nacin olakSavamo kompajleru prevodenje u C kod i radi toga onda
mozemo ocekivati znacajnija ubrzanja. Cython je, medutim, moguée koristiti i u
drugom smjeru (od C-a prema Pythonu) ali u tu problematiku ne¢emo previse ulaz-
iti [13].

Matlab je jezik visoke razine namijenjen za znanstveno rac¢unanje i vizualizaciju po-
dataka, izgraden oko interaktivnog okoliSa za programiranje. Polako postaje 'main-
stream’ platforma za znanstveno rac¢unanje, kako u industriji, tako i na brojnim
institutima i sveucilistima. Ono $to ga ¢ini iznimno popularnim je lakoc¢a pisanja i
testiranja koda, dozvoljavajuéi pritom programeru da se vise koncentrira na rjesenje
problema, a manje na detalje implementacije. S obzirom na to da ne postoji potreba
za kompajliranjem te ponovnim izvrSavanjem nakon svake nove kompilacije, vrijeme
razvoja programa u Matlabu mnogo je krac¢e nego za ekvivalentne programe pisane
u npr C-u ili Fortranu. Spomenimo medutim i negativnu stranu, a to je da Matlab
ne moze generirati samostojece (engl. stand alone) aplikacije Sto znaci da se pro-
gram moze pokrenuti samo na ra¢unalu na kojem je ve¢ instaliran Matlab. Neke
od prednosti koje Matlab posjeduje nad drugim opcéeprihvacenim jezicima su to sto
sadrzava velik broj funkcija kojima su u pozadini numericke knjiznice kao npr. LIN-
PACK ili EISPACK, sto zna¢i da mnogi uobi¢ajeni zadaci (npr. rjeSavanje sustava

jednadzbi) mogu biti rijeseni pozivom jedne funkcije.

3.4 Simulacija na ugradbenim sustavima

Simulacije dinamike sustava na ugradbenim racunalima od posebnog su interesa
prilikom projektiranja algoritama za kontrolu koji se oslanjaju na dinamicki model
sustava [14]. Ispravan odabir odgovarajuce programske paradigme moze znacajno
skratiti vrijeme razvoja algoritma. Medutim, kao Sto ¢e i kasnije biti vidljivo, u
razli¢itim stadijima razvoja softvera, razli¢iti jezici su prikladni. Prema [14], razvo]

softvera za upravljanje mozemo ugrubo podijeliti u tri stadija:

1. Razvoj upravljackog softvera u okruzenju koje ne zahtijeva simulaciju procesa

u realnom vremenu,

2. HIL (engl. hardware-in-loop) tehnika u kojem rac¢unalo simulira proces dok se

upravljanje vrsi na stvarnom kontroleru,

3. Testiranje i validacija upravljackog algoritma na ugradbenom sustavu u stvarnom

sustavu.

Primjenjujuéi gornje tocke na nas slucaj, u kojem bi bilo potrebno projektirati up-
ravljacki algoritam za kvadrirotorsku letjelicu, mozemo reé¢i da bi se prva tocka

odnosila na razvoj upravljackog algoritma na rac¢unalu koje bi ujedno i simuliralo
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dinamiku letjelice. U drugoj tocki dinamika procesa simuliralo bi rac¢unalo, dok bi
upravljanje radio stvarni kontroler, dakle ugradbeno racunalo. Na koncu, validacija
kontrolnog algoritma odvijala bi se na realnoj kvadrirotorskoj letjelica kojom bi up-
ravljalo ugradbeno ra¢unalo. Dakle, kao $to je u uvodu rada navedeno, cilj ovog
rada bio je razviti implementacija algoritma za rekonstrukciju orijentacije (stava)
kvadrirotrske letjelice. Medutim, potrebno je ostvariti takvu implementaciju da bi
se ona mogla simulirati u realnom vremenu na odabranom ugradbenom sustavu
Sto bi onda sluzilo kao temelj algoritmu za upravljanje. Pitanje koje se namece
samo od sebe je zaSto se dinamika sustava mora simulirati na ugradbenom rac¢unalu
koje nedvojbeno ima puno manje racunalnih resursi na raspolaganju. Ne ulazeci
previSe u problematiku teorije upravljanja, odgovor je da sama anatomija nekih up-
ravljackih algoritama zahtjeva simulaciju i procesa i algoritma upravljanja zajedno,
dakle, nemoguce je odvojiti te dvije domene [14]|. Radi ve¢ spomenutih ograni¢enih
resursi na ugradbenim rac¢unalima koje je potrebno efikasno raspodijeliti, odabir
odgovarajuce programske paradigme iznimno je bitan. Treba naglasiti da zahvalju-
juc¢i kontinuiranom napretku procesora ugradbeni sustavi pronalaze Siroku prim-
jenu, pa i onim podrucjima koja su do nedavno bila rezervirana samo za racunala.
Radi brojnih faktora (npr. cijena, prakticnost) ARM arhitektura postala je vodeca
arhitektura za ugradbene sustave. ARM arhitektura omogucéuju koristenje modernih
operativnih sustava kao $to je npr. Linux. ARM floating point arhitektura pruza
hardversku podrsku za racunske operacije u dvostrukoj preciznosti. Najvise zbog te
karakteristike, ugradbeni sustavi temeljeni na ARM arhitekturi pokazali su se kao
idealan odabir za provodenje numericki intenzivnih simulacija. U nasem slucaju,
imamo diskretnu simulacija u kojoj vrijeme napreduje u jednakim vremenskim ko-
racima. Da bi rijesili matematicku funkciju i jednadzbu u odredenom vremenskom
koraku, svaka varijabla je rijeSena u funkciji prethodnog vremenskog koraka. Za vri-
jeme diskretne simulacije, koli¢ina realnog vremena potrebnog da se izracunaju sve
jednadzbe i funkcije moze biti duze od samog trajanja simulacije. Kada simulaciju
provodimo ’off-line’, vrijeme izvodenja najces¢e nije od primarnog interesa. Kao
dvije varijable koje najviSe utjecu na brzinu izvodenja simulacije mozemo navesti
ra¢unalne resurse na kojima se provodi simulacija te kompleksnost matematickog
modela. Za razliku od toga, simulacija u realnom vremenu mora izracunati i ’is-
poruciti’ sve varijable u vremenu krac¢em nego §to bi proces koji se simulira trajao.
U sluc¢aju koji se obraduje u ovom radu, vazno je postici rezultat simulacije u jedinici
vremena krac¢oj od one koju se simulira kako bi se rezultati simulacije, npr. polozaj,
mogli poslati na ulazne/izlazne portove ugradbenog sustava, u nasem slu¢aju Rasp-
berry Pi. Kao zanimljivost takoder mozemo napomenuti da je koristenje diskretnih
rjeSavaca inherentni zahtjev u nekim sustavima, kako bi se izmedu diskretnih ko-

raka omogucéila izmjena podataka s vanjskim uredajem, npr I/O kanali, $to se moze
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pokazati kao problematic¢an zahtjev ako je dinamika sustava koji se simulira visoko

nelinearna [15].

3.5 Rasperry Pi

Zahvaljujuéi kontinuiranoj inovaciji u podrucju procesorske tehnologije, moguénosti
procesora povecavaju se prema eksponencijalnom zakonu. Takva evolucija dovela
je do vise kompleksnih jezgara koje pruzaju bolje performanse na ra¢un povecanja
broja racunalnih elemenata po mikroprocesoru. U ugradbenim sustavima, potrosnja
energije je kritican uvjet koji ograni¢ava performanse procesora [16]. Da bi se
zadovoljila rastuca potreba za performansama, uz minimalnu potrosnju energije,

napredna visejezgrena arhitektura je razvijena.

Slika 4: Raspberry Pi B

ARM, poznati i kao Advanced RISC Machine, familija su arhitektura za kompju-
torske procesore podesene za razli¢ita okruzenja. Procesori s RISC arhitekturom
tipi¢no zahtijevaju manje tranzistora nego oni s CISC arhitekturom, kao $to su
to x86 procesori koje nalazimo u veéini osobnih rac¢unala, $to u konacnici smanjuje
potrosnju energije. Radi toga, pogodni su za lagane, prijenosne i baterijom napajane
uredaje poput pametnih telefona, osobnih racunala te ugradbenih sustava. Ideja iza
razvoja Raspberry Pi platforme, bila je razvoj male i cjenovno dostupne platforme
za racunanje koja bi bila sluzila poticanju interesa djece u podru¢ju informacijsko

komunikacijskih tehnologija (engl. Information and Communications Technologies
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- ICT). Razvojem tzv. sustava-na-¢ipu (engl. System on Chip - SoC) koji kom-
biniraju razli¢ite elektronicke komponente na jedan integrirani ¢ip, a koji su bili
prvotno namijenjeni za mobilne uredaje, Raspberry Pi je postao Siroko dostupan.
Novost je naime bila da se za nisku cijenu moglo dobiti kompletno rac¢unalo kojemu
se hardver i softver mogao slobodno modificirati, dakle bio je otvorenog koda (engl.
open source). Rezultati prodaje su bili izvan svih ocekivanja. Naime, u svega 3
godine prodano je vise od 5 milijuna Raspberry Pi uredaja. Raspberry Pi uredaji
su sami po sebi previse kompleksni za opcée pucanstvo, medutim, moguénost da se
na ploc€ici 'vrti’ Linux operativni sustav, ¢ini platformu dostupnom i prilagodljivom.
Takva platforma pokazala je da moze odgovoriti na potrebe velikog broja podrucja,
od pametnih gradevina i interneta stvari (engl. Internet of Things - IOT) pa sve
do robotike i automatskog upravljanja. Sto se ti¢e hardvera, Raspberry Pi koristen
za simulaciju raspolaze sljede¢im komponentama: procesor Broadcom BCM2711,
Quad core Cortex-A72 (ARM v8) 64-bit SoC @ 1.5GHz s 4 GB RAM memorije,
Bluetooth modulima te 40 GPIO (engl. General Purpose Input Output) iglice za
povezivanje s perifernim komponentama. Znamo da je namjera koristiti Raspberry
Pi kao ugradbeno ra¢unalo u bespilotnoj letjelici, stoga ga gornje karakteristike ¢ine
idealnim za tu namjenu. Raspberry Pi, medutim, ne moze sluziti kao sustav za
kontrolu leta (engl. flight controller). Modul NAVIO, kompatibilan s, Raspberry

B NAVIO2
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Slika 5: Navio modul

Pi-em moze sluziti za tu namjenu. Druga je moguénost koristenje Rasberry Pi-a s
nekim kontrolerom, npr Pixhawk ili STM32F405 ARM Cortex-M4 kontrolerom.
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3.6 Dron

Kao logican nastavak ovog rada, nakon uspjesne implementacije numerickog algo-
ritma na ugradbenom racunalu, otvara se mogucnost izgradnje letjelice koja bi
sluzila kao platforma za razlic¢ite eksperimente. U ovom odlomku éemo probati
dati neke smjernice za buduéu gradnju drona. Ako dron podijelimo na podsustave,
mozemo re¢i da se sastoji od okvira, motora, propelera, sustava za kontrolu leta
(engl. flight controller). Ugradbeni sustav koriSten za simulaciju, Raspberry Pi,
ne moze samostalno funkcionirati kao sustav za kontrolu leta. Preporuka je da se
Raspberry Pi koristi kao pratitelj (engl. onboard companion) koji onda komunicira
sa sustavom za kontrolu leta. Postoji upravo za tu namjenu razvijen modul (engl.
shield) za Raspberry Pi naziva Navio2. Navio2 bi onda sluzio kao sustav za kontrolu
leta, dok bi uspostava komunikacije izmedu Raspberry Pi-a i Navio2 modula bila bi
unaprijed definirana. U sluc¢aju da kao sustav za kontrolu leta odabire neka druga
nadogradnja, izbor tada nije jednoznacan. Preporucuje se odabir one ploc¢ice koja
relativno jednostavno moze uspostaviti komunikaciju s Raspberry Pi kontrolerom a
to je opet uvjetovano da se na kontrolor leta moze instalirati (engl. flash) s ArduPi-
lot softver koji je otvorenog koda (engl. open source). Spomenuti kontroler putem

MAVLink protokola komunicira s Raspberry Pi ugradbenim sustavom.

Slika 6: Naze32 kontrolor leta

Sada se mozemo dotaknuti problema koji se potencijalno moze dogoditi u letu drona.
Naime, radi razlicitih razloga, Raspberry Pi se tijekom leta moze ugasiti Sto za
posljedicu moze imati ruSenje drona. Kako bi se premostio taj problem, u ArduPilot
softveru su implementirane procedure predvidene za takve scenarije. U vremenu
koje je potrebno da se Raspberry Pi ponovo pokrene, upravljanje drona u potpunosti
preuzima kontroler leta, npr. Naze32. U tom sluc¢aju dron najcesée prekida manevar
ili neku drugu aktivnost kojom je rukovodio Raspberry Pi, te ga sustav za kontrolu
leta drzi u stanju mirovanja sve dok se ponovo ne uspostavi veza s Raspberry Pi-em

Sto je znak da je on ponovo operativan te moze nastaviti s prekinutom djelatnoséu.
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4 NUMERICKI EKSPERIMENT

Nakon sto smo pobliZze opisali problematiku opisa rotacije te novopredlozenu metodu
integraciju, stavili smo to u kontekst simulacija u realnom vremenu na rac¢unalu s
ogranicenim racunalnim resursima. U zadnjem poglavlju, nakon $to damo karakter-
istike drona, usporedit éemo rezultate dobivene u odabranim programskim paradig-
mama s relevantnim rezultatima [2| kako bismo validirali simulaciju. Nakon toga,
dat ¢emo usporedbu vremena izvedbe u razli¢itim programskim paradigmama na

razli¢itim platformama.

4.1 Kvadrirotorska letjelica

Karakteristike letjelice, prema [2], prikazane su u tablici ispod:

Opis Oznaka Vrijednost
masa m 0.5
0.00365 0 0
matrica inercije J 0 0.00368 0
0 0 0.00703
duljina ruke ) 0.17
matrica inercije motor-rotor Imzi 0.0002271
pogonska sila | Fri (W) 5.57-107% . w?
moment parazitskog otpora  |Tp;(wmi)] [0 0 —1.37-1077 - |wl -wmi]T

Tablica 1: Karakteristike kvadrirotorske letjelice 2]

Za prijenos simulacijskih modela u stvarno vrijeme, za svaku od spomenutih pro-
gramskih paradigmi, odabran je karakteristican jezik. Tako je Python odabran
kao interpretirani jezik, dok je C primjer tipi¢nog kompajliranog jezika. Treba
napomenuti da oba jezika podrzava ARM arhitektura, koja ¢ini bazu Raspberry
Pi platforme, sto je u konacnici i cilj. U obje paradigme je implementiran postupak
integracije dinamickog modela ugradbenog sustava s kvadrirotorskim propulzijskim
pogonom. Novopredlozena metoda, u kojoj se matematicki model u trenutnoj tocki
integracije reducira u minimalnu dimenzijsku formu tangentnog vektorskog pros-
tora, izomorfnog tangentnom vektorskom prostoru ambijentalne mnogostrukosti,
trebala bi imati konkretne rezultate u vidu toc¢nosti, neovisno o implementacijskoj

paradigmi. Veca to¢nost numericke integracije tijekom kinematicke rekonstrukcije
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orijentacije (stava) objekta, dobra je naznaka kako za numericku ué¢inkovitost tako i
za izvedbu u realnom vremenu. Prilikom implementacije, kao referentni kod uzimao
se Matlab kod, na nacin da su implementacije u odabranim paradigmama postupno
doradivane i simulirane (‘off-line’) na racunalu s ve¢im rac¢unalnim resursima, sve
dok ne bi bila postignuta zadovoljavaju¢a brzina izvedbe, nakon cega bi se pris-
tupilo simulaciji na Raspberry Pi uredaju. Rac¢unalo s ve¢im ra¢unalnim resursima
je osobno racunalo s Ubuntu distribucijom Linux operativnog sustava sa sljede¢im

specifikacijama:
e Graficka kartica: NVIDIA GeForce 840M
e Procesor: Intel(R) Core(TM) i7-5500U CPU @ 2.40GHz
o RAM: 8GB,

dok ugradbeni sustav Raspberry Pi raspolaze s:

e Procesor: Broadcom BCM2711, Quad core Cortex-A72 (ARM v8) 64-bit SoC
@ 1.5GHz

o RAM: 8GB.

Da bi evaluacija i komparacija rezultata bila relevantna, potrebno je odrediti metriku
kojom ¢emo mjeriti pogreske u polozaju i orijentaciji letjelice. Pogresku u polozaju
racunat ¢e se kao Euklidska norma vektora razlike izmedu toc¢nog i postignutog
polozaja. Euklidska norma takoder je odabrana za evaluaciju orijentacije. Treba
re¢i da postoje i druge metrike, medutim, odabir metrike invarijantan je na zakljucke
koji ¢e biti izneseni. Ponovit ¢emo da je kvadrirotorska letjelica u X konfiguraciji, s
karakteristikama kao u tablici iznad, pri ¢emu duljina ruke odgovara horizontalnoj
udaljenosti sredista mase letjelice do osi motora dok matrica motor-rotor predstavlja
inerciju cijelog sklopa koji rotira oko rotirajuce osi. Prvo ¢emo prikazati validaciju
implementacije u Pythonu te usporedbu s Matlab kodom. Isto ¢emo ponoviti i za
implementaciju u C-u, dok ¢e na kraju biti dana medusobna komparacija rezultata.
Za generiranje svih grafika, koristena je kombinacija knjiznica otvorenog koda, Mat-
plotlib te Pandas, koji su ¢esto koristeni alati u domenama znanstvenog ra¢unanja
ili podatkovne znanosti.

Simulirat ¢e se manevar valjanja (engl. roll maneuver). U pocetku, letjelica se nalazi
na visini od 20 metara nakon c¢ega se rotori 1 i 2 ubrzavaju dok se 3 i 4 usporavaju,
Sto odgovara manevru valjanja - rotaciji letjelice oko x osi. Trajektorija centra mase

letjelice, prikazana je na slici ispod.
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Slika 7: Trajektorija letjelice

4.2 Implementacija u Pythonu

Za validaciju rezultata, prvo ¢emo prikazati ovisnost elemenata kvaterniona o vre-
menu, $to je vidljivo na slici

Evolucija elementa kvaterniona u vremenu odgovara relevantnom rezultatu, prema
[2], na temelju ¢ega mozemo zakljuciti da je implementacija valjana. MoZemo
takoder pokazati i ovisnost komponenta vektora polozaja o vremenu, $to takoder

mora odgovarati [2].
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Slika 8: Usporedba elementa kvaterniona iz |2] ¢ Python implementacije
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Slika 9: Usporedba elementa vektora poloZaja iz [2] i Python implementacije

Novost metode, trebala bi se ogledati da, neovisno o implementacijskoj paradigmi te
izboru koraka integracije, iznos Euklidske norme (koju koristimo kao metriku) bude
konstantan. Usporedbom rezultata elemenata vektora polozaja te elemenata kvater-
niona, utvrdena je podudarnost rezultata do razine strojne to¢nosti, Sto mozemo
uzeti kao indikator valjanosti implementacije simulacije. Dijagrami usporedbe proce-
sorskih vremena Matlab koda i novog Python koda odabranog simulacijskog modela
koji se temelje na integracijskoj proceduri ¢etvrtog reda tocnosti za korak integracije
h = le — 4 prikazan je na slici ispod. Simulacije su provedene ’off-line’; dakle na

ra¢unalu s veéim rac¢unalnim resursima nego onima kojima raspolaze Raspberry Pi.
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Slika 10: Usporedba procesorskih vremena izvornog Matlab i novog Python koda za korak

integracije h = le — 4
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Kao potencijalno rjesenje za ubrzanje vremena izvodenja, predlozeno je prethodno
opisano prebacivanje eksponencijalne mape u oblik koji ne ukljuc¢uje trigonometrijske
funkcije, kako bi se izbjegli pozivi na vanjske knjiznice koje rac¢unaju te funkcije. U
nastavku slijedi komparacija vremena izvodenja za implementaciju reda s pet ¢lanova
te implementacije s trigonometrijskim funkcijama, pri ¢emu korak ostaje h = le —4.
Radi preglednosti ¢emo ponoviti izraze prema kojima smo implementirali ekspo-
nencijalnu mapu. Zatvorena forma eksponencijalne mape sadrzi trigonometrijske

funkcije:
sin(3 [ul)

1 2
expgs (W) = cos (5 HuH) (1,0) + W(O,u), (145)

dok razvoj u red ne:

0 11 2k (0’ %u)2k+1
expgs (W Z ' Z{ SIRENCTEwT } (146)

Profiliranjem koda, doblvamo sljede¢e podatke.

Implementacija Broj poziva | Ukupno vrijeme | Kumulativno vrijeme
expS3(sin, cos) 39996 0.641s 1.333s
expS3(red, 5clanova) 39996 0.577s 1.103s

Tablica 2: Usporedba implementacija eksponencijalnih mapa

Drugi stupac prikazuje ukupan broj poziva funkcije, treéi prikazuje udio vremena
provedenog u funkciji, dok zadnji stupac prikazuje iznos kumulativnog vremena

provedenog u toj te drugim podfunkcijama koje se pozivaju iz te funkcije.
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Slika 11: Usporedba procesorskih vremena razli¢itih implementacija eksponencijalne mape

za korak integracije h = le — 4

Razumljivo je da je iznos kumulativnog vremena za implementaciju sa sinusima i
kosinusima veéi, jer zahtjeva poziv na vanjsku biblioteku, medutim, vidimo da je
razlika nije drasti¢na, stoga bi se za buduce optimizacije, "uska grla’ u kodu trebala
traziti na drugim mjestima. Sada ¢emo takoder usporediti implementacije, medutim,

ovaj puta za grublji korak, dakle h = 1le — 3.

[ Python(sin,cos) |
mm Python(red)

=
s

=
]

0.9638 PR

=
o

Procesorsko vrijeme [s]
o o
h =]
L 1

o
iy
L

o
8]
!

0.0 -

Slika 12: Usporedba procesorskih vremena razlicitih implementacija eksponencijalne mape

za korak integracije h = le — 3
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Vidljivo je takoder da je razlika izmedu pojedinih implementacija eksponencijalne
mape u razini greske mjerenja. Za razliku od prethodnog slucaja, za novi Python
kod, ovdje postizemo izvedbu u stvarnom vremenu, medutim, nedovoljno da bi se
postigao potreban faktor sigurnosti za osiguravanje izvedbe platformskih (‘on-line’)

simulacija. Uzimaju¢i grublji korak integracije, dobivamo sljedece rezultate:

0.30

Matlab
I Python
0.25 4

0.1934

0.20

0.1537
0.15 ~

0.10

Procesorsko vrijeme [s]

0.05

0.00

Slika 13: Usporedba procesorskih vremena izvornog Matlab i novog Python koda za korak

integracije h = le — 2

Iz gore prilozene grafike, kao kandidat za platformsku simulaciju u stvarnom vre-
menu istice se Python kod simulacijskog modela temeljenog na integracijskoj proce-
duri ¢etvrtog reda tocnosti i koraku integracije h = le — 2. NovopredloZena metoda
omogucuje uzimanje u obzir veéeg koraka integracije, bez narusavanja to¢nosti nu-
mericke integracije tijekom kinematicke rekonstrukcije orijentacije (stava) leteceg
objekta. Kako je pokazano, nova metoda rekonstruira stav letjelice iz izraCunate
funkcije kutne brzine tocno za sve testirane vremenske korake, dok standardna
metoda pokazuje uobicajenu konvergenciju prema to¢nom rjeSenju smanjivanjem
vremenskog koraka integracije [2|. Pogreska koja nastaje kod klasi¢ne metode poveca-
vanjem vremenskog koraka, nastaje zbog krive kinematicke rekonstrukcije stava let-
jelice iz polja vektorskih brzina - Sto je linearizacija inherentno nelinearnog problema
kakav je trodimenzionalna rotacija.

Na temelju numerickih pokusa, provedenih ’on-line’ i ’off-line’, moze se reé¢i da
sve verzije odabranog simulacijskog modela, imaju tri do ¢etri puta duze vrijeme
izvodenja na odabranom ARM ugradbenom rac¢unalu Raspberry Pi Model B. Na

temelju tih rezultata, Python kod je idealan za rapidnu prototipizaciju koda, medu-
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Slika 14: Usporedba procesorskih vremena optimiziranog Python koda izmedu usporedne

(Coff-line’) i platformske (‘on-line’) simulacije za korak integracije h = le — 2

tim, zbog inherentnih karakteristika interpretiranih jezika, postoje ogranicenja u
vidu njegove upotrebljivosti u simulacijama u realnom vremenu, Sto posebno vrijedi
za njihovu izvedbu na ugradbenim racunalima s ograni¢enim racunalnim resursima.
Mozemo takoder usporediti vrijeme izvodenja Python koda i Cythona koji je bio
spomenut u radu. Sa slike 15 vidimo da poboljSanje postoji, medutim, nije znaca-
jno. To je i ocekivani rezultat, jer se od programera ocekuje da ru¢no poboljsa
Python kod namjenjen za prevodenje uz pomo¢ Cythona. Dakle, iako Cython nudi
stanovit potencijal za ubrzanje vremena izvodenja Python koda, potreban je dodatni

angazman programera kako bi iskoristio poluge koje mu Cython pruza.
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Slika 15: Usporedba procesorskih vremena izvornog Python 1 Cython koda za korak

integracije h = le — 4

4.3 Implementacija u C-u

Za programiranje u C-u, na Linux distribuciji koriStena je integrirana razvojna
okolina (engl. Integrated Development Environment - IDE) naziva Visual Studio
Code. Kao kompajler, korigten je GNU Compiler Collection (GNU), koji dolazi kao
sastavni dio svakog Linux operativnog sustava, ¢ime su rijeSeni potencijalni prob-
lemi prilikom prebacivanja koda s jedna platfome na drugu. Naime, i na Raspberry
Pi-u je takoder instaliran Linux operativni sustav sa Raspbian distribucijom, koji

dolazi s GCC kompajlerom.
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Slika 16: Usporedba procesorskih vremena izvornog Matlab i novog C koda za korak

integracije h = le — 3

Kako nam je Matlab kod relevantan, prvo dajemo usporedbu njega s implementaci-
jom u C-u za korak integracije h = le — 3, pri ¢emu je simulacija provedena ’off-line’.
Radi preglednosti, neéemo ponavljati dijagrame validacije modela za implementaciju
u C-u . Odmah do izrazaja dolazi iznimna efikasnost kompajliranih jezika. Veé¢ za
korak integracije h = le — 3 vidimo da je zadovoljen faktor sigurnosti platformskih
simulacija. Napominjemo da radi iznimne brzine, implementacija eksponencijalne

mape kao reda, za razliku od slucaja s Pythonom, nije bila potrebna.

2.3345
. Matlab

Il C

Procesorsko vrijeme [s]
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Slika 17: Usporedba procesorskih vremena izvornog Matlab i novog C koda za korak

integracije h = le — 4
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Povec¢anje vremena izvodenja je primjetno, medutim, i dalje je faktor sigurnosti za
osiguravanje platformskih izvedbi zadovoljavajué¢. Radi takvih rezultata, kao kandi-
data za platformsku simulacija u stvarnom vremenu uzimamo C kod simulacijskog
modela temeljenog na integracijskoj proceduri ¢etvrtog reda to¢nosti s korakom in-
tegracije h = le — 4. Sada ¢emo dati usporedbu ’on-line’ i ’off-line’ vremena za

le — 4 korak integracije.
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Slika 18: Usporedba procesorskih vremena optimiziranog C koda izmedu usporedne
(Coff-line’) i platformske (‘on-line’) simulacije za korak integracije h = le — 4
S obzirom na dostupne racunalne resurse, za ocekivati je bilo da ¢e za ‘on-line’
platformsku simulaciju vrijeme izvodenja biti duze. Vidljivo je medutim da unato¢
vrlo malom koraku integracije, faktor sigurnosti i dalje ostaje zadovoljavajuc¢i. Na
temelju tih rezultata, mozemo zakljuciti da su spomenute prednosti kompajliranih
jezika u vidu brzine izvodenja doista i dosle do izrazaja, ¢ak i u slucaju simulacije

na rac¢unalu sa smanjenim resursima kakvo je Raspberry Pi.
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4.4 Usporedba ’online’ implementacija

Prikazat ¢emo usporedbu platformskih ("on-line’) simulacija za interpretiranu i kom-

pajlirnu paradigmu, i to za korak integracije h = le — 2.
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Slika 19: Usporedba procesorskih vremena C i Python koda za platformsku (‘on-line’)

simulacije s korakom integracije h = le — 2

lako obje paradigme zadovoljavaju faktor sigurnosti, opet do izrazaja dolazi brz-
ina kompajlirane paradigme. Iz priloZenih rezultata, potvrdujemo pretpostavke do
kojih smo dosli u prethodnom poglavlju. Iz prilozenih se rezultata jasno moze vid-
jeti brzina i efikasnost kompajliranog jezika C, ali usporedbom prilozenih isjecaka
koda, jasno je da intuitivnija i ’prirodnija’ sintaksa Pythona, moze biti prikladna
za druge namjene. U kontekstu simulacija u realnom vremenu na rac¢unalima s
ograni¢enim resursima, jasno je da su u prednosti kompajlirani jezici. Simulacijski
model s novom numerickom metodom vremenske integracije jedini¢nih kvaterniona,
primijenjen na dinamicku analizu ugradbenog sustava s kvadri- rotorskim propulzi-
jskim pogonom, prenesen u Python odabran kao interpretirani jezik i C kao primjer
tipi¢nog kompajliranog jezika, prije same izgradnje viserotorske letjelice opreml-
jene ARM ugradbenim rac¢unalom Raspberry Pi (Sto nije bila zadac¢a ovog rada),
omogucit ¢e provedbu nekoliko platformskih (‘on-line’) simulacija na Raspberry Pi-
u, na nacin da se isprogramiraju lazni ulazni i izlani ('input/output’) signali koji ¢e
predstavljati signale od senzorike i motora. Na taj ¢e se nacin dobiti informacija
kako najbolje konstruirati, a zatim i izgraditi viSerotorsku letjelicu na bazi Rasp-

berry Pi-a, kao i koje slozene manevre koristiti u fazi testiranja izgradene letjelice.
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5 ZAKLJUCAK

U prvom su poglavlju opisane linearne transformacije te svojstva takvih transfor-
macija. Nakon toga je opisan skup matrica rotacija SO(3) za koji je pokazano da
zadovoljava aksiome grupe posjedujuci time matematicku strukturu grupe. Slijedi
opis kvaternionskog sustava brojeva ¢ija inherentna svojstva odgovaraju svojstvima
rotacije ¢ineci ga time prikladnim za opis trodimenzionalnih rotacija. Nakon defini-
cije jedini¢nih vektora kao elemenata grupe S® pokazana je veza izmedu rotacije
na jedini¢noj sferi te pravih rotacija u trodimenzionalnom prostoru $to se moze
sazeti na nacin da grupa jedini¢nih kvaterniona ima dvostruko pokrivanje grupe
SO(3). Na tim temeljima uvedeni su i razradeni Eulerovi parametri koji inherentno
postujuéi jediniénu normu kvaterniona, zaobilaze poznati problem singularnosti u
razli¢itim parametrizacijama rotacije, a i pokazali su se prikladnima za rac¢unalnu
implementaciju. Poglavlje zavrSava izvodom jednadzbe kinematicke rekonstrukcije.
Drugo poglavlje pocinje uvodenjem pojma Lieve grupe i Lieve algebre karakteris-
ticnih za kontinuirane grupe. Nakon toga su ukratko dani obrisi novo predlozene
metode integracije gdje se problem integracije podiZze na tangentni prostor rotacijske
mnogostrukosti dok se rekonstrukcija orijentacije vrsi izravno na mnogostrukosti je-
dini¢nih kvaterniona. Zatim je dan dinamicki model drona koji ukljucuje jednadzbe
kojima je opisano gibanje drona, a koje je potrebno rijesiti kako bi iz polja akcel-
eracija odredilo polje brzina. Na kraju drugog poglavlja dani su detalji za imple-
mentaciju nekih karakteristi¢nih funkcija nove metode poput eksponencijalne mape
ili Runge Kutta metode integracije.

Trece poglavlje sadrzi sazet opis i komparaciju razli¢itih programskih paradigmi u
kontekstu znanstvenog racunanja i numerickih simulacija. Ukratko su opisani karak-
teristi¢ni predstavnici relevantnih paradigmi za koje je i ostvarena implementacija.
Na kraju je dan kratak opis Raspberry Pi ugradbenog racunala na kojem su prove-
dene ’on-line’ simulacije te perspektiva izgradnje drona koji bi sluzio kao platforma
za empirijsku provjeru rezultata.

Zadnje poglavlje sadrzi fizikalne karakteristike drona te verifikaciju dobivenih rezul-
tata u usporedbi s relevantnim rezultatima. Nakon toga je dani ¢itav niz kompara-
cija 'on-line’ i 'off-line’ simulacija s razli¢itim koracima i u razli¢itim programskim
paradigmama. Potvrdili smo pretpostavku da se interpretirani jezici su se radi
ocekivana razlika u vremenu izvodenju koda izmedu kompajliranog i interpretiranog
jezika dosla je do izrazaja te se za interpretirani jezik kao jedina moguéa simulacija

u realnom vremenu na ugradbenom racunalu pokazala ona s vremenskim korakom
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h = 1le — 2. Nasuprot tome, kompajlirani jezik C, pokazao se kao izniman u vre-
menu izvodenja, neovisno o vremenskom koraku. Tako je potreban faktor sigurnosti
zadovoljen ¢ak i za najfiniji vremenski korak na racunalu sa smanjenim ra¢unalnim
resursima. Pritom, medutim, treba imati na umu da je programiranje u C-u zaht-
jevnije te trazi dublje poznavanje programskih metodologija i nac¢ina pisanja koda.
Takoder smo pokazali da to¢nost novopredlozenog algoritma ne ovisi o vremenskom
koraku, Sto znac¢i da bi implementacija s najgrubljim korakom u interpretiranom

jeziku mogla dobro funkcionirati.
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PRILOG

prototypes.h

struct Motor

{

double k_d;
double k_t;
double rot_dir[4][1];

double inertia;

struct Aircraft

{
double mass;
double J[3][3];

double lev_arm;
double matrix_FT[3] [4];

//dexp
void dexp (double omegal[3][1], double u[3][1], double dul3][1]);

void drag_torque (struct Motor SpecificMotor, double rpm[4][1],
double T_d[3][11);

void exp_S3 (double u[3][1], double u_S3[4][1]);

void lie_bracket (double skew_x[][3], double skew_yl[][3],
double skew_out[][3]);

void new_eul (struct Motor SpecificMotor, struct Aircraft SpecificAircraft,
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double F_t[4][1], double T_t[3][1], double T_d[3]1[1],
double omegal[3][1], double omegam[4] [1], double q[4][1],
double dv[3][1], double domegal3][1]);

void om2rpm (double omegal4][1], double rpm_out[4][1]);

void omegamfun (char typel], double omegam_out[4][1]);

void quat_rot (double q[4][1], double v[3][1], double v_out[3][1]);

void quat_vect (double q[4][1], double v[3][1], double g_out[4][1]);

void skew (double x[3][1], double x_skew[3][3]);

void S03_to_R3 (double x_skew[3][3], double x[3][1]);

void thrust_forces (struct Motor SpecificMotor, double rpm[4][1],
double F_t[4][1]);

void thrust_torque (struct Motor SpecificMotor,
struct Aircraft SpecificAircraft, double rpm[4][1],
double T_t[4][1]);

void rk2cl (double t, double h, struct Motor SpecificMotor,
struct Aircraft SpecificAircraft, double omegal[3][1],
double v[3][1], double q[4][1], double p[3][1], char typel],
double omega_out[3][1], double v_out[3][1], double gq_out[4][1],
double p_out[3]1[1]);

void rk2geom (double t, double h, struct Motor SpecificMotor,
struct Aircraft SpecificAircraft, double omegal3][1],
double v[3][1], double q[4][1], double p[3]1[1], char typel],
double omega_out[3][1], double v_out[3][1], double q_out[4][1],
double p_out[3][1]);

void rk4cl (double t, double h, struct Motor SpecificMotor,
struct Aircraft SpecificAircraft, double omegal[3][1],
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double v[3][1], double q[4][1], double p[3]1[1], char typell,
double omega_out[3][1], double v_out[3][1], double gq_out[4][1],
double p_out[3]1[1]);

void rk4geom (double t, double h, struct Motor SpecificMotor,
struct Aircraft SpecificAircraft, double omegal3][1],
double v[3][1], double q[4][1], double p[3]1[1], char typel],
double omega_out[3][1], double v_out[3][1], double q_out[4][1],
double p_out[3][1]);
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new eul.c

#include <stdzo.h>

#include <math.h>

void

new_eul (struct Motor SpecificMotor, struct Aircraft SpecificAircraft,
double F_t[4]1[1], double T_t[3]1[1], double T_d[3][1],
double omegal[3][1], double omegam[4] [1], double q[4][1],
double dv[3][1], double domegal[3][1])

//initialize function local omega
double localOmegal[3][1] = { 0 };
localOmegal[0] [0] = omegal0] [0];
localOmegal[1] [0] = omegal1][0];
localOmegal[2] [0] = omegal[2] [0];

I

double R[31[3] = { 0 };
R[0I[0] = 2 = (pow (ql[0][0], 2) + pow (q[1]1[0], 2) - 0.5);

RLOJ[1] = 2 * (q[1]1[0] = q[21[0] - ql[0]1[0] * q[31[01);
R[01[2] = 2 * (q[1]1[0] * q[3]1[0] + q[0][0] * q[2]1[0]1);
R[11[0] = 2 * (q[1]1[0] = q[2]1[0] + q[0][0] * q[3]1[01);
R[11[1] = 2 * (pow (ql[0]1[0], 2) + pow (q[2][0], 2) - 0.5);
R[1][2] = 2 * (q[2]1[0] * q[3]1[0] - ql[0][0] * q[11[0]1);
R[21[0] = 2 * (q[1]1[0] = q[3]1[0] - q[01[0] * q[2]1[01);
R[2][1] = 2 * (q[2]1[0] = q[3]1[0] + ql[0][0] * q[11[0]1);
R[2][2] = 2 * (pow (qlO][0], 2) + pow (ql[3][0], 2) - 0.5);

double sum0OfFt = O;

for (int 1 = 0; 1 < 4; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
sum0fFt = sum0fFt + F_t[i][j];
}
}
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double vector[3][1] = { 0 };
vector[2] [0] = sumOfFt;

//now mulitply R[3xz3] and vector[3z1]
double sum = 0;
double RvVector[3][1] = { 0 };

for (int i = 0; i < 3; i++)

{ //first matriz first dim
for (int j = 0; j < 1; j++)
{ //second matriz second dim
for (int k = 0; k < 3; k++)
{ //first matriz second dim

sum = sum + R[i] [k] * vector[k][j];
}
RvVector[i] [j] = sum;

sum = O;

//initalize new vector to be added to RulVector

double toAddVector[3][1] = { 0 };

toAddVector[2] [0] = SpecificAircraft.mass * 9.80665;
//initialize dv and add RuVector and todddVector
//double dv[3][1] = {0};

for (int 1 = 0; i < 3; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
dv[i]l [] =
(1. / SpecificAircraft.mass) * (RvVector[i][j] +
toAddVector [1] [j1);
}
}

//first calc dVskew(omega)
double skew_out[3][3] = { 0 };
skew (localOmega, skew_out);
//mow multiply skew_out[3][3] with aircraft.J [3z3]
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double firstResultMatrix[3][3] = { 0 }; //intermediate vector

double sum2 = 0;

for (int i = 0; i < 3; i++)

{ //first matriz first dim
for (int j = 0; j < 3; j++)
{ //second matriz second dim
for (int k = 0; k < 3; k++)
{ //first matriz second dim

sum?2 = sum2 + skew_out[i] [k] * SpecificAircraft.J[k][j];

+
firstResultMatrix[i] [j] = sum2;

sum2 = 0;

//now multiply firstResultMatriz[3z3] with omega[3z1]

double sum3 = O;
double secondTermVector[3][1] = { 0 };

for (int i = 0; i < 3; i++)

{ //first matriz first dim
for (int j = 0; j < 1; j++)
{ //second matriz second dim
for (int k = 0; k < 3; kt++)
{ //first matriz second dim
sum3 = sum3 + firstResultMatrix[i] [k] * localOmegalk] [j];
}

secondTermVector[i] [j] = sum3;

sum3 = 0;

///////third term in expression for domega
//this is ptecewise multip
double vectorPieceWise[4][1] = { 0 };
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for (int 1 = 0; i < 4; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
vectorPieceWise[i] [j] = omegam[i] [j] * SpecificMotor.rot_dir[i][j];
}
}

//now sum all elements of matrizPiecelise
double sumVectorPieceWise = 0;

for (int 1 = 0; i < 4; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
sumVectorPieceWise = sumVectorPieceWise + vectorPieceWisel[i] [j];
}
}

//put motorInertia * matrizPieceWise to last place in column
double lastVector[3][1] = { 0 };

lastVector[2] [0] = SpecificMotor.inertia * sumVectorPieceWise;

//multiply skew(omega) * lastVectr
//skew out [3z3]

double thirdTermVector([3][1] = { 0 };

double sum4 = O;

for (int 1 = 0; 1 < 3; i++)

{ //first matriz first dim
for (int j = 0; j < 1; j++)
{ //second matriz second dim
for (int k = 0; k < 3; k++)

{ //first matriz second dim
sum4 = sumé4 + skew_out[i] [k] * lastVector[k][j];
}
thirdTermVector[i] [j] = sum4;
sumd = 0;
}

}

//now calculate variable for linear system dimension ts [3z1]
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double variable[3][1] = { 0 };

for (int 1 = 0; i < 3; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
variable[i] [j] =
T_t[i1[j] + T_d[i]l[j] - secondTermVector[i] [j] -
thirdTermVector[i] [j];
}
+

////now solve system Az = b - LU Decomposition
//4 = AircraftJ - diag mattriz

//b = variable -sum of upper

double L[3][3]
double U[3][3]
double B[3]
double X[3]
double Y[3]

{0}

{03}

{ variable[0] [0], wvariable[1][0], variable[2][0] Z};
{0}

{0}

Il

int i, j, k;

int n = 3;

for (j = 0; j < m; j++)
{
for (i = 0; i < m; i++)
{
if (4 <= j)
{
U[i] [j] = SpecificAircraft.J[i] [j];
for (k = 0; k < i - 1; kt+)
Ulil[j] -= L[l [k] = Ulk] [j];

if (1 == j)
L[] [3] = 1;
else
L[i][j] = O3
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else

L[i][j] = SpecificAircraft.J[i][j];

for (k = 0; k <= j - 1; k++)
L{i1[3] -= LIil k] = ULk][3];

L[i1 (31 /= U1 (3];

Ulil[j] = 0;

for (1 = 0; i < n; i++)
{
Y[i] = B[il;
for (j = 0; j < 1i; j++)
{
Y[il -= L0131 = Y[3];
}

for (i =n - 1; i >= 0; i--)

{
X[i] = Y[il;
for (j =1+ 1; j < mn; j++)
{
X[i]l -= Uil [3j]1 * X[j1;
}
X[i] /= Uil [il;
}
domega[0] [0] = X[0];
domega[1] [0] = X[1];
domega[2] [0] = X[2];
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dexp.c

void
dexp (double omegal3][1], double u[3][1], double dul3][1])
{

double norm_u = 0;

double skew_ul[3][3] = { 0 };

double S03_matrix[3][3] = { 0 };

norm_u = sqrt (pow (u[0][0], 2) + pow (ul[1][0], 2) + pow (u[2][0], 2));

skew (u, skew_u);
skew (omega, S03_matrix);
S03_to_R3 (S03_matrix, du);
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exp-S3sin/cos.c
void exp_S3(double ul[3][1], double u_S3[4][1]1){

double norm_u = 0;
double unitQuaternion [4][1] = {{1},{0},{0},{0}};

//norm of wector u
norm_u = sqrt(pow(ul0] [0],2)+pow(ul1] [0],2)+pow(ul[2] [0],2));

double secondTerm = 1./norm_u * sinf (0.5*norm_u);

//sin-cos implementation

u_S3[0] [0] = cosf(0.5*norm_u);

u_S3[1] [0] = secondTerm * u[0][0];
u_S3[2] [0] = secondTerm * ul[1] [0];
u_S3[3] [0] = secondTerm * u[2][0];
}
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rkd4geom.c

void

rkd4geom (double t, double h, struct Motor SpecificMotor,
struct Aircraft SpecificAircraft, double omegal3][1], double v[3][1],
double q[4][1], double p[3][1], char typel], double omega_out[3][1],
double v_out[3][1], double q_out[4][1], double p_out[3][1])

double L[3][4] = { 0 };
L{olfol = -ql11[071;
L[o][1] = qlo][0];
L{ol[2] = ql3]1[0];
L[0o]l[3] = -ql[2]1[0];
L{1]1[0] = -q[2][0];
L[11[1] = -q[3][0];
L[1]1[2] = qlo][0];
L[1][3] = ql[1][0];
L[2]1[0] = -q[3][0];
L[21[1] = ql[2]1[0];
L{21[2] = -ql[1]1[0];
L[2]1[3] = qlo][0];

double appendedMatrix[4][4] = { 0 };
appendedMatrix[0] [0] = q[0] [0];
appendedMatrix[1] [0] = q[1][0];
appendedMatrix[2] [0] = q[2] [0];
appendedMatrix[3] [0] = q[3][0];

appendedMatrix [0] [1] = L[0] [0];
appendedMatrix[1] [1] = L[0][1];
appendedMatrix[2] [1] = L[0][2];
appendedMatrix[3] [1] = L[0][3];

appendedMatrix [0] [2] = L[1][0];
appendedMatrix[1] [2] = L[1][1];
appendedMatrix[2] [2] = L[1][2];
appendedMatrix [3] [2] = L[1][3];

appendedMatrix [0] [3] = L[2][0];
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appendedMatrix[1] [3] = L[2][1];
appendedMatrix[2] [3] = L[2][2];
appendedMatrix[3] [3] = L[2][3];

double omegam[4][1] = { 0 };
double rpm_out[4][1] = { 0 };
omegamfun (type, omegam) ; //changes omegam

om2rpm (omegam, rpm_out); //rpm out is changed

double F_t[4][1] = { 0 };
double T_t[3][1] = { 0 };
double T_d[3][1] = { 0 };

thrust_forces (SpecificMotor, rpm_out, F_t);
thrust_torque (SpecificMotor, SpecificAircraft, rpm_out, T_t);
drag_torque (SpecificMotor, rpm_out, T_d);

double vk1[3][1] = { 0 };
double k1[3][1] = { 0 };

new_eul (SpecificMotor, SpecificAircraft, F_t, T_t, T_d, omega, omegam, q,
vkl, k1);

double ul3][1] = { 0 };
double uk1[3][1] = { 0 };
dexp (omega, u, ukl);

double pk1[3][1] = { {v[0][0]}, {v(1][0]}, {v[2](0]} };

A A A A A A A A A e

omegamfun (type, omegam) ; //t argument should be t + 0.5*h
double vk2[3][1] = { 0 };
double k2[3][1] = { 0 };
//now new eul - omega argument is omega + h * ki
double newOmegal[3][1] = { 0 };
newOmega [0] [0] = omegal[0] [0] + 0.5 * h * k1[0][0];
newOmega[1] [0] = omegal[1][0] + 0.5 * h * k1[1][0];
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newOmega[2] [0] = omega[2] [0] + 0.5 * h * k1[2][0];
//new quaternion argument for omega is appendmatriz[4zf] * exp_S3(0.5 h*ukl)
//define input[3xz1] and output[{xzl] wvariable for exp_S3

double inputExp[3][1] =
{ {0.5 * h * uk1[0][0]}, {0.5 * h * uk1[1][0]}, {0.5 * h * uk1[2][0]} };
double outputExp[4][1] = { 0 };
exp_S3 (inputExp, outputExp);
//now multiply appendmatriz[jxz4] * outputExp[4][1] - out ts newql[4zl]

double newq[4]1[1] = { 0 }; //input from multip below
//now multipy

for (int 1 = 0; i < 4; i++)

{ //first matriz first dim
for (int j = 0; j < 1; j++)
{ //second matriz second dim
for (int k = 0; k < 4; k++)
{ //first matriz second dim

newq[i] [j] =
newq[i] [j] + appendedMatrix[i] [k] * outputExplk] [j];

//now we have everything for new_eul
new_eul (SpecificMotor, SpecificAircraft, F_t, T_t, T_d, newOmega, omegam,

newq, vk2, k2);

//dexp (omegaForDexp [3z1],uForDexp [3xz1],du[3,1]) example
double omegaForDexp[3][1] = { 0 };
omegaForDexp[0] [0] = omega[0] [0] + 0.5 * h * k1[0][0];
omegaForDexp[1] [0] = omegal[1][0] + 0.5 * h * k1[1][0];
omega[2] [0] + 0.5 * h * k1[2][0];

omegaForDexp [2] [0]

double uForDexp[3][1] = { 0 };
uForDexp[0] [0] = 0.5 * h * uk1[0][0];
uForDexp[1][0] = 0.5 * h * uk1[1][0];
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uForDexp[2] [0] = 0.5 * h * uk1[2][0];

double uk2[3]1[1] = { 0 };
dexp (omegaForDexp, uForDexp, uk2);

double pk2[3][1] = { 0 };

pk2[01[0] = v[0][0] + 0.5 * h * vk1[0][0];
pk2[11[0] = v[1][0] + 0.5 * h * vk1[1][0];
pk2[2]1[0] = v[2]1[0] + 0.5 * h * vk1[2][0];

L1171 7777777777 777777777777/ 777///third////// /T

omegamfun (type, omegam) ; //t argument should be t + 0.5%h
double vk3[3][1] = { 0 };
double k3[3][1] = { 0 };

//now new eul - omega argument is omega + h * k2
double newOmegaThird[3][1] = { 0 };
newOmegaThird [0] [0] = omegal[0][0] + 0.5 * h * k2[0] [0];
newOmegaThird[1] [0] = omegal[1][0] + 0.5 * h * k2[1][0];
newOmegaThird[2] [0] = omega[2] [0] + 0.5 * h * k2[2] [0];

//new quaternion argument for omega is appendmatriz[izf] * exp_S3(0.5 h*uk2)
//define input[3xz1] and output[{xl] wvariable for exp_S3

double inputExpThird[3][1] =
{ {0.5 * h * uk2[0][0]}, {0.5 * h * uk2[1][0]}, {0.5 * h * uk2[2][0]} };
double outputExpThird[4][1] = { 0 };
exp_S3 (inputExpThird, outputExpThird);
//now multiply appendmatriz[jxzi] * outputExp[4][1] - out ts newql[iz1]

double newqThird[4][1] = { 0 };
//now multipy
for (int i = 0; i < 4; i++)
{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
for (int k = 0; k < 4; k++)
{ /
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newqThird[i] [j] =
newqThird[i] [j] + appendedMatrix[i] [k] * outputExpThird[k] [j];

new_eul (SpecificMotor, SpecificAircraft, F_t, T_t, T_d, newOmegaThird,
omegam, newqThird, vk3, k3);

//dexp (omegaForDexp [3z1],uForDexp [3x1],du[3,1]) example
double omegaForDexpThird[3][1] = { 0 };
omegaForDexpThird [0] [0] = omegal[0][0] + 0.5 * h * k2[0] [0];
omegaForDexpThird[1] [0] = omegal[1][0] + 0.5 * h * k2[1][0];
omegaForDexpThird[2] [0] = omegal[2] [0] + 0.5 * h * k2[2] [0];

double uForDexpThird[3][1] = { 0 };

uForDexpThird[0] [0] = 0.5 * h * uk2[0] [0];
uForDexpThird[1] [0] 0.5 % h * uk2[1] [0];
uForDexpThird[2] [0] = 0.5 * h * uk2[2] [0];

double uk3[3][1] = { 0 };
dexp (omegaForDexpThird, uForDexpThird, uk3);

double pk3[3]1[1] = { 0 };

pk3[0][0] = v[0][0] + 0.5 * h * vk2[0][0];
pk3[11[0] = v[11[0] + 0.5 = h * vk2[1][0];
pk3[2] [0] = v[2][0] + 0.5 * h * vk2[2] [0];

A A A A A NV A A A4

omegamfun (type, omegam) ;
double vk4[3][1] = { 0 };
double k4[3][1] = { 0 };

//now new eul - omega argument is omega + h * k2
double newOmegaFourth[3][1] = { 0 };
newOmegaFourth[0] [0] = omega[0] [0] + h * k3[0] [0];
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newOmegaFourth[1] [0]
newOmegaFourth [2] [0]

omegal[1]1[0] + h * k3[1][0];
omegal[2] [0] + h * k3[2][0];

//new quaternion argument for omega is appendmatriz[izi] * exp_S3(h*uk3)
//define input[3xz1] and output[{xl] wvariable for exp_S3
double inputExpFourth[3][1] =
{ {h * uk3[0]1[0]}, {h * uk3[11[0]}, {h * uk3[2][0]} };
double outputExpFourth[4][1] = { 0 };

exp_S3 (inputExpFourth, outputExpFourth);
//now multiply appendmatrix[jxj] * outputExp[4][1] - out is newql[4zl]

double newqFourth[4][1] = { 0 };

for (int i = 0; i < 4; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
for (int k = 0; k < 4; k++)
{
newqFourth[i] [j] =
newqFourth[i] [j] +
appendedMatrix[i] [k] * outputExpFourthl[k] [j];
+
}
}

new_eul (SpecificMotor, SpecificAircraft, F_t, T_t, T_d, newOmegaFourth,
omegam, newqFourth, vk4, k4);

//dexp (omegaForDexp [3z1],uForDexp [3xz1],du[3,1]) example
double omegaForDexpFourth[3][1] = { 0 };
omegaForDexpFourth[0] [0] = omegal[0] [0] + h * k3[0] [0];
omegaForDexpFourth[1] [0] = omega[1][0] + h * k3[1][0];
omegaForDexpFourth[2] [0] = omegal[2] [0] + h * k3[2][0];
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double uForDexpFourth[3][1] = { 0 };

uForDexpFourth[0] [0] = h * uk3[0] [0];
uForDexpFourth[1] [0] = h * uk3[1] [0];
uForDexpFourth[2] [0] = h * uk3[2] [0];

double uk4[3][1] = { 0 };
dexp (omegaForDexpFourth, uForDexpFourth, uk4);

double pk4[3]1[1] = { 0 };

pk4[01[0] = v[0][0] + h * vk3[0][0];
pk4[1]1[0] = v[11[0] + h * vk3[1][0];
pk4[2][0] = v[2]1[0] + h * vk3[2][0];

L1117 777777777777

omega_out [0] [0]
omegal[0][0] + 1. / 6. * h * (k1[0]J[0] + 2 * k2[0][0] + 2 * k3[0][0] +
k4[0][01);

omega_out [1] [0]
omegal[1][0] + 1. / 6. * h = (k1[1][0] + 2 = k2[1][0] + 2 * k3[1][0] +
k4[1]1[01);

Il

omega_out [2] [0]
omegal[2][0] + 1. / 6. * h = (k1[2][0] + 2 * k2[2][0] + 2 * k3[2][0] +
k4[2] [0]);

//declare varibles for exp_s3(input(3z1), out(4z1))
double inputExpEnd[3][1] = { 0 };
double outExpEnd[4][1] = { 0 };

inputExpEnd [0] [0] =

1./ 6. % h * (uk1[0]1[0] + 2 * uk2[0][0] + 2 * uk3[0][0] + uk4[0][0]);
inputExpEnd[1] [0] =

1./ 6. x h * (uki[1][0] + 2 * uwk2[1][0] + 2 * uk3[1][0] + uk4[1][0]);
inputExpEnd[2] [0] =

1./ 6. % h * (uk1[2]1[0] + 2 = uk2[2][0] + 2 * uk3[2][0] + uk4[2][0]);

exp_S3 (inputExpEnd, outExpEnd);
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//now multip appended matriz (4z4) times outExpEnd)

for (int 1

{

0; 1 < 4; i++)

for (int j = 0; j < 1; j++)

{

v_out [0] [0]
v[o][0] +

v_out [1] [0]
v[1][0] +

v_out [2] [0]
v[2] [0] +

p_out [0] [0]
plo][0] +

p_out[1] [0]
pl1][0] +

p_out [2] [0]
pl[2] [0] +

(int k = 0; k < 4; k++)

g_out[i] [j] =

g_out[i] [j] + appendedMatrix[i] [k] * outExpEnd[k] [j];

[
~
(@))
*
(=
*

—
~
[e)}
*
=
*

[
~
D
*
=
*

—
~
(@)}
*
=
*

(vk1[0] [0] +
vk4[0] [0]);

(vki[1][0] +
vk4[1] [0]);

(vki[2][0] +
vk4[2] [0]);

(pk1[0][0] +
pk4 [0][0]);

(pk1[1][0] +
pk4[11[01);

(pk1[2] [0] +
pk4[2] [0]);

vk2[0] [0]

vk2[1] [0]

vk2[2] [0]

pk2[0] [0]

pk2[1] [0]

pk2[2] [0]

vk3[0] [0]

vk3[1] [0]

vk3[2] [0]

pk3[0] [0]

pk3[1] [0]

pk3[2] [0]
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rkdcl.c

void

rk4cl (double t, double h, struct Motor SpecificMotor,
struct Aircraft SpecificAircraft, double omegal[3][1], double v[3][1],
double q[4][1], double p[3][1], char typell, double omega_out[3][1],
double v_out[3][1], double q_out([4][1], double p_out[3][1])

double omegam[4][1] = { 0 };
double rpm_out[4][1] = { 0 };
omegamfun (type, omegam) ;
om2rpm (omegam, rpm_out);
double F_t[4]1[1] = { 0 };
double T_t[3][1] = { 0 };
double T_d[3][1] = { 0 };

thrust_forces (SpecificMotor, rpm_out, F_t);

thrust_torque (SpecificMotor, SpecificAircraft, rpm_out, T_t);
drag_torque (SpecificMotor, rpm_out, T_d);

double vk1[3][1] = { 0 };
double k1[3][1] = { 0 };

new_eul (SpecificMotor, SpecificAircraft, F_t, T_t, T_d, omega, omegam, g,
vkl, k1);

double qk1[4][1] = { 0 };
quat_vect (q, omega, qkl);

for (int 1 = 0; i < 4; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
qk1[il1[j] = 0.5 * gk1[i][j];
}
b
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double pk1[3][1] = { {v[0][0]}, {v(1][0]}, {v[2](0]} };

omegamfun (type, omegam) ;
double vk2[3][1] = { 0 };
double k2[3]1[1] = { 0 };

double newOmegal[3][1] =
{ {omegal[0][0] + 0.5 * h * k1[0][0]}, {omegal[1][0] + 0.5 * h * k1[1][0]},
{omega[2] [0] + 0.5 * h * k1[2] [0]} };

double newq[4][1] =
{ {ql0J[0] + 0.5 * h * gqk1[0][0]}, {q[1]1[0] + 0.5 * h * qk1[1][0]},
{ql2][0] + 0.5 * h * gk1[2][0]}, {q[3][0] + 0.5 * h * gk1[3][0]} };

new_eul (SpecificMotor, SpecificAircraft, F_t, T_t, T_d, newOmega, omegam,
newq, vk2, k2);

double qk2[4][1] = { 0 };
quat_vect (newq, newOmega, qk2);

for (int i = 0; i < 4; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
qk2[i1[j] = 0.5 * qk2[i] [j];
}
+

double pk2[3][1]
{ {v[o]J[0] + 0.5 * h = vk1[0][0]}, {v[1][0] + 0.5 * h * vk1[1][0]},
{v[2]1[0] + 0.5 * h * vk1[2][0]1} };

*

omegamfun (type, omegam);
double vk3[3][1] = { 0 };
double k3[3][1] = { 0 };
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double newOmegaThree[3][1] =
{ {omegal[0][0] + 0.5 * h * k2[0][0]}, {omegal[1][0] + 0.5 * h * k2[1][0]},
{omega[2] [0] + 0.5 * h * k2[2] [0]} };

double newqThree[4] [1]
{ {ql0][0] + 0.5 * h * gk2[0][0]}, {q[1]1[0] + 0.5 * h * gk2[1][0]},
{ql2][0] + 0.5 * h * qk2[2][0]}, {q[3][0] + 0.5 * h * qk2[3][0]} };

*

new_eul (SpecificMotor, SpecificAircraft, F_t, T_t, T_d, newOmegaThree,

omegam, newqThree, vk3, k3);

double qk3[4][1] = { 0 };
quat_vect (newqThree, newOmegaThree, gk3);

for (int 1 = 0; i < 4; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
qk3[i]1[j] = 0.5 * qk3[i][j];
3
+

double pk3[3][1]
{ {v[0]J[0] + 0.5 * h * vk2[0][0]}, {v[1][0] + 0.5 * h * vk2[1][0]},
{v[2]1[0] + 0.5 * h = vk2[2][0]1} I};

*

double vk4[3][1] {03}
double k4[3][1] = { 0 };

double newOmegaFour[3][1] =
{ {omega[0] [0] + h * k3[0][0]}, {omegal[1][0] + h * k3[1][0]},
{omega[2] [0] + h * k3[2][0]} };

double newqFour[4] [1] =
{ {ql0][0] + h * qk3[0][0]}, {q[1][0] + h * gk3[1][0]},
{ql2][0] + h * gk3[2][0]}, {q[3][0] + h * qk3[3][0]} };

new_eul (SpecificMotor, SpecificAircraft, F_t, T_t, T_d, newOmegaFour,

omegam, newqgFour, vk4, k4);
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double qk4[4]1[1] = { 0 };

quat_vect (newgFour, newOmegaFour, qk4);

for (int 1 = 0; i < 4; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
qk4[i1[j] = 0.5 * qk4[i][j];
3
b

double pk4[3][1] =
{ {v[0ol[0] + h * vk3[0][0]}, {v[1][0] + h
{v[21[0] + h * vk3[2][0]} };

*

vk3[1] [0]},

omega_out [0] [0]

omegal[0][0] + 1. / 6. * h = (k1[0][0] + 2 * k2[0][0] + 2 * k3[0][0] +
k4[0][0]);
omega_out [1] [0] =
omegal[1][0] + 1. / 6. * h = (k1[1][0] + 2 = k2[1][0] + 2 * k3[1][0] +
k4[1][01);
omega_out [2] [0] =
omega[2] [0] + 1. / 6. * h * (k1[2][0] + 2 * k2[2][0] + 2 = k3[2][0] +

k4[2] [0]);

q_out [0] [0]
qlolfo] + 1. /6. *h

*

(gk1[0][0] + 2 * gk2[0][0] +
qk4[0][0]);

N
*

qk3[01[0] +

q_out[1] [0]
qlt1][0] +

[aY

./ 6. xh

*

(gk1[1]1[0] + 2 * gk2[1][0] +
qk4[11[0]);

N
*

qk3[1] [0] +

q_out [2] [0]
ql21[0] + 1. /6. *h

*

(gk1[2][0] + 2 * gk2[2][0] + 2 = qk3[2][0] +
qk4[2]1[0]);

q_out [3] [0]
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ql31[0] + 1. / 6. * h * (qk1[3][0] + 2 * qk2[3]1[0] + 2 * qk3[3][0] +
qk4[3]1[01);

double g_outTransposed[1] [4] =
{ q_out[01[0], q_out[1]1[0], q_out[2][0], q_out[3][0] };
double sumToBeSquared = 0;

for (int 1 = 0; i < 1; i++)

{
for (int j = 0; j < 1; j++)
{
for (int k = 0; k < 4; k++)
{
sumToBeSquared =
sumToBeSquared + q_outTransposed[i] [k] * q_out[k][j];
+
}
+

q_out [0] [0]
q_out [1] [0]
q_out [2] [0]
q_out [3] [0]

g_out [0] [0] / sqrt (sumToBeSquared) ;

g_out[1] [0] / sqrt (sumToBeSquared);
g_out[2] [0] / sqrt (sumToBeSquared);
g_out [3][0] / sqrt (sumToBeSquared) ;

v_out [0] [0] =
v[0][0] + 1. / 6. * h * (vk1[0][0] + 2 = vk2[0][0] + 2 * vk3[0][0] +
vk4 [0] [01);
v_out[1] [0] =
v[1][0] + 1. / 6.

*

h * (vk1[11[0] + 2 = vk2[1][0] + 2 * vk3[1][0] +
vk4[1]1[0]);
v_out[2] [0] =
v[2] [0] +

[a

./ 6. % h * (vk1[2][0] + 2 * vk2[2][0] + 2 = vk3[2][0] +
vk4[2] [0]);

p_out [0] [0]
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ploI[0] + 1. / 6. * h * (pk1[0][0] + 2 * pk2[0][0] + 2 * pk3[0][0] +
pk4 [0] [0]);

p_out [1] [0]
pl1]1[0] + 1. / 6. * h * (pki[11[0] + 2 * pk2[1][0] + 2 * pk3[1][0] +
pk4[11[01);

p_out [2] [0]
pl2][0] + 1. / 6. * h * (pk1[2][0] + 2 * pk2[2][0] + 2 * pk3[2][0] +
pk4[2][01);
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