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Sazetak

U ovoj se disertaciji proucava neponistavanje Poincaréovih redova na metaplektickom
natkrivacu, SLs(R)™, grupe SLo(R) i istrazuju se primjene tih redova u teoriji modularnih
formi polucijele tezine. Pritom se koriste tri osnovna alata: Harish-Chandrin pristup teoriji
reprezentacija povezanih poluprostih Liejevih grupa s konac¢nim centrom, klasi¢na kore-
spondencija izmedu kusp-formi polucijele tezine i kuspidalnih automorfnih formi na grupi
SLo(R)™ 1 integralni kriterij neponistavanja za Poincaréove redove na lokalno kompaktnim
Hausdorffovim grupama koji je dokazao G. Muic.

U disertaciji su pomoc¢u Poincaréovih redova K-kona¢nih matri¢nih koeficijenata inte-
grabilnih reprezentacija grupe SLs(R)™ konstruirani sustavi izvodnica za prostore kusp-
-formi polucijele tezine m > g Dokazana je i formula za Peterssonov skalarni produkt
spomenutih Poincaréovih redova s proizvoljnom kuspidalnom automorfnom formom na
SLo(R)™ iste tezine. Iz te formule i njena dokaza proizasao je niz rezultata o kusp-formama
polucijele tezine.

Nadalje, dokazane su blago ojacane varijante Muic¢eva integralnog kriterija neponi-
stavanja za Poincaréove redove na Liejevim grupama i za Poincaréove redove polucijele
tezine na gornjoj kompleksnoj poluravnini. Njihovom su primjenom dokazani rezultati
o neponistavanju Poincaréovih redova pridruzenih K-konac¢nim matri¢nim koeficijentima
integrabilnih reprezentacija grupe SLy(R)™ i pripadnih kusp-formi polucijele tezine, rezul-
tati o neponistavanju nekih klasicnih Poincaréovih redova polucijele tezine i rezultati o

neponistavanju L-funkcija pridruzenih kusp-formama polucijele tezine m > % u tockama

pruge C% <R(s)<m—1-

Kljucne rijeci: neponistavanje Poincaréovih redova, metaplekticki natkriva¢ grupe
SL2(R), modularne forme polucijele tezine, K-konac¢ni matricni koeficijenti, L-funkcije

kusp-formi polucijele tezine.
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Summary

In this thesis, we study the non-vanishing of Poincaré series on the metaplectic cover,
SLs(R)™, of SLy(R) and investigate their applications in the theory of modular forms of half-
integral weight. Our methods rely on the following three tools: Harish-Chandra’s approach
to representation theory of connected semisimple Lie groups with finite center, the classical
correspondence between cusp forms of half-integral weight and cuspidal automorphic forms
on SLy(R)™, and the integral non-vanishing criterion for Poincaré series on locally compact
Hausdorff groups that was proved by G. Muic.

In the thesis, we use the Poincaré series of K-finite matrix coefficients of integrable
representations of SLy(R)™ to construct spanning sets for spaces of cusp forms of half-
integral weight m > % We prove a formula for the Petersson inner product of these
Poincaré series with any cuspidal automorphic form on SLy(R)™ of the same weight. From
this formula and its proof, we derive a series of results on cusp forms of half-integral
weight.

Next, we prove strengthened variants of Mui¢’s integral non-vanishing criterion for
Poincaré series on Lie groups and for Poincaré series of half-integral weight on the upper
half-plane. Using these criteria, we prove results on the non-vanishing of Poincaré series of
K-finite matrix coefficients of integrable representations of SLo(R)™ and of corresponding
cusp forms, results on the non-vanishing of some classical Poincaré series of half-integral
weight, and results on the non-vanishing of L-functions associated to cusp forms of half-

integral weight m > % in points of the strip Cu cx(s)<m-1-

Keywords: non-vanishing of Poincaré series, metaplectic cover of SLy(R), modular
forms of half-integral weight, K-finite matrix coefficients, L-functions associated to cusp

forms of half-integral weight.
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Extended Summary

In this thesis, we study the non-vanishing of Poincaré series on the metaplectic cover,
SLa(R)™, of SLy(R) and investigate their applications in the theory of modular forms of half-
integral weight. Our methods rely on the following three tools: Harish-Chandra’s approach
to representation theory of connected semisimple Lie groups with finite center, the classical
correspondence between cusp forms of half-integral weight and cuspidal automorphic forms
on SLy(R)™, and the integral non-vanishing criterion [31, Theorem 4-1] for Poincaré series
on locally compact Hausdorff groups.

We define modular forms of half-integral weight in a very general setting: for every
m € % + Zsg, we define the spaces M, (T, x) of modular forms and S,,(T, x) of cusp
forms for every discrete subgroup I' that is of finite covolume in SLy(R)™ and for every
character y : I' — C* of finite order. Among these spaces are the standardly defined
spaces M,,(N, ) and S,,(N, 1) from [57], where N € 47~ and 1 is a Dirichlet character
modulo N. In our general setting, we give detailed proofs of many facts about cusp forms
of half-integral weight. For example, we prove that the classical lift f — F} from the
space Sy, (I', 1) to the space Agyusp (I'\SL2(R)™), . of cuspidal automorphic forms for I' of
weight m is a unitary isomorphism.

To build a representation-theoretic foundation for our main results, we investigate the
infinitesimal structure of the principal series of SLy(R)™ and construct realizations of the
holomorphic and antiholomorphic discrete series of SLy(R)™ on spaces of (anti)holomorphic
functions on the upper half-plane H and on the unit disk D. Next, for every square
integrable representation 7 of SLy(R)™, we compute the K-finite matrix coefficients of 7
that transform on both sides as characters of K. We do this in three ways: the first way is
a calculation from the principal series; the second way is a calculation from our realization
of the antiholomorphic discrete series on spaces of antiholomorphic functions on D; the
third way uses some Harish-Chandra’s results to reveal a connection between the K-finite
matrix coefficients of the antiholomorphic discrete series and the K-finite vectors in our
realization of the holomorphic discrete series on spaces of holomorphic functions on H.

In the main part of the thesis, we prove that for every m € g + Z>, the Poincaré
series of certain K-finite matrix coefficients Fj,, (k € Z>o) from the previous paragraph
span the space Acysp (I'\SLa(R)™), . We also prove the formula for the Petersson inner

product of these Poincaré series with any element of A, (I'\SL2(R)"™),,. By transferring
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Extended Summary

these results to S,,(I', 1) via the inverse of the lift f — F, we construct spanning sets
for spaces S,,,(I', x) and reveal a connection between their elements and the cusp forms
Arkmex € Sm(L, x) that represent, in the sense of the Riesz representation theorem, the
linear functionals S,,(T',x) — C, f — f®)(€), for k € Zso and € € H. In this way, we
obtain a representation-theoretic proof of formulae for cusp forms Arj ¢, Moreover,
our proofs incidentally produce a few corollaries about cusp forms of half-integral weight.
For example, we obtain some bounds on the derivatives of classical Poincaré series and
prove that every f € S, (T, x), where m € 2 + Zs, satisfies sup,cy ‘f(k)(z)%(z)%““‘ < 00
for all £ € Z>y. Under some additional assumptions, we find the Fourier expansion of
cusp forms Arp ¢, and their expansion in a series of classical Poincaré series. We also
prove formulae for the action of standardly defined Hecke operators on Ar j ¢, in terms
of the latter expansion. Most of these results are half-integral weight variants of results
of [32], [34], [35], and [36].

Next, we prove strengthened variants of the integral non-vanishing criteria [31, Theorem
4-1] and [33, Lemmas 2-1 and 3-1] for Poincaré series on Lie groups and for Poincaré series
of half-integral weight on H. By applying these criteria, we study the non-vanishing of
the Poincaré series of matrix coefficients Fy, ,, and of the corresponding cusp forms. We
also prove the non-vanishing of some classical Poincaré series of half-integral weight.

In the last part of the thesis, we adapt the techniques of [35] to study the analytic
continuation and non-vanishing of L-functions associated to cusp forms of half-integral
weight. We construct the Poincaré series Wr,, s € S, (L', x) that, in the sense of the
Riesz representation theorem, correspond up to a multiplicative constant to the linear
functionals S,,,(I', x) = C, f +— L(m —3, f), where m € %+ZZO, ' is a discrete subgroup
of finite covolume in SLy(R)™ with a cusp at 0o, y : I' — C* is an appropriate character,
and s is an appropriate complex number. We use the series Wr ,, \ m—s to prove a result
on the analytic continuation of L-functions associated to cusp forms in S,,(I', x) from the
half-plane Cg(s)>m 41 to the halt-plane Cg(s)»=. Finally, by applying our non-vanishing
criteria, we prove a result on the non-vanishing of cusp forms Wr ,, \ s that translates

into a sufficient condition for the inequality L(s, Ut y.m—3) > 0 to hold.
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Uvod

Poincaréovi redovi predstavljaju vrlo opéenitu metodu konstrukcije automorfnih i modu-
larnih formi ([2, §11], [3], [4, §11.6]), Sto ih ¢ini vaznim alatom u analitickoj teoriji brojeva
i teoriji reprezentacija. U ovom radu proucavamo Poincaréove redove na metaplektic-
kom natkrivacu grupe SLy(R) koji posredstvom klasicnog lifta odgovaraju kusp-formama,
polucijele tezine. Primjenom ojacanih integralnih kriterija neponistavanja iz [31] i [33]
dokazujemo rezultate o neponistavanju takvih redova i istrazujemo njihove primjene u
teoriji modularnih formi. Da bismo motivirali ovo istrazivanje i uklopili ga u povijesni i
matematicki kontekst, navedimo neke poznate rezultate o primjenama Poincaréovih redova
u teoriji modularnih formi i teoriji reprezentacija te o problemu njihova neponistavanja.

Jedna su od najpoznatijih i najranije proucavanih familija Poincaréovih redova tzv. kla-
sicni Poincaréovi redovi — kusp-forme r ., 7 € Zso, koje u smislu Rieszova te-
orema do na multiplikativnu konstantu reprezentiraju linearne funkcionale S,,(T", x) — C,
f = an(f), gdje je an(f) n-ti Fourierov koeficijent kusp-forme f(z) = 323°, ax(f)e2 "%,
Ovdje su m € Z>3, I' Fuchsova grupa prve vrste s kuspom u oo, x : I' = C* prikladan
karakter konacnog reda i h € R, konstanta koja ovisi samo o I". Klasi¢ne su Poincaréove
redove proucavali ve¢ H. Poincaré [45] i H. Petersson [43]. Oni su dokazali formule za
Fourierove koeficijente klasi¢nih Poincaréovih redova u terminima Kloostermanovih suma
i Besselovih funkcija: Poincaré u slucaju kad je I' = SLy(Z), a Petersson za opcenitije
grupe.

Naizgled jednostavno pitanje jesu li pojedini (ne nuzno klasi¢ni) Poincaréovi redovi
identicki jednaki 0 kao netrivijalan problem spominje ve¢ H. Poincaré u svojem memoaru
[46, str. 249] iz 1882. godine. Cak je i za klasi¢ne Poincaréove redove problem neponi-
Stavanja i, opcenitije, odredivanja svih linearnih relacija medu tim redovima do danas
ostao otvoreno pitanje, koje postavlja i H. Iwaniec u [16, str. 54]. Razni su pristupi tom
pitanju uspjeli dati samo djelomicne odgovore. Prije svega, dobro je poznato da redovi
VSLoz)mm,1, 1 € {1,2,...,dime S,,,(SLa(Z)) }, ¢ine bazu prostora S,,(SL2(Z)) pa posebno
nisu identicki jednaki 0. Nadalje, R. A. Rankin je u [51] ocjenom n-tog Fourierova ko-
eficijenta kusp-forme sy, z)n,m,1 dokazao da postoje mg € Z>g i B € Ruy1,2 takvi da
VSLy2)mmi1 Z 0 28 sve m € 2Lz, in € ZN }O, m2_ﬁ] Istom su metodom J. Lehner
[26] odnosno C. J. Mozzochi [29] dokazali varijante Rankinova rezultata za opéu Fuchsovu

grupu I" koja posjeduje translacije odnosno za grupe I'y(N), N € Z~o. G. Mui¢ je u [33]

1



Uvod

dokazao rezultate o neponistavanju nekih klasi¢nih Poincaréovih redova koristeéi profinje-
nje [33, Lema 2-1] svojeg integralnog kriterija neponistavanja [31, Teorem 4-1]. Jos je
jedan pristup ovom problemu istrazio R. C. Rhoades u [52]: on postojanje linearne relacije
medu klasi¢nim Poincaréovim redovima iz S,,,(I'o(N)), gdje je N € Z~, interpretira u
terminima postojanja slabo holomorfne modularne forme s propisanim glavnim dijelom
Fourierova razvoja u kuspovima. Spomenimo i da je znatno bolji rezultat o neponistava-
nju nego u prosjecnom slucaju dokazan numerickim metodama za klasicne Poincaréove
redove iz S12(SL2(Z)), Cije je neponistavanje ekvivalentno Lehmerovoj slutnji da Ramanu-
janova tau-funkcija 7 : Z-o — C nema nultocaka: provjereno je da vsr,(z)n,12,1 Z 0 (ili
ekvivalentno da 7(n) # 0) za n < 816212624008487344127999 ~ 8 - 10* [7].

Klasi¢ni Poincaréovi redovi nisu jedina zanimljiva klasa kusp-formi konstruiranih u
obliku Poincaréovih redova. Primjerice, H. Petersson je u [44] uveo tzv. elipticki i hi-
perbolicki Fourierov razvoj modularnih formi i s njima povezane elipticke i hiperbolicke
Poincaréove redove, koji se i danas intenzivno proucavaju (vidi npr. [34], [36] i [41]).

S druge strane, u [32] je G. Mui¢ za prostor kusp-formi S,,(I") konstruirao sustav
izvodnica ¢iji elementi preko klasi¢nog lifta ® prostora S,,(I") u prostor kuspidalnih auto-
morfnih formi A, (['\SL2(R)) odgovaraju Poincaréovim redovima K-konac¢nih matri¢nih
koeficijenata Fj,, (k € Z>o) integrabilnih reprezentacija grupe SLy(R), pri ¢emu se ma-
triéni koeficijenti Fy,, s obiju strana transformiraju kao karakteri grupe K = SO5(R).
Ovdje su m € Z>3 i I' proizvoljna Fuchsova grupa prve vrste. Konstruirane su kusp-forme
poseban slucaj Peterssonovih eliptickih Poincaréovih redova [36, §4]. U [32] je primjenom
integralnog kriterija neponistavanja [31, Teorem 4-1] dokazano neponiStavanje mnogih
konstruiranih Poincaréovih redova. Nadalje, u [36] je tehnikama iz teorije reprezentacija do-
kazana formula za Peterssonov skalarni produkt proizvoljne ¢ € ®(S,,(I")) s Poincaréovim
redovima funkcija Fj, ,,,. Ta formula otkriva vezu konstruiranih kusp-formi s kusp-formama
Arkmex € Sm(I, x) koje u smislu Rieszova teorema reprezentiraju linearne funkcionale
ST, x) = C, frs fBE), gdjesu k € Zsgi &€ € H = Cg(z)>0. Otkrivena veza pred-
stavlja reprezentacijski dokaz formula za kusp-forme Ar j ,, ¢, u terminima Poincaréovih

redova.

Konstrukecija u [32] Poincaréovih redova iz prethodnog odlomka bila je motivirana
sljede¢om primjedbom D. Mili¢i¢a [37, Lema 6-6]. Neka su G povezana poluprosta Li-
ejeva grupa s kona¢nim centrom, K maksimalna kompaktna podgrupa od G' i I' diskretna
podgrupa od G. Tada Poincaréovi redovi K-kona¢nih matri¢nih koeficijenata proizvoljne
integrabilne reprezentacije m grupe G razapinju m-izotipicnu komponentu u reprezentaciji
grupe G desnim translacijama u L*(T\G). Ovaj rezultat ilustrira ulogu Poincaréovih
redova u teoriji reprezentacija grupe GG, preciznije u proucavanju spektralne dekompozicije
reprezentacije L?(I'\G). Ona je jo§ jasnija iz ¢injenice da su Poincaréovi redovi klasi¢na me-
toda konstrukcije automorfnih formi, a dobro je poznato da je prostor A*(T'\G) kvadratno

integrabilnih automorfnih formi za I' gust u zatvaracu sume svih zatvorenih ireducibilnih



Uvod

podreprezentacija od L*(T\G) (vidi npr. [30, Teorem 1-6]). Navedimo jos dva primjera
ovakve primjene Poincaréovih redova: G. Savin u [53] dokazuje rezultate o konstrukeiji
kuspidalnih automorfnih formi pomoc¢u Poincaréovih redova, dok G. Muié¢ u [30] dokazuje
rezultate o spektralnoj dekompoziciji reprezentacije L?(I'\G) u kokompaktnom slucaju

koristeci spektralnu dekompoziciju kompaktno nosenih Poincaréovih redova.

Teorija Poincaréovih redova prirodno se prevodi i na adelicki jezik (vidi [31]). Primje-
rice, G. Henniart [14], M.-F. Vignéras [59] i F. Shahidi [55] su pomoc¢u kompaktno nosenih
(adelickih) Poincaréovih redova razvili metodu konstrukcije kuspidalnih automorfnih re-
prezentacija s propisanim lokalnim ponasanjem u nekom kona¢nom mjestu. Profinjenjem
ove ideje G. Mui¢ je u [38] pomoéu kompaktno nosenih (adelickih) Poincaréovih redova

proucavao problem egzistencije kuspidalnih automorfnih formi.

Za kraj ovog kratkog i ni priblizno sveobuhvatnog pregleda poznatih rezultata o Po-
incaréovim redovima, spomenimo jos jednu primjenu Poincaréovih redova u teoriji mo-
dularnih formi koja je u uskoj vezi sa zadnjim dijelom ovog rada. U nizu je radova
zapocetom Kohnenovim radom [22] pomoc¢u Poincaréovih redova proucavano neponistava-
nje L-funkcija pridruzenih kusp-formama. Objasnimo poblize ovaj problem na primjeru
kusp-formi za SLy(Z). Neka je m € 2Z~¢. L-funkcija kusp-forme f(z) = 3°°, a,(f)e*™?
iz S;(SLa(Z)) definirana je formulom

L= 20 gL
1 n 2
Dobro je poznato da se funkcija L*(s, f) := (2m)~*I'(s)L(s, f) prosiruje do cijele funkcije
koja zadovoljava funkcionalnu jednadzbu L*(s, f) = (—=1)% L*(m — s, f). Nadalje, ako je
f Heckeova eigenforma, tj. zajednicka svojstvena funkcija svih Heckeovih operatora na
Sm(SLa(Z)), tada se sve nultocke funkeije L*( -, f) nalaze u kritiénoj pruzi 251 < R(s) <
mT“, a generalizirana Riemannova hipoteza predvida da sve one leze na praveu R(s) =
7. W. Kohnen je u [22] dokazao rezultate o neponistavanju sume L-funkcija prikladno
normaliziranih Heckeovih eigenformi u tockama kriti¢cne pruge. Dokaz se temelji na ocjeni
prvog Fourierova koeficijenta kusp-forme R,, s € S,,,(SL2(Z)) koja do na multiplikativnu
konstantu u smislu Rieszova teorema reprezentira linearni funkcional S,,(SL2(Z)) — C,
f = L*(s, f), gdje je 0 < ‘5}?(5) — %‘ < 3. Kohnenovu je metodu A. Raghuram u [49]
prilagodio L-funkcijama kusp-formi nivoa N € Z- s karakterom, u [50] je primijenjena
na L-funkcije kusp-formi tezine m & % + Z>q i nivoa N € 47, s karakterom, a u [23] na

L-funkcije kusp-formi iz Kohnenova plus-prostora S, (T'(4)), gdje je m € 3 + 2Z>.

Motiviran Kohnenovom metodom, u [35] je G. Muié¢ proucavao L-funkcije kusp-formi
iz. prostora S,,(I', x), gdje su I" proizvoljna Fuchsova grupa s regularnim kuspom u oo,

m € Zs5 1 x : I' = C* prikladan karakter. Za f € S,,(I',x) s Fourierovim razvojem
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f(z) =3 a,(f)e¥™ i, L-funkcija od f je definirana formulom
L(s, f):=)_ a’;fp, R(s) > % + 1.
n=1

U [35] su odredeni Poincaréovi redovi Pr .5 € Sm (L, x) sa sljedeéim svojstvom: formula

L(SJ f) = <f7 PF’m’X’m7§>Sm(F,X) ) f € Sm(F7 X)7

definira holomorfno prosirenje funkcije L( -, f) na poluravninu Cx(s)>=. Nadalje, primje-
nom integralnog kriterija neponistavanja [33, Lema 3-1] na redove Pr , y.m—5 dokazano je
nekoliko rezultata o neponistavanju L-funkcija kusp-formi iz S, (T, x).

U ovom radu dokazujemo sljedece ojacanje (Teorem 7.1) integralnog kriterija nepo-
nistavanja [31, Teorem 4-1] odnosno [33, Lema 2-1] za Poincaréove redove na Liejevim

grupama:

Teorem 0.1. Neka su G povezana poluprosta Liejeva grupa s konacnim centrom, dg
Haarova mjera na G, I' diskretna podgrupa od G, A podgrupa od I' i x : I' — C* unitarni

karakter. Neka je ¢ : G — C izmjeriva funkcija sa sljedecim svojstvima:
(F1) (Ag) = x(Nelg), A€A, ged.
(F2) |o] € LYA\G).

Tada Poincaréov red
(Parae) (9) = > x(e(r9),

yeA\T

koji konvergira apsolutno gotovo svuda na G, zadovoljava

/1"\@ ‘(PA\F’X90> (g)‘ dg >0
ako postoji Borel-izmjeriv skup C' C G sa sljedec¢im svojstvima:
(C1) CO'NT C A

(C2) Uz oznaku (AC)¢ := G\ AC, vrijedi

d >/ d
Amdwwﬂg Mmmjwwlg
za neku izmjerivu funkciju | - | : C — Rsq sa sljedeéim svojstvima:

(M1) 0] = 0.
(M2) |z| =]z|], =z€C.

(M3) | 320 20| <3200 | 2n| 2za svaki (2n)nez., C C takav da je Y00 |z,] < o0.
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Spomenimo da, ako je f : Rsg — Rs( konkavna funkcija takva da je f(0) = 0, tada je
funkcija | - | := f(]-]) : C — Rx¢ izmjeriva i ima svojstva (M1) — (M3) iz Teorema 0.1
(Lema 7.4).

Opcenitije, Teorem 0.1 vrijedi, s analognim dokazom, ako je G unimodularna lokalno
kompaktna Hausdorffova grupa koja zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti. U ovom radu
pomocu tog teorema dokazujemo rezultate o neponistavanju nekoliko klasa Poincaréovih

redova povezanih s kusp-formama polucijele tezine. Objasnimo to detaljnije.

Za razliku od kusp-formi cijele tezine, standardno se definirane kusp-forme polucijele
tezine (vidi npr. [40] ili [57]) ne dizu prirodno do automorfnih formi na grupi SLy(R),
nego do automorfnih formi na metaplektickom natkrivacu grupe SLs(R), koji krace zo-
vemo metaplektickom grupom. Dobro je poznato da metaplekticka grupa nema vjernih
kona¢nodimenzionalnih reprezentacija, dakle ne moze se realizirati kao podgrupa grupe
GL,(C) ni za koji n € Z~. Mi uvodimo tri njene korisne realizacije, sugestivno oznacene
sa SLo(R)™, SU(1,1)~ i SLy(R) x, {£1} (vidi potpoglavlje 1.2). Za nasSe je potrebe

najvaznija realizacija

b
SLQ(R)N = {0’ = (go = (CLU da> ,77(,) S SLQ(R) X (CH .
Co o

7, je holomorfna i n2(z) = ¢,z + d, za sve z € 7—[}

s pravilom mnozenja

0102 ‘= (90190277701 (gog’z)nog('z))’ 01,02 S SLQ(R)N

Uz kracu oznaku (g,,7,(7)) za elemente 0 = (g5, 7,) € SLa(R)™, grupa

cost —sint it
K = k= ) e2 | :telR
sint cost

je maksimalna kompaktna podgrupa od SLs(R)™. Unitarni dual grupe K ¢ine karakteri
Xn: K = C*, neiz,
Xn(Ky) = e, teR.

U nastavku neka je m € § + Zxo. Grupa SLy(R)™ djeluje slijeva na H po formuli

as% + by ~
0.2 = m, o€ SLQ(R) , 2 € H,
i zdesna na C* po formuli
(f| o) (z)i=f(o2) mo(2)",  feC¥, geSL(R)”, z€H. (0.1)
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U odnosu na djelovanje (0.1) prirodno definiramo prostore M,,(I", x) modularnih formi
i Spu(L, x) kusp-formi za svaku diskretnu podgrupu I' koja je kona¢nog kovolumena u
SLo(R)™ i za svaki karakter x : [' — C* konac¢nog reda. Ova definicija kao poseban slu¢aj
ukljucuje prostore M,, (N, ) i S, (N, ) iz [57], gdje su N € 47~ i ¢ Dirichletov karakter
modulo N (vidi potpoglavlje 3.6). U uvedenoj opéenitosti detaljno dokazujemo mnoga
svojstva kusp-formi polucijele tezine. Primjerice dokazujemo da je klasicni lift funkcije
f:H — C do funkcije Fy : SLy(R)~ — C, Fy(o (f‘ ) ), unitarni izomorfizam s
prostora Sy, (') := S,,,(T', 1) na prostor Ae,s, (F\SLQ( )™),, € L* (I'\SL2(R)™) kuspidalnih
automorfnih formi za I' tezine m (Teorem 3.25). Pritom S,,(I', x) promatramo kao

konac¢nodimenzionalan Hilbertov prostor s Peterssonovim skalarnim produktom

(f1, f2>sm(r,x) =ep' /F\H F1(2) f2(2)S(2)™ dv(2), fis fo € Sm(T, ),

gdje su er := |I'N Z (SLy(R)™)| i dv(z + iy) = dzdy zax € Riy e Ryy.
Najjednostavnija je metoda konstrukcije modularnih formi iz M,, (T, x) konstrukcija u

obliku Poincaréovih redova

Paoryf = Y. x(vy f‘ Vs

~yeA\T

gdje je A podgrupa od I', a f je prikladna funkcija H — C. Pomoc¢u Teorema 0.1 u Lemi

7.5 1 Teoremu 7.6 dokazujemo sljedeci kriterij neponistavanja za takve Poincaréove redove:

Teorem 0.2. Neka sum € % + Zso, I' diskretna podgrupa od SLy(R)™, A podgrupa od
I'ix : ' = C* unitarni karakter. Neka je f : H — C izmjeriva funkcija sa sljedeéim

svojstvima:

(f1) f| A=x(Vf, AeA.

(12) fue |F(2)3(2) %] dv(z) < oo.
Tada vrijedi:
(i) Ako je X‘FHZ(SL (R)~) %Xm‘FmZ(SL (R)™) , tada je Py f = 0.

Tada vrijeds

(ii) Pretpostavimo da je X‘ = Xm‘

I'NZ(SLy(R)™)

/F\H (Paraf) (2)3(2)%

ako postoji Borel-izmjeriv skup S C H sa sljedecim svojstvima:

INZ(SL2(R)~) "

(2) >0

(S1) Za sve zy, 2z € S vrijedi: ako je z1 # 2o, tada je I'.zy # T.zs.
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(S2) Uz oznaku (A.S)¢:=H \ A.S, vrijedi

fansl @@ > [ 1536
za neku izmjerivu funkciju | - | : C — R>o sa svojstvima (M1) — (M3) iz

Teorema 0.1.

Pomoc¢u Teorema 0.1 i 0.2 u ovom radu dokazujemo rezultate o neponistavanju triju
klasa Poincaréovih redova. Prva je od njih opisana sljede¢im teoremom, koji slijedi iz

Propozicije 4.9 i iz Teorema 6.3 i 6.4.

Teorem 0.3. Neka sum € %—FZzo, [ diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLa(R)™

ix : I' = C* karakter konacnog reda. Za svaki k € Zxq definiramo funkciju fim : H — C,

(z — i)

fom(2) = (Qi)mm~

Vrijedi:
(i) Funkcije Fy, ., k € Zxo, K-konacni su matricni koeficijenti do na unitarnu ekviva-

lenciju jedinstvene ireducibilne unitarne reprezentacije grupe SLa(R)™ koja se kao

reprezentacija grupe K rastavlja u ortogonalnu sumu @D,ecz. , Xmi2n-
(ii) Acusp (T\SL2(R)™),, = spang { Pr1Fy, k€ Zso} .

(ZZZ) Sm(F,X) = Spall¢ {PF,ka:,m ke Zzo} .

Da bismo izgradili reprezentacijske temelje za dokaz Teorema 0.3, u radu istrazujemo
infinitezimalnu strukturu reprezentacija iz osnovne serije grupe SLy(R)™ i realiziramo
reprezentacije iz holomorfne i antiholomorfne diskretne serije grupe SLy(R)™ na prostorima
(anti)holomorfnih funkcija na A i na jedinicnom disku D. Nadalje, za svaku kvadratno
integrabilnu reprezentaciju 7 grupe SLy(R)™ rac¢unamo K-konac¢ne matri¢ne koeficijente
od 7 koji se s obiju strana transformiraju kao karakteri grupe K. To radimo na tri
nacina: prvi je izracun iz osnovne serije; drugi je izracun iz realizacija reprezentacija
iz antiholomorfne diskretne serije na prostorima antiholomorfnih funkcija na D; treéi se
na¢in temelji na tehnici iz [32]: pomocéu nekih Harish-Chandrinih rezultata otkrivamo
vezu izmedu K-konac¢nih matri¢nih koeficijenata reprezentacija iz antiholomorfne diskretne
serije i K-konacnih vektora u realizacijama reprezentacija iz holomorfne diskretne serije na
prostorima holomorfnih funkcija na H, odakle lako proizlaze formule za trazene K-konacne
matri¢ne koeficijente.

Da bismo dokazali Teorem 0.3.(ii)—(iii), tehnikama iz teorije reprezentacija racu-
namo Peterssonov skalarni produkt Poincaréovih redova PrFy, . s proizvoljnom ¢ €
Acusp (I\SL2(R)™). Pomo¢u dokazane formule (Teorem 6.3) dokazujemo i sljedeci teorem
(Teorem 6.8):
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Teorem 0.4. Neka su T diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™, x : T' — C*
karakter konacnog reda, m € 5+ Zsg i £ € H. Za k € Zso definiramo funkciju by m :
H — C,

r=0

Ok,me(2) = ﬁ?rm <H(m -1+ 7“)) (_z)myg

i 02nactmo Ar gmex = PryOrme. Vrijedi:

(1) Skup {Arkmey : k € Z>o} je sustav izvodnica prostora Sy,(L', x).

(i) (f, Arpmex) s,y = fHE) [ € Su(l,X), k € Zso.

Spomenimo da se jednakost iz Teorema 0.4.(ii) u slucaju kad je k = 0 moze dokazati i
bez koristenja tehnika iz teorije reprezentacija, prilagodbom dokaza teorema [28, Teorem
6.3.3] na slucaj polucijele tezine. Jednakost u slucaju kad je k € Z-q iz nje slijedi k-
terostrukim deriviranjem (Vidi Lemu 6.7. Da je Ar gmey € Sm(L, x), moze se dokazati
primjenom Leme 5.10.).

Iz nasih dokaza proizlazi i nekoliko korolara o kusp-formama tezine m € g + Z>q. Pri-
mjerice, dokazujemo neke ocjene derivacija klasicnih Poincaréovih redova (Korolar 6.14).
Nadalje, dokazujemo da svaka f € S,,(I', x) zadovoljava sup,.4 ’f(k)(z)%(z)%”“‘ < 00
za svaki k € Zso (Korolar 6.10). Uz neke dodatne pretpostavke na I'" i x odredujemo
Fourierov razvoj kusp-formi Ar j ,,¢ . i njihov razvoj u red klasi¢nih Poincaréovih redova
(Teorem 6.13), u terminima kojeg dokazujemo i formule za djelovanje standardno definira-
nih Heckeovih operatora na kusp-forme Ar j ,, ¢, (Korolar 6.15). Veéina su ovih rezultata
polucijelotezinske varijante rezultata iz [32], [34], [35] i [36].

Nadalje, primjenom Teorema 0.1 dokazujemo sljedeci rezultat o neponistavanju Po-
incaréovih redova Pr, Fj, ., 1 pripadnih kusp-formi (Lema 7.7 i Teorem 7.9). U njegovu
se iskazu pojavljuje pojam medijana M(a,b) beta-distribucije s parametrima a,b € R~g —
jedinstvenog M(a, b) € |0, 1] takvog da je

M(a,b) 1
/ 21— 2)" de = / (1 —2)" " da.
0 M(a,b)

Definirajmo i projekciju P : SLy(R)™~ — SLe(R), P(0) := g,.

Teorem 0.5. Neka sul' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLo(R)™ i x : I' — C*

karakter konacnog reda. Neka sum € 3+ Zso i k € Z>o. Tada vrijedi:
(i) Ako je X‘mK =+ Xm+2k’FmK’ tada je Pr\Fym =01 Pry frm = 0.

(ii) Neka je N € Z~q. Pretpostavimo da je P(I') CT'(N) i da m’z’jedz’x’m[( = X2k
Ako je

I'nk’

4M(§+1,%—1>%
1-M(E+1,2-1)

N >
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tada PF,XFk,m 7_é 02 PF,thm §é 0.

Druga klasa Poincaréovih redova c¢ije neponistavanje proucavamo u ovom radu jesu
klasi¢ni Poincaréovi redovi polucijele tezine. Nas je osnovni rezultat o njihovu neponi-
stavanju sljedeci teorem, koji slijedi iz Leme 5.11 i Teorema 7.19. U njegovu se iskazu
pojavljuje pojam medijana Mr,; gama-distribucije s parametrima a,b € R.o — jedins-

tvenog Mr(,p) € Ry takvog da je

MF(a,b) z © T
/ et dr = / 2% le % dr.
0

Mr(q,p)

Teorem 0.6. Neka su I' diskretna podgrupa od SLy(R)™ takva da je oo kusp od P(T),
m € g +Zso i x : I' = C* karakter konacnog reda takav da vrijedi 7);27” = x(v) za sve
v € I'. Neka je h € Ry takav da je Z (SLy(R)™) ' = Z (SLa(R)™) (ny). Definiramo

N = inf{|c|: (CCL 2) e P(I) ic#()} € R.o.

Neka jen € Z~o. Tada red

A 2min—+
¢F7n7m7X L PFOO\F7X€ h

konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H. Nadalje, ako je

2mn

v < Meeg

a 71,1)7

tada Yr pmy Z 0.

U zadnjem dijelu ovog rada prilagodbom metoda iz [35] prou¢avamo problem anali-
tickog prosirenja i neponistavanja L-funkcija pridruzenih kusp-formama polucijele tezine.
Neka su I' diskretna podgrupa kona¢nog kovolumena u SLy(R)™ takva da je co kusp od
PT), me % + Zso i x: ' = C* karakter konacnog reda takav da je 77;2’" = x(7) za sve
v € I's. Neka je h € Ry takav da je Z (SLy(R)™) oo = Z (SL2(R)™) (ny,). Tada svaka
f € Sn(T, x) ima Fourierov razvoj oblika

f(z)=> an (f)e*™ ™, z€H.

n=1

L-funkcija od f jest funkcija L( -, f) : Cp(gsm 41 — C,

an(f) .

n

Lis. f) = i

Sljededi rezultat o analitickom prosirenju funkeije L( -, f) na poluravninu Cyps)>m slijedi

iz Leme 8.4 1 Teorema 8&.5.
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Teorem 0.7. Neka suI', m, x i h kao gore. Neka je f € S,,(I',x). Tada za R(s) <
red

[e's)
R s—1 2min+
\Ijr7m7X7s T PFOO\F7X <Z n € h)

n=1

konvergira apsolutno i lokalno uniformno na ‘H i definira element iz S,,(I', x), a formula

er(4m)mt
L(‘Sv f) = hnfl—‘(?n_l) <f> qu,m,x,m—§>Sm(F’X) (02)

definira holomorfno prosirenje funkcije L( -, f) na poluravninu Cr(s)>z-

Jednakost (0.2) omogucuje nam da na kraju rada primjenom Teorema 0.2 na Poincaréove
redove Wr,, s dokazemo sljedeci rezultat o neponistavanju L-funkcija pridruzenih kusp-

formama polucijele tezine (Korolar 8.7).

Teorem 0.8. Neka su L', m, x i h kao gore. Neka je 5 < R(s) < m — 1. Pretpostavimo

da je NT" veci od ili jednak

L(5,Yr pmymz) > 0.

Slijedi kratak pregled sadrzaja po poglavljima.

Poglavlje 1 uvodi osnovne pojmove i rezultate na kojima se temelji ostatak rada.
Nakon pregleda nama vaznih dijelova teorije reprezentacija povezanih poluprostih Liejevih
grupa s konacnim centrom, uvodimo tri realizacije metaplekticke grupe i istrazujemo
njihova svojstva. Dajemo i kratak pregled rezultata o djelovanju diskretnih podgrupa
grupe G € {SLy(R), SLy(R)~} na gornju kompleksnu poluravninu H. Na kraju Poglavlja
1 definiramo korisne Radonove mjere na kvocijentnim prostorima I'\H i T\ G, gdje je T’
diskretna podgrupa grupe G' € {SLs(R), SL2(R)™}.

U Poglavlju 2 proucavamo reprezentacije grupe SLy(R)™: istrazujemo infinitezimalnu
strukturu reprezentacija iz osnovne serije grupe SLy(R)™ i konstruiramo realizacije holo-
morfne i antiholomorfne diskretne serije grupe SLy(R)™ na Hilbertovim prostorima sastav-
ljenim od (anti)holomorfnih funkcija definiranih na poluravnini # odnosno na jedini¢nom
disku D.

U Poglavlju 3 izlazemo osnove teorije modularnih formi polucijele tezine. Dokazujemo
da je klasi¢ni lift s prostora S,,(I") u prostor Agusp (I'\SL2(R)™), . unitarni izomorfizam.

Ovdje su m € % + Z>o i I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™.
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U Poglavlju 4 na tri nac¢ina dokazujemo formule za K-konac¢ne matricne koeficijente
kvadratno integrabilnih reprezentacija grupe SLy(R)™ koji se s obiju strana transformiraju
kao karakteri njene maksimalne kompaktne podgrupe K.

U Poglavlju 5 izlazemo niz rezultata o konvergenciji Poincaréovih redova na Liejevim
grupama i Poincaréovih redova polucijele tezine na H.

U Poglavlju 6 dokazujemo da odredeni Poincaréovi redovi pridruzeni K-konac¢nim
matricnim koeficijentima integrabilnih reprezentacija grupe SLy(R)™ pipadaju prostoru
Acusp (T\SL2(R)™), . Odredujemo Peterssonov skalarni produkt tih Poincaréovih redova
s proizvoljnom ¢ € Acysp (I\SL2(R)™), 1 pomocu njih konstruiramo sustav izvodnica za
prostor S,, (I, x). Ovdje sum € g + Z>g, I diskretna podgrupa kona¢nog kovolumena u
SLy(R)™ 1 x : I' = C* karakter kona¢nog reda. Dokazujemo i niz korolara o kusp-formama,
polucijele tezine.

U Poglavlju 7 prou¢avamo neponistavanje Poincaréovih redova: dokazujemo ojacane va-
rijante integralnih kriterija neponistavanja iz [31] i [33] za Poincaréove redove na Liejevim
grupama odnosno na H. Primjenom tih kriterija dokazujemo rezultate o neponistava-
nju Poincaréovih redova iz Poglavlja 6 i o neponistavanju klasi¢nih Poincaréovih redova
polucijele tezine.

U Poglavlju 8 primjenom razvijene teorije konvergencije i neponistavanja Poincaréo-
vih redova dokazujemo rezultate o analitickom prosirenju i neponistavanju L-funkcija

pridruzenih kusp-formama polucijele tezine.

Napomenimo da su neki rezultati ovog istrazivanja objavljeni u [61].
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Uvod
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Oznake

R(2) realni dio kompleksnog broja z
3(2) imaginarni dio kompleksnog broja z
i imaginarna jedinica, tj. (0,1) € C

C* C\ {0}

H {z€eC:3(2) >0}
D {zeC:|z| <1}

D~ D\ {0}

T {zeC:|z|] =1}

P skup prostih brojeva.

Za otvoren podskup €2 C C:

Hol(Q) prostor svih holomorfnih funkcija 2 — C.

Za topolosku mnogostrukost M i f: M — C:

C(M) prostor neprekidnih funkcija M — C
Ce(M) prostor neprekidnih funkcija s kompaktnim nosacem M — C
supp f nosa¢ funkcije f, tj. zatvara¢ u M skupa {p € M : f(p) # 0}.

Za glatku mnogostrukost M:

C>®(M) prostor glatkih funkcija M — C
C(M) prostor glatkih funkcija s kompaktnim nosacem M — C
CRe (M) prostor glatkih funkcija M — R.
Za grupu G:
1lg neutralni element u G.

Za Liejevu grupu G:
Lie(G) Liejeva algebra od G.
Za prostor mjere (X, p) i izmjerivu f: X — C:
| flo esencijalni supremum funkcije f.

Za topoloski prostor X i A C X:

13



Oznake

14 karakteristicna funkcija skupa A u X

Clx A zatvaraC skupa A u X.
Za prsten Rin € Z-y:

M, (R) prsten kvadratnih matrica reda n s koeficijentima iz R.
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Poglavlje 1
Osnove

U ovom poglavlju uvodimo osnovne pojmove i rezultate na kojima se temelji ostatak rada:

* Potpoglavlje 1.1 je kratak pregled nama vaznih dijelova teorije reprezentacija pove-

zanih poluprostih Liejevih grupa s kona¢nim centrom.

+ U potpoglavlju 1.2 uvodimo tri realizacije metaplekticke grupe: SLo(R)™, SU(1, 1)~

i SLy(R) x4 {1}, i istrazujemo njihova svojstva.

* Potpoglavlje 1.3 je pregled poznatih rezultata o djelovanju diskretnih podgrupa
grupe SLy(R) na gornju kompleksnu poluravninu #, kao i varijanti tih rezultata za

diskretne podgrupe grupe SLy(R)™.

« U potpoglavlju 1.4 definiramo korisne Radonove mjere na kvocijentima I'\H i
I'\SLs(R) odnosno I'\SLy(R)™, gdje je I" diskretna podgrupa od SLa(R) odnosno od
SLy(R)™.

1.1 Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih

grupa s konacnim centrom

Neka je G povezana poluprosta Liejeva grupa s konacnim centrom. Neka je K njena
maksimalna kompaktna podgrupa. Oznacimo sa g Liejevu algebru od G, sa U(gc) univer-
zalnu omotacku algebru kompleksifikacije od g, a sa Z(gc) centar algebre U(gc). Neka je
exp : g — G eksponencijalno preslikavanje od G.

Ovo je potpoglavlje pregled nama vaznih dijelova teorije reprezentacija grupe G. U
odjeljku 1.1.1 izlazemo poznati Harish-Chandrin rezultat o kompleksnim funkcijama na
grupi GG, Teorem 1.3, koji ¢emo cCesto koristiti u kasnijim poglavljima. U odjeljku 1.1.2
definiramo dopustive reprezentacije grupe G na Hilbertovim prostorima i izlazemo teme-
lje Harish-Chandrina pristupa prouc¢avanju tih reprezentacija pomo¢u pripadnih (g, K)-

modula. U odjeljku 1.1.3 izlazemo osnovne informacije o matri¢nim koeficijentima repre-
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Poglavlje 1. Osnove

zentacija grupe G na Hilbertovim prostorima, a u odjeljku 1.1.4 detaljnije prouc¢avamo
unitarnu reprezentaciju grupe G desnim translacijama u L*(T\G), gdje je T’ diskretna
podgrupa od G.

Kao povezana poluprosta Liejeva grupa, G je unimodularna [18, Korolar 8.31]. Fiksi-

rajmo njenu Haarovu mjeru pg.

1.1.1 Kompleksne funkcije na grupi G

Za p € Ry iizmjerivu f : G — C, oznacimo

191, 2= (17 duc)”

Ovime je definirana norma || - || ) Banachova prostora LP(G) sastavljenog od klasa ekviva-
lencije, po relaciji jednakosti ug-gotovo svuda, izmjerivih funkcija f : G — C takvih da

je Ifll, < oo. L*(G) éemo promatrati kao Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

<f7 g>L2(G) = /Gfgd:uC% f?g € L2(G)

1

Le(G) sastavljen od klasa ekvivalencije, po relaciji jednakosti pig-

Definiramo i prostor L
gotovo svuda, izmjerivih funkcija f : G — C takvih da je [, |f| due < oo za svaki
kompaktan skup C' C G.

Definicija 1.1. Neka su f, g : G — C izmjerive funkcije takve da vrijedi jedno od sljedeceg:

(a) f,g9 € LY(G).
(b) f € LYG), a g je ogranicena na G, ili obratno.
(c) feC.(@), age L.(Q), ili obratno.
Formula
(f *g)(x) = /Gf (zy ) 9w)dy, wed,
definira funkciju f * g : G — C (u slucaju (a) kao element prostora L'(QG)), koju zovemo

konvolucijom funkcija f 1 g.

Pridruzivanje elementu X € g lijevoinvarijantnog diferencijalnog operatora X : C*(G) —

COO(G)7

(Xf)(z): f(rexp(tX)), req, felC®G), (1.1)

t=0

T dt

na jedinstven se nacin prosiruje do izomorfizma unitalne asocijativne C-algebre U(gc)
i algebre lijevoinvarijantnih linearnih diferencijalnih operatora C*(G) — C*°(G). Pri-

tom se Z(gc) preslikava na podalgebru biinvarijantnih linearnih diferencijalnih operatora

16



1.1. Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih grupa s konacnim centrom

C>®(G) — C*(G). U nastavku ¢emo elemente iz U(gc) identificirati s odgovarajué¢im

lijevoinvarijantnim diferencijalnim operatorima.
Definicija 1.2. f € C*(G) je:

(a) Z(gc)-konacna ako je
dim Z(gc)f < oo.

(b) K-konacna slijeva ako je

dimspanc{f(k-): k € K} < oc.

(c) K-konacéna zdesna ako je

dimspanc{f(-k) : k € K} < 0.

Sljededi je teorem poseban slucaj teorema [13, Teorem 1].

Teorem 1.3. Neka je f € C®(G) Z(gc)-konacna i K-konacna zdesna. Neka je U

otvorena okolina od 1¢ v G. Tada postoji o« € C°(G) sa sljedecim svojstvima:
(i) suppa C U.
(ii) a(kzk™) =a(z), z€G, ke K.
(iii) f=fx*a.
Koristit ¢emo i “lijevu” varijantu Teorema 1.3:

Teorem 1.4. Neka je f € C*(G) Z(gc)-konacna i K-konacna slijeva. Neka je U otvorena
okolina od 1¢ u G. Tada postoji f € CX(G) sa sljedecim svojstvima:

(i) suppB C U.
(ii) B (kxk™')=B(x), 7€qG, ke K.
(iif) f=p5x*f.

Dokaz. Primjenom Teorema 1.3 na funkciju f (- ~1). O]

1.1.2 Reprezentacije na Hilbertovim prostorima

U ovom odjeljku uvodimo osnovne pojmove iz teorije reprezentacija povezanih poluprostih
Liejevih grupa s konac¢nim centrom na Hilbertovim prostorima i iznosimo temelje Harish-
Chandrina pristupa proucavanju tih reprezentacija pomocu pripadnih (g, K)-modula. Ovaj

je pregled sastavljen po uzoru na [19, Uvod].
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Poglavlje 1. Osnove

I dalje koristimo oznake s pocetka ovog poglavlja. Neka je (H, (-, -);) separabilan
kompleksan Hilbertov prostor. Ozna¢imo sa GL(H) grupu svih neprekidnih invertibilnih
linearnih operatora H — H ¢iji je inverz neprekidan. Neka je m : G — GL(H) homomor-
fizam grupa takav da je (z,v) — 7(z)v neprekidno preslikavanje G x H — H. Ureden
par (m, H) zovemo reprezentacijom grupe G na prostoru H. Ponekad je krace ozna-
cavamo sa 7 ili sa H. 7 je ireducibilna ako H ima to¢no dva zatvorena G-invarijantna
potprostora: 01 H. 7 je unitarna ako su svi operatori w(x), € G, unitarni.

Kazemo da su unitarne reprezentacije (71, Hy) i (w2, Hz) grupe G unitarno ekviva-

lentne ako postoji unitarni izomorfizam A : H; — H, takav da je
Amy(x) = ma(x)A, z € q.

U tom slucaju operator A zovemo unitarnom ekvivalencijom reprezentacija m; i ms.
Skup svih klasa unitarne ekvivalencije ireducibilnih unitarnih reprezentacija grupe G

oznacava se sa GG i zove unitarni dual grupe G.

Definicija 1.5. v € H je gladak vektor reprezentacije m ako je x — m(x)v glatko

preslikavanje G — H. Prostor svih takvih vektora oznacavamo sa H®.

H® je G-invarijantan potprostor od H na kojem reprezentacija 7w inducira izvedenu

reprezentaciju Liejeve algebre g definiranu formulom

m(X)v: m(exp(tX))v, Xeg, ve H®.

dt|,_,

Izvedena reprezentacija od g na jedinstven se nacin prosiruje do reprezentacije algebre
U(gc) na prostoru H*°, koju takoder oznacavamo sa .

L. Garding je dokazao da je prostor H* gust u H [9]. Preciznije, Gardingov pot-
prostor

{n(f)v: feC(G), ve H}

je sadrzan u H* i gust u H. Ovdje je 7(f) ogranicen linearan operator H — H definiran

za svaku f € C.(G), a u slucaju kad je 7 unitarna i za svaku f € L*(G), formulom

n(fjoi= [ f@m@vdic(e),  veH,

pri ¢emu je vrijednost integrala na desnoj strani definirana zahtjevom da vrijedi

</G f(x)m(z)vdug(x), w>H = /Gf(x) (n(z)v, w)y, duc(z), we H.

Harish-Chandra je primijetio jos neke potprostore od H korisne za razvoj algebarskog

pristupa teoriji reprezentacija grupe G (vidi [11]):
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1.1. Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih grupa s konacnim centrom

Definicija 1.6. (i) v € H je analiticki vektor reprezentacije ™ ako je x +— w(x)v
realno analiticko preslikavanje G — H. Prostor svih takvih vektora oznacavamo sa
H“.

(ii) v € H je K-konacan vektor reprezentacije m ako je
dim spang m(K)v < o0,

Prostor svih takvih vektora oznacavamo sa Hy .

Prostori H* N Hi i HY N Hg su gusti u H [11, Teorem 4], a izvedena reprezentacija

Liejeve algebre g i reprezentacija . grupe K opskrbljuju ih strukturom (g, K)-modula:

Definicija 1.7. (g, K)-modul je kompleksan vektorski prostor V' s reprezentacijom Lie-

jeve algebre g i reprezentacijom grupe K na V' takvima da vrijedi:

(i) Za svaki v € V, spangs K.v je konacnodimenzionalan vektorski prostor na koji K

djeluje neprekidno.

(i) Xv= %‘ Oexp(tX).v, veV, X € Lie(K).

(iii) (Ad(k)X)v =k Xk v, wveV, Xeg, keK.

Homomorfizam (g, K)-modula V; i V5 je linearan operator A : V; — V5 koji je
ujedno preplitanje pripadnih reprezentacija od K i od g. Ako je A bijektivan, zovemo
ga izomorfizmom (g, K)-modula V; i V; i tada kazemo da su (g, K)-moduli V; i V4
izomorfni.

(g, K)-modul Hx N H*® zove se (g, K)-modul (K-kona¢nih vektora) reprezen-
tacije m. Kazemo da su reprezentacije (my, Hy) i (ma, H2) grupe G infinitezimalno
ekvivalentne ako su njihovi (g, K)-moduli izomorfni.

Za ireducibilnu reprezentaciju grupe K ekvivalentnu reprezentacijama iz klase v € K

kazemo da je tipa . Iz [19, Propozicija 1.18] slijedi:

Propozicija 1.8. Neka je V' (g, K)-modul. Za ~y € f(\, oznacimo sa V., sumu svih iredu-

ctbilnih K -invarijantnih potprostora od V' tipa . Vrijedi rastav u direktnu sumu

V=@V, (1.2)

76?

i za svaku se vy € K prostor V., (tzv. vy-izotipicna ili K-izotipicna komponenta
(g9, K)-modula V') rastavija u direktnu sumu ireducibilnih K -invarijantnih potprostora

tipa .

Kazemo da je (g, K)-modul V' dopustiv ako su sve njegove K-izotipi¢ne komponente

kona¢nodimenzionalne.
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Poglavlje 1. Osnove

Neka su x € v € K. Suma svih ireducibilnih K -invarijantnih potprostora od H tipa
zove se K-izotipi¢na, v-izotipi¢na ili y-izotipicna komponenta reprezentacije 7;
oznacavamo je sa H, ili H,. Kazemo da je m dopustiva ako su sve njezine K-izotipicne
komponente kona¢nodimenzionalne. U tom sluc¢aju vrijedi H* " Hxy = H* N Hg = Hg
[11, Lema 34]. Nadalje, Harish-Chandra je u [11, Teorem 5] dokazao da vrijedi:

Teorem 1.9. Pretpostavimo da je © dopustiva. Tada su zatvoreni G-invarijantni pot-
prostort od H u 1-1 korespondenciji s g-invarijantnim potprostorima od Hy, pri cemu je

korespondencija W < V' dana sa

Kazemo da je (g, K)-modul V infinitezimalno unitaran ako postoji pozitivno defi-

nitna hermitska forma (-, -) : V' x V — C sa svojstvima:
(1) <k.U1, k.UQ) = <’01, 'UQ) R U1,V € ‘/, ke K.
(11) <X.’Ul, 'U2> = — <’U1, X.U2>, V1, Vg € ‘/, X € g.

Teorem 1.10 svodi klasifikaciju ireducibilnih unitarnih reprezentacija grupe G na kla-
sifikaciju ireducibilnih dopustivih infinitezimalno unitarnih (g, K)-modula. Tvrdnju (iii)
tog teorema dokazao je Harish-Chandra [11, Teorem 8]. Tvrdnja (ii) slijedi iz teorema
[11, Teorem 9] po subkvocijentnom teoremu [12, Teorem 4] u slucaju kad je G linearna,
a po subkvocijentnom teoremu koji su neovisno dokazali J. Lepowsky [27, Teorem 1.1] i

C. Rader [48] u opéem slucaju.
Teorem 1.10. Vrijedi:

(i) (g, K)-modul svake ireducibilne unitarne reprezentacije grupe G ireducibilan je, do-

pustiv i infinitezimalno unitaran.

(ii) Svaki ireducibilan dopustiv infinitezimalno unitaran (g, K)-modul izomorfan je (g, K )-

modulu neke ireducibilne unitarne reprezentacije grupe G.

(iii) Dwije ireducibilne unitarne reprezentacije grupe G ekvivalentne su ako i samo ako

su infinitezimalno ekvivalentne.

1.1.3 Matric¢ni koeficijenti unitarnih reprezentacija

Neka je m reprezentacija grupe G na Hilbertovu prostoru (H, (-, -)y). Za v,w € H,
preslikavanje ¢, ,, : G = C,

Cow(x) 1= (m(x)v, W)y,
zovemo matriénim koeficijentom reprezentacije m. Ako su v,w € Hg, zovemo ga

K-konac¢nim matriénim koeficijentom reprezentacije .
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1.1. Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih grupa s konacnim centrom

Iz [5, Teorem 8.7] slijedi:

Teorem 1.11. Neka su (my, Hy) i (7o, Hy) dopustive reprezentacije grupe G na Hilbertovim
prostorima. Ako su (my, Hy) i (7o, Hs) infinitezimalno ekvivalentne, tada imaju isti prostor

K -konacnih matricnih koeficijenata.

Desna regularna reprezentacija r¢ i lijeva regularna reprezentacija [ grupe

G njene su unitarne reprezentacije na prostoru L?(G) definirane formulama

ra(a)f = f(-2), lg(a)f=f (x_l ) : €, fel*q).

Dobro je poznato da su sljedeé¢e dvije definicije dobre:

Definicija 1.12. KaZemo da je ireducibilna unitarna reprezentacija (7, H) grupe G kva-
dratno integrabilna ili da pripada diskretnoj seriji reprezentacija grupe G ako ima

sljedeca ekvivalentna svojstva:
(a) Postoje v,w € H \ {0} takvi da je c,,, € L*(G).
(b) Svi su matriéni koeficijenti reprezentacije T u L*(G).
(¢)  je unitarno ekvivalentna nekoj podreprezentaciji od lg.
d) 7 je unitarno ekvivalentna nekoj podreprezentaciji od re.
(d) 7 j podrep ]

Definicija 1.13. KaZemo da je ireducibilna unitarna reprezentacija (7, H) grupe G in-

tegrabilna ako ima sljedeca ekvivalentna svojstva:
(a) Postoje v,w € Hg \ {0} takvi da je c,., € L*(G).
(b) Svi su K-konacni matricni koeficijenti reprezentacije = u L*(Q).

Kako su svi matri¢ni koeficijenti reprezentacije m ogranicene funkcije, za sve v,w € H
vrijedi implikacija
Cow € LNG) = cpu € L}G).

Odavde slijedi:

Lema 1.14. Ako je reprezentacija 7 integrabilna, tada je i kvadratno integrabilna.

1.1.4 Reprezentacija desnim translacijama u L*(I'\G)

Neka je I' diskretna podgrupa od G. Kvocijentni prostor I'\G promatrat ¢emo kao glatku
mnogostrukost s jedinstvenom glatkom strukturom za koju je kvocijentno preslikavanje

x +— Tz lokalni difeomorfizam G — I'\G. Funkciju f : G — C koja zadovoljava
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Poglavlje 1. Osnove

mozemo identificirati s funkcijom I'\G' — C, I'z — f(x). Time dobivamo i identifikacije

C(\G) = {f € C(G): f(7+) = f za sve 7 €T},
C*(M\G)={feC®G): f(v-)=frasveyeTl}.

Oznacimo sa jir\¢ jedinstvenu Radonovu mjeru na I'\G' takvu da je

e

(Detaljnije o njoj u potpoglavlju 1.4.2.)

> o) duna(e) = [ fdue.  feCAG).

yel’

Za svaki p € Rx definiramo Banachov prostor LP(I'\G) kao prostor klasa ekvivalencije,

po relaciji jednakosti i\ g-gotovo svuda, izmjerivih funkcija f : I'\G — C za koje je

p
Hfhmmm¢:<AVJﬂpWWw> < 00,

s normom | - || 15\ - L*(T'\G) je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

(f1, f2>L2(I“\G) = /F\G f1£dﬂr\aa Ji, f2 € LQ(F\G)-

1

Definiramo i prostor L;,,

(I'\G) svih klasa ekvivalencije, po relaciji jednakosti pr\g-gotovo
svuda, izmjerivih funkcija f : I'\G — C takvih da je [ |f| dur¢ < oo za svaki kompaktan
skup C CT'\G.

Definiramo unitarnu reprezentaciju rr grupe G na prostoru L?(I'\G) formulom
re(z)f = f(-x), r€G, fe Ll*(T\G). (1.4)

Sljededi je niz rezultata, od Leme 1.15 do Leme 1.20, dobro poznat, ali u literaturi

najcesée dokazan samo u slucaju kad je I' = {15}. Radi potpunosti ih ovdje dokazujemo.
Lema 1.15. Ako je f € C°(T\G) N L*(T\G)*>, tada je
rr(X)f=Xf, X e€U(ge).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da jednakost vrijedi za X € g. Neka je (¢,)nez., niz u R koji

konvergira prema 0. Tada je po definiciji izvedene reprezentacije

= 0.
L3(T\G)

—re(X)f

lim
n—oo

H f( eXp(tnX)) —f
Ly

Kako svaki L?-konvergentan niz ima podniz koji konvergira gotovo svuda (s istim limesom),
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1.1. Reprezentacije povezanih poluprostih Liejevih grupa s konacnim centrom

postoji podniz (t,, )kez., niza (t,) takav da je gotovo za sve x € G

f(x exp(tn, X)) = f(2)

lim = (e (X)) ().
k—o00 tnk
Po (1.1) je limes na lijevoj strani jednak (X f)(z). Tvrdnja slijedi. O

Lema 1.16. Neka su F € L'(G) i f € L*(T\G). Tada vrijedi

(re(F))(x) = [ F(y)f(@y) duc(y) (15)

gotovo za sve x € G. Preciznije, integral na desnoj strani je definiran ¢ konacan gotovo za
sve © € G pa je desna strana gotovo svuda definirana funkcija T\G — C varijable z; ona
definira element iz L*(T\G) koji je jednak rr(F)f.

Dokaz. Element rp(F)f iz L*(T\G) jedinstveno je odreden svojstvom da za svaku h €
L*(T\QG) vrijedi

e (F) ) oy = [ P W) e@)f. b)) dic)
= / /F\ 3 zy) h(w) dprc (x) dpc (y)
= Ji Jo ) S ) dncly) B dpr(o), (16)

=: p(z)

pri ¢emu je primjena Fubinijeva teorema u zadnjoj jednakosti opravdana ¢injenicom da

je, koriste¢i Holderovu nejednakost,
L o [F@) £ B0 dirol@) dia o) < 1L 1z el

Posebno je ¢ h dobro definiran element prostora L!(I'\G); kako to vrijedi za svaku h €
L*(T'\G), pa posebno za karakteristicne funkcije svih kompaktnih skupova u I'\G, slijedi
da je ¢ dobro definiran element prostora L}, .(I'\G). Stovise, jednakost (1.6) pokazuje da

jep=rr(F)f. O

Korolar 1.17. Neka su F € L'(G) i f € L*>(T\G). Pretpostavimo da je f neprekidna i
ogranicena. Tada integral u jednakosti (1.5) konvergira za svaki x € G 1 ta je jednakost

formula za neprekidnog predstavnika od rr(F)f.

Lema 1.18. Neka je f € C*(I'\G)NL*(T'\G) Z(gc)-konacna i K-konacna zdesna. Tada
je f € L*(T\G)>®

Dokaz. Po Teoremu 1.3 postoji o« € C°(G) takva da je f = f* «a. Kako je po (1.5)
fxa=rr(a(-71))f,slijedi da f pripada Gardingovu potprostoru od rr pa je posebno

f gladak vektor reprezentacije rr. O
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Lema 1.19. Neka je f € C(D\G)NL*(T\G) Z(gc)-konacna i K -konacna zdesna. Tada
je (g, K)-podmodul od L? (T\G)™ N L* (I\G) generiran sa f dopustiv i konacne duljine.

Dokaz. Slijedi iz [60, Korolar 3.4.7 i Teorem 4.2.1]. O

Lema 1.20. Neka je f € C*(I'\G) N L*(T\G), f # 0, Z(gc)-konacna i K-konacna
zdesna. Oznacimo sa H najmanji zatvoren G-invarijantan potprostor od L*(T\G) koji

sadrzi f. Vrijedi:
(i) Hrx =Ul(ge)-f-

(ii) H je ortogonalna suma konacno mnogo zatvorenih ireducibilnih G-invarijantnih

potprostora.

Dokaz. Oznac¢imo sa V' (g, K)-podmodul od L? (I'\G)* N L? (I'\G) ;; generiran sa f, dakle
V =U(gc).f. Kao u [13, §8, dokaz Teorema 1], K-konacnost i Z(gc)-konacnost funkcije
f povlace da je V gust u H. Dokazimo sad (i) i (ii).

(i) Dovoljno je dokazati da za proizvoljan 6 € K vrijedi V3 = Hy. O¢ito je Vs C H; pa
je za dokaz jednakosti, s obzirom da je po Lemi 1.19 Vj kona¢nodimenzionalan vektorski
prostor, dovoljno dokazati da je Vs gust u Hs, tj. dokazati da je proizvoljan h € Hs limes
nekog niza s ¢lanovima iz Vy. Kako je V' gust u H, proizvoljan je h € H; limes nekog niza
(hn)nez-y €V, pa onda i niza ((hy,)s)nez-, ortogonalnih projekcija ¢lanova niza (h,) na
Hjs. S obzirom da ortogonalna projekcija na Hs na potprostoru V' djeluje kao ortogonalna
projekcija na Vi, ((hy)s) je niz u Vy, sto dokazuje tvrdnju.

(ii) Po tvrdnji (i) i Lemi 1.19 (g, K)-modul Hk je dopustiv i konacne duljine; posebno
je reprezentacija H dopustiva. Odaberimo ireducibilan (g, K)-podmodul V; od Hg. Po
Teoremu 1.9 je Hy := Cly V; zatvoren ireducibilan G-invarijantan potprostor od H. Njegov
je ortogonalni komplement (H;)* u H zatvoren G-invarijantan potprostor od H d&iji je
(g, K)-modul K-kona¢nih vektora izomorfan (g, K)-modulu Hg /V;, koji je duljine za 1
manje od duljine (g, K)-modula Hg. Nastavkom opisanog postupka dobivamo konaénu
familiju medusobno ortogonalnih zatvorenih G-invarijantnih potprostora od H koji u sumi
daju H. O]

1.2 Metaplekticka grupa

U ovom potpoglavlju konstruiramo tri realizacije metaplekticke grupe: SLy(R)~, SU(1, 1)~
i SLo(R) x4 {£1}. Najopsirnije opisujemo grupu SLs(R)™ C SLy(R) x Hol(#), koja se
pokazala najkorisnijom za nase istrazivanje zahvaljujuéi svojoj bliskoj vezi s modularnim
formama polucijele tezine. Grupa SU(1,1)~ C SU(1, 1) x Hol(D), dobivena iz SLy(R)™

“konjugiranjem” Cayleyjevom transformacijom H — C, z — 272, u potpoglavlju ¢e 2.3

olaksati proucavanje K-konacne strukture reprezentacija iz holomorfne i antiholomorfne
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1.2. Metaplekticka grupa

diskretne serije. Napokon, realizacija SLo(R) x, {£1} metaplekticke grupe pomocu 2-

kociklusa ima elemente najjednostavnijeg oblika, ali u ostatku rada nije koristena.

1.2.1 Osnovne oznake
Za z € C* definiramo arg(z) € |-, 7] zahtjevom da vrijedi z = |z| '), Glavna grana
kompleksnog logaritma, Ln : C* — C, dana je formulom

Ln(z) :=In|z| + iarg(z), (1.7)
a glavna grana drugog korijena, /- : C — C, formulom

JIn() 413 oo ako e 2 £ 0
e2 = |Z|2 - e2 , aKo ]je z s
/7 2| jez#

0, ako je z = 0.

Dakle, arg (1/2) € }—E E} za sve z € C*. Na skupu C \ Ry funkcije Ln i /- su

272
holomorfne, a funkcija arg glatka. Uvedimo oznaku

2m 1
"= e C~ €E—-+7Z.
z (\/Z> , 2z ,mE o +
Grupa GLy(C) djeluje slijeva na C U {oo} Mébiusovim transformacijama:

az+b a b
2= — = L )
92 = o g (c d)EG 2(C), z € CU{o0}

Pritom djelovanje grupe SLy(R) ima tri orbite: H, —H i OH := RU {oo}.

Definiramo j : GLy(C) x C — C,

j((j g)) v

J (9192, 2) = j (91, 92-2) j (G2, 2) (1.8)

Vrijedi

za sve g1, g2 € GLy(C) i z € C takve da je j(go, z) # 0. Korisna je i relacija

S(g.2) = .%(Z)

2 geSLy(R), z€H. (1.9)
17(g, 2)|
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Poglavlje 1. Osnove

1.2.2 Prva realizacija metaplekticke grupe

Definiramo
SLy(R)™ = {a = (9o, M) € SLa(R) x Hol(H) : n2(2) = j(go, 2) za sve z € 7-[}
Propozicija 1.21. SLy(R)™ je grupa s mnoZenjem

0109 1= (gglgm,%1 (g@.z)n@(z)), 01,09 € SLy(R)™. (1.10)

Dokaz. Neka su o1, 09,03 € SLy(R)™. Zatvorenost od SLy(R)™ na mnozenje jasna je iz

jednakosti

(1.8)

2 . . .
(M0 (9o2-2)1102(2)) " = (901 92-2) § (9022 2) = 591920 2)s 2 €.

Asocijativnost mnozenja dokazuje jednakost

(0102) 03 = (90190905 T1or (2G5 203 (G321 (2) ) = 01 (02073) -

Lako se provjeri i da je neutralni element za mnozenje (I, 1), dok je inverz elementa o

dan sa
1

=g —]. O
g (go 7770—( 0_-12:)>

Lema 1.22. Projekcija
P : SLy(R)™ — SLy(R), P(o) := g,, (1.11)

jest epimorfizam grupa. Za svaki g € SLo(R) wvrijedi

P~ ({g}) = {(g, i(g, -)) : (9, —\/ilg, ))} (1.12)

a
Dokaz. P je o¢ito homomorfizam grupa. Neka je g = (
c

2) € SLy(R). Definiramo
n := 1/7(g, -). n je holomorfna funkcija na H. Naime, ako je ¢ = 0, n je konstantna
funkcija; ako ¢ # 0, slika funkcije j(g, - ) sadrzana je u skupu C \ R, na kojem je funkcija
v/+ holomorfna. Jasno je i da je n* = j(g, - ), pa su (¢g,m) i (g,—n) (razli¢iti, s obzirom
da funkcija j(g, - ), pa onda ni funkcija n, nije nulfunkcija, Stovise uopée nema nultocaka)
elementi grupe SLy(R)™~ u vlaknu P~1({g}). Posebno, P je surjekcija.

Da bismo dokazali (1.12), trebamo jos dokazati da nijedno vlakno epimorfizma P nema
vise od 2 elementa. Kako su za epimorfizme grupa sva vlakna istog kardinaliteta, dovoljno
je provjeriti da je

PU({LY) = (1, 1), (I, 1)}, (1.13)
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1.2. Metaplekticka grupa

Za svaku n € Hol(H) vrijedi niz ekvivalencija

([2’77) S SL?(R)N A 772 = j(IQv ) =1

pri ¢emu zadnja ekvivalencija vrijedi jer je n neprekidna funkcija s povezanom domenom

pa ima diskretnu sliku ako i samo ako je konstantna. (1.13) slijedi. [

Iz Leme je 1.22 jasno da je

o = (9o, M0())

bijekcija izmedu SLy(R)™ i odgovarajuéeg podskupa od SLy(R) x C*; u nastavku ¢emo je
radi jednostavnijeg zapisa elemenata grupe SLy(IR)™ koristiti kao identifikaciju.

Definiramo topologiju i glatku strukturu na SLy(R)™ zahtjevom da bijekcija Z : R X
]R>0 X ]R/47TZ — SLQ(R)N,

1 3 t —sint)
et (1) () ) (008 ) oo
Y2 sin cos
1 =z y% cost —sint _1 ot
= 7y 462 )
1 Y- sint cost

bude difeomorfizam s produkta Liejevih grupa (R, +) x (Rs, - ) X (R/47Z, +) na SLy(R)™.
Time SLy(R)™ postaje glatka mnogostrukost s globalnom glatkom parametrizacijom Z :
R x Rog x R — SLy(R)™,

N

koju zovemo Iwasawinom parametrizacijom grupe SLy(R)~. Karte (U,,Z '), r € R,

gdje je

Ur:=Z(R x Rsg X |r,r + 27[), (1.16)
Z. = ‘R X Rsg X |r,r+ 27 — U, (1.17)

RXRsoX]r,r+2m]

¢ine glatki atlas za SLo(R)™.
Faktore u produktu na desnoj strani jednakosti (1.14) oznac¢imo, slijeva nadesno, sa

Ny, ay 1 ke Lako se vidi da je centar Z (SLo(R)™) grupe SLy(R)™ dan sa
Z (SLy(R)™) = P~ ({*1L2}) = {knr : n € Z} = (Z/AZ,+).
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Poglavlje 1. Osnove

Sjetimo se sad standardne definicije Liejeve grupe:

Definicija 1.23. Liejeva grupa je grupa G koja je ujedno glatka mnogostrukost takva

da su mnoZenje i invertiranje glatka preslikavanja G X G — G odnosno G — G.

Propozicija 1.24. S upravo definiranom topologijom i glatkom strukturom grupa SLo(R)™

je Liejeva grupa.
U dokazu ¢emo Propozicije 1.24 koristiti sljedeéu poznatu lemu [25, Problem 7-3].

Lema 1.25. Neka je G grupa koja je ujedno glatka mnogostrukost takva da je mnoZenje

u G glatko preslikavanje G x G — G. Tada je G Liejeva grupa.

Dokaz. Potrebno je dokazati da je invertiranje u G glatko. Definiramo F': Gx G — G X G,

F(g,h) = (g,9h).

F je glatka bijekcija s inverzom F~': G x G — G x G,
F~Y(g,h) = (9.97"h).

Invertiranje u G je kompozicija triju preslikavanja: (glatke) inkluzije (-,1g) : G — G X G,
preslikavanja F~! i (glatke) projekcije G x G — G, (g, h) — h. Dakle, da bismo dokazali
da je invertiranje u G' glatko, dovoljno je dokazati da je F' difeomorfizam.

Kako je F' glatka bijekcija, po Globalnom je teoremu o rangu [25, Teorem 4.14.(c)]
dovoljno dokazati da je F' konstantnog ranga. Kako je mnozenje u G glatko, za svaki su
(z,y) € G x G preslikavanja L, ,, R, : G x G = G x G,

Lqyy(g, ) = (vg,7hy), Ryy(g,h) == (zg, hy),

difeomorfizmi. Uz to, vrijedi
LyyoF =FoR,,,

odakle uzimanjem diferencijala lijeve i desne strane u 1y dobivamo

d (L:E,y) odlg, o = dFzy od (Rx,y) (1.18)

laxa lexa *

S obzirom da su L, , i R,,, difeomorfizmi, operatori d (L) id(Ryy),,, . sulinearni

laxa
izomorfizmi pa iz (1.18) vidimo da su operatori dFi, , i dF,, , istog ranga. Dakle, F je

konstantnog ranga. []

Dokaz Propozicije 1.24. Po Lemi 1.25 trebamo dokazati samo da je mnozenje m : SLy(R)™ x
SLy(R)™ — SLo(R)™, m(oq, 09) := 0109, glatko. Dovoljno je dokazati da je preslikavanje

m:=Z 'omo(ZxZI): (R xRsgxR/47Z) x (R x Rsg x R/47Z) — R x Ry x R/47Z
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glatko.
Lako se vidi da je
Z0) = R(90-1),9(go.1),2arg (ny(i)) + 477Z) , o € SLy(R)™~, (1.19)
pa, uz definiciju € : R — {0, 1},

0, akojete|—m n|+4nZ,
£(t) == et €l=mml (1.20)
1, ako jet € |m, 3n| + 4nZ,

za sve (z1,y1,t1 + 47Z), (x9, Y2, ta + 47Z) € R x Ryg x R/47Z imamo

m(xy, Y1, 0 + 472, 19, Y2, to + ATZ)
=7 (I(x17y17t1 +4A7Z) (w2, 2,12 + 47TZ))

1 1

_ 7 1 = Yi cost; —sint; 1 x9 Ys costy —sints

= 1 1 s
1 Y, 2 sint; cost; 1 Yo 2 sints costs

1 _1
(—1)=t)y, 4\/cos t1 + (29 + 1yo) sinty yy 4el?>

= (z,y,t + 4nZ),

gdje je po (1.19)

1
1 x 2 cost; —sint
T +iy = ! vi 1 . ! ! (xo +iys),
1 Yy 2 sint; cost;

t =2me(ty) + to + arg (costy + (wqg + iyz) sinty) .
Odavde vidimo da je m glatko na skupu
S = (R x Rsg x (|-, 7+ 27Z) /47Z) x (R x Rso x R/47Z).

Naime, funkcije x i y su ocito glatke na cijeloj domeni od m. Nadalje, preslikavanje
(1, Y1, 01 +ATZL, x9, Y2, ta+4TZ) — costy+(x2+iys) sin t; na S poprima vrijednosti u skupu
C\R<y, na kojem je funkcija arg glatka, a preslikavanje (x1, y1, t1 +47Z, T2, Yo, to+47Z) +—
£(t1) je konstantno na svakoj komponenti povezanosti od S. Odavde je jasno da je i

preslikavanje ¢t glatko na S.

Sjetimo se sad da je k, = (—1I5,1) € Z (SLy(R)™) i da je k' = k_, pa imamo

Z(xy, 41, t1 +47Z) L(xg, Yo, ta + 4ATZ)
= (I(xl, Y1, t1 + 47TZ)/€W) (I(@, Yo, to + 47TZ)I{_7T)
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=TZ(x1,y1,t1 + 1+ 4A7Z) L (22, Yo, to — ™ + AT7Z).
Primjenom Z ! na ovu jednakost dobivamo relaciju
m(zy,y1,t; + 4772, ko, ya, to + A7Z) = m(x1, 1,01 + 7 + 4L, X9, Yo, to — ™ + ATZ),
koja u kombinaciji s glatko¢om od m na S povlaci da je m glatko i na skupu
T := (R x Ryg x (|0, 27] + 27Z) /47Z) x (R x Ry x R/47Z).
Kako je S UT domena od m, ovime je dokaz zavrsen. O
Lema 1.26. Licjeva grupa SLy(R)™ je povezana.

Dokaz. Jasno iz povezanosti domene njezine globalne glatke parametrizacije Z. O

Definicija 1.27 ([25, str. 91]). Neka su S i S povezane glatke mnogostrukosti. Glatko
surjektivno preslikavanje 7 : S — S sa svojstvom da svaki p € S ima otvorenu okolinu U
takvu da 7 svaku komponentu povezanosti od 7= (U) preslikava difeomorfno na U zovemo
glatkim natkrivanjem. Sva vilakna glatkog natkrivanja © imaju isti kardinalitet, koji

zovemo stupnjem natkrivanja .

Definicija 1.28. Neka su G i G povezane Liejeve grupe. Ako postoji homomorfizam
grupa ™ : G — G koji je ujedno glatko natkrivanje stupnja k € Z-q, kaZfemo da je w
natkrivajuéi homomorfizam G—G stupnja k i da je G natkrivajuéa grupa od

G stupnja k.

Sljedeca propozicija pokazuje da je projekcija P natkrivajuéi homomorfizam SLy(R)™ —
SLo(R) stupnja 2. U njenom ¢emo dokazu koristiti Iwasawinu parametrizaciju Z :
R x R5p x R — SLy(R) grupe SLy(R) definiranu formulom

7( 9 1 =z y% cost —sint (1.21)
x,y,t) == 1 .
=\ 1 Yy 2 sint cost

i glatki atlas {(QT,LTI) T € R} za SLo(R) zadan sa

U, =Z(R xR0 x]r,r+27(),

N
i
N

T R X Rog x|r,r+27[— U,.

RXRxoX]r,r+27|
(Usp. (L.15) — (1.17).)

Propozicija 1.29. Projekcija P je natkrivajuéi homomorfizam SLy(R)™ — SLy(R) stup-
nja 2.
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Dokaz. Bududi da su SLy(R)™ i SLy(R) povezane Liejeve grupe (vidi Lemu 1.26), a P je
epimorfizam grupa ¢ije je svako vlakno kardinaliteta 2 (Lema 1.22), dovoljno je dokazati da,
za proizvoljan r € R projekcija P svaku komponentu povezanosti od P~! (U,.) preslikava,
difeomorfno na U,.

Ocito su komponente povezanosti od P~ (U,) skupovi U, i U, 42, (vidi (1.16)). Res-
trikcije P| U, - U, 1 P
od P

: Upyor — U, su difeomorfizmi s obzirom da je prikaz

Ur r427

: U, — U, u koordinatama induciranim glatkim kartama (U,,Z, ') i (Q L, 1)

Ur
identiteta, kao i prikaz od P

U : Upy2r — U, u koordinatama induciranim glatkim
421

kartama (UHQW, Tjrl%) i (QT,Z;J}Qﬂ). ]

Dakle, Liejeva grupa SLy(R)™ je natkrivajuc¢a grupa od SLs(R) stupnja 2 — tzv. meta-
plekticki natkriva¢ grupe SLy(R) ili krace metaplekticka grupa. Definiramo njeno

glatko lijevo djelovanje na H formulom

0.2 1= (5.2, o € SLy(R)™, z € H.

1.2.3 Iwasawina dekompozicija

Dobro je poznato da su

cost —sint
K=<k = . teR
sint cost

zatvorene Liejeve podgrupe grupe SLy(R) i da je preslikavanje N x A x K — SLy(R),
(n,a, k) — nak,

difeomorfizam koji definira Iwasawinu dekompoziciju grupe SL;(R). Pomocu Iwa-
sawine dekompozicije lako se vidi da je K maksimalna kompaktna podgrupa od SLy(R).

U ovom potpoglavlju dokazujemo analogne rezultate o grupi SLy(R)™.
Propozicija 1.30 (Iwasawina dekompozicija metaplekticke grupe).
(i) Sljedeci su podskupovi zatvorene Liejeve podgrupe od SLo(R)™:

N :={n, :z € R}, A:={a, :y € Ry}, K:={r:teR}. (1.22)
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(ii) Preslikavanja

Z,: (R,+) —N, Zi(x) :=ny,,
IQ : (R>07 ) — A, Ig(y) =y,
1-3 : (R/47TZ, +)—>K, Ig(t+47TZ) = Ky,

jesu izomorfizmi Liejevih grupa.
(iii) Preslikavanje ® : N x A x K — SLy(R)™,
® (n,a, k) := nak,
jest difeomorfizam.

Dokaz. (i) Podgrupe N, A i K su zatvorene u SLy(R)™ kao slike zatvorenih podskupova
(Rx {1} x {0}, {0} x Ry x {0} odnosno {0} x {1} x R/47Z) direktnog produkta Liejevih
grupa R x Ryy x R/47Z po difeomorfizmu Z.

(ii) Z1, Z5 i Z3 su ocito bijekcije, i to glatke (svaka je od njih kompozicija kanonskog
ulaganja jedne od Liejevih grupa (R, +), (Rso, -) i (R/47Z,+) u njihov direktni produkt
i difeomorfizma Z). Lako se provjeri da je svaka od njih i homomorfizam grupa: za Z3 to

slijedi iz raspisa
Ts(t +4772) Is(s + AnZ) = Kiks
= (Kutis M, (o)1, (7))
= (s M (00, (0))
- (ﬁt—l—s? ezéezg)

= Kt+s
=Z3((t +472Z) + (s + 4nZ)), s,t € R,

a provjera za L1 i Iy jos je jednostavnija. Kako je svaki homomorfizam Liejevih grupa
konstantnog ranga [25, Teorem 7.5], po Globalnom teoremu o rangu [25, Teorem 4.14.(c)]
slijedi da su Zy, Z i Z3 izomorfizmi Liejevih grupa.

(iii) Definiramo ¢ : N x A x K — R x Ry¢ x R/47Z,
¢ (nx? Ay, 'Lit) = (.Z’, Yy, t+ 47TZ) :

Iz (ii) slijedi da je ¢ izomorfizam Liejevih grupa pa je, s obzirom da je Z difeomorfizam, i

kompozicija ® = Z o ¢ difeomorfizam. O]

Propozicija 1.31. K je maksimalna kompakina podgrupa od SLs(R)~. Njen unitarni
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dual sastoji se od karaktera x, : K — C*, n € %Z, definiranih sa
Xn(Ke) = e teR.

Dokaz. Kompaktnost i tvrdnja o unitarnom dualu grupe K slijede iz ¢injenice da je po
Propoziciji 1.30.(ii) K posredstvom izomorfizma Z; ' izomorfna kompaktnoj Liejevoj grupi
(R/47Z,+), ¢iji unitarni dual ¢ine karakteri

1

t+ 477 — et n e §Z.

Preostaje dokazati tvrdnju o maksimalnosti, tj. dokazati da za kompaktnu podgrupu
C' grupe SLy(R)™ vrijedi:
COK = C(CCK.

Ako je C' kompaktna podgrupa grupe SLy(R)~ i C O K, tada je P(C'), s obzirom da je P
neprekidan homomorfizam grupa, kompaktna podgrupa grupe SLy(R), i P(C) 2 P (K) =
K, pa je, s obzirom da je K maksimalna kompaktna podgrupa grupe SLy(R), P(C) = K,
dakle C C P7Y(K) =K.

U

Definicija 1.32. Neka su f : SLo(R)™ — C in € 3Z. KaZemo da se [ transformira

zdesna kao Yy, ako vrijedi
flor) = f(o) xn(K), k€ K, o€ SLy(R)™.
KazZemo da se [ transformira slijeva kao x, ako vrijedi

f(ko) = xn(K) f(o), k€ K, o€ SLy(R)™.

1.2.4 Lijevoinvarijantni diferencijalni operatori

U ovom odjeljku definiramo istaknute elemente iz U (Lie (SL2(R)™).) i dokazujemo formule
u Iwasawinim koordinatama za njihovo djelovanje kao lijevoinvarijantnih diferencijalnih
operatora na C* (SLy(R)™).

Oznac¢imo sa P, homomorfizam Liejevih algebri Lie (SLy(R)™~) — Lie (SL2(R)) induci-
ran natkrivajuéim homomorfizmom P : SLy(R)~ — SLy(R). P, svakom lijevoinvarijant-
nom vektorskom polju X na SLy(R)™ pridruzuje jedinstveno lijevoinvarijantno vektorsko

polje P.X na SLy(R) koje zadovoljava

(P.X - dPlsL2<R>~ Nigry @~

) sty ()

ili ekvivalentno

(PX)foP=X(foP),  feC™(SLy(R)). (1.23)
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Lema 1.33. Neka sum € Z~o @ Xi,...,X,, € Lie (SLy(R)™). Neka su

ol (£ o
X Xufol= Y o peor L@y, 12
jal<m
P*(XI)P*(Xm)fol: Z baW7 fE COO<SL2(R))7
la|<m

gdje su ay,b, € C® (R x Ryg X R), prikazi lijevoinvarijantnih diferencijalnih operatora
Xy X 1 Po(X1) - -+ Po(X,n) w Iwasawinim koordinatama za SLa(R)™ odnosno za SLa(R).
Tada je

(o = bq, la| < m.

Dokaz. S obzirom da je Z = P oZ, za svaku f € C*° (SLy(R)) imamo

PX)P.(Xa) - Pu(X)f oL = PAX)) (Pu(Xa) - Pu(X,)f) 0 PoT

(1.23)

= X1 X, (foP)oZ

(1.24) ol (foPoT)
N Z o ox®

laf<m

N dlel (f o Z)
= Z aaT. ]

laj<m

Kako je P lokalni difeomorfizam, P, je izomorfizam Liejevih algebri Lie (SLy(R)™) —

Lie (SL2(R)), $to nam omogucuje da identificiramo Liejeve algebre
Lie (SLy(R)™) Z Lie (SLy(R)) = sk(R).

Ova se identifikacija realnih Liejevih algebri na jedinstven nacin prosiruje do identifikacije

univerzalnih omotackih algebri njihovih kompleksifikacija:
U (Lie (SL2(R)™)¢) = U (Lie(SL2(R))c) = U (sl2(C)) .

Lemu 1.33 sada mozemo ekvivalentno zapisati na sljedeé¢i koristan nacin:

Propozicija 1.34. Neka je u € U(sly(C)). Tada su prikazi v lwasawinim koordinatama
odgovarajuceg lijevoinvarijantnog diferencijalnog operatora na C* (SLy(R)™) @ onog na
C* (SLy(R)) jednaksi.

U nastavku ¢emo pomocu gornjih rezultata definirati neke istaknute elemente alge-
bre U (Lie (SLa(R)™)) i odrediti formule u Iwasawinim koordinatama za odgovarajuce

lijevoinvarijantne diferencijalne operatore na C* (SLy(R)™).
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1.2. Metaplekticka grupa

Matrice - (1 _1)7 :< 1)’ fi= (1 )

za 5ly(C): vrijede komutacijske relacije

e, f1=h, [h, €] = 2e, [h, f1 = =21,
[nﬂn‘} = k°, {k:o,nJ“] =2n"t, {k",n_} =—-2n". (1.25)

Definiramo Casimirov element C € U(sl(C)) sa

1
C:= §h2+ef—|—f€
1
= ()’ +ntn +nnt

(k°)? — k° 4+ 2nn~ (1.26)

N~ —DNo

(k°) + k° +2n"n*. (1.27)

Dobro je poznato da je C[C] centar algebre U (sl3(C)).

Korolar 1.35. Djelovanje elemenata k°, nt, n=, C € U(sly(C)) kao lijevoinvarijantnih di-
ferencijalnih operatora na C*°(SLy(R)) ¢ na C* (SLy(R)™) u Twasawinim je koordinatama

dano formulama:

K =i (1.28)
(0 0 o O
'I’L+ = Y:ye_mt (ax — Zay> —|— %6_2#&, (129)
(0 0 T o O
— _ __pop2it [ S ) S
n- = —iye <8x+28y> 5 B (1.50)
0? 0? 0?
_ 2
C =2y (8352 + ay2> + 25 (1.31)

Dokaz. Rezultat za grupu SLs(R) dobiva se elementarnim racunom koriste¢i ¢injenicu
da je njena eksponencijalna funkcija matricni eksponencijal (vidi npr. [24]). Rezultat za

grupu SLy(R)™ tada slijedi primjenom Propozicije 1.34. O
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1.2.5 Haarova mjera

U ovom potpoglavlju dokazujemo formulu u Iwasawinim koordinatama za Haarovu mjeru

na SLo(R)™. Sljedec¢a je propozicija dobro poznata (vidi npr. [28, §1.4]).

Propozicija 1.36. Radonova mjera vy na ‘H zadana relacijom

[ ran=[" [ rarin®E recn,

jest SLy(R)-invarijantna.
Sljedeéi je teorem poseban slucaj teorema [18, Teorem 8.36].

Teorem 1.37. Neka je G unimodularna Liejeva grupa s Haarovom mjerom ug i neka
je H zatvorena unimodularna podgrupa od G s Haarovom mgjerom ug. Tada na lokalno
kompaktnom Hausdorffovu prostoru G/H postoji do na multiplikativnu konstantu jedins-
tvena netrivijalna G-invarijantna Radonova mjera pug,p. Pogodno normalizirana, pan

zadovoljava
[ gan= [ ([, #am) dun() duciu(ob). £ € CLO).

Kao povezana poluprosta Liejeva grupa, SLs(R)™ je unimodularna [18, Korolar 8.30.(b)].

I njena podgrupa K je unimodularna, s Haarovom mjerom

fhﬁéfdmﬁz424“fmgﬁ, feCK). (1.32)

Propozicija 1.38. Radonova mjera na SLs(R)™ zadana formulom

1 47 ) N
/SLQ(R)N [ dpsr,my~ = ﬂ/o /H f(ngayre) doy(x +iy)dt, fe C.(SLa(R)™), (1.33)

jest Haarova mjera na SLy(R)™.

Dokaz. Radonova mjera jisr,m)~/x na SLy(R)~/K zadana formulom
d N::/ a,K) d ), feC.(SLy(R)~/K), (1.34
/SLQ(R)N/Kf psLoy~/i = [ (naayK) doy(z +iy),  f € Ce(SL(R)7/K),  (1.34)

ocito je netrivijalna i (zbog SLo(R)-invarijantnosti mjere vy;) SLo(R)™~-invarijantna. Dakle,

po Teoremu 1.37 Radonova mjera p na SLy(R)™ zadana formulom

Lo Fme= [ ([ fom) duic)) dusuar i (0K) . € Co(SLa(R)).

jest Haarova mjera na SLy(R)™. Uvrstavanjem (1.32) i (1.34) u ovu formulu vidimo da je

[ = USLy(R)~- L
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Analogno se moze dokazati poznata SLy(R)-varijanta Propozicije 1.38:

Propozicija 1.39. Radonova mjera na SLy(R) zadana formulom

2T
/SLQ(R) J dpsiam) = 27?/ / f(ngayk,) doy(z +iy) dt,  f € C.(SL2(R)),

jest Haarova mjera na SLy(R).

1.2.6 Cartanova dekompozicija

U ovom odjeljku definiramo Cartanovu dekompoziciju grupe SLs(R)™ i dokazujemo for-

mulu u Cartanovim koordinatama za Haarovu mjeru pisr, g~ -

t
A+ = {ht = (6 t) :te R>Q} - SLQ(R),
e

K x A+ x K — SLQ(R), (k:l,a, k’g) — k?l(lkg,

Uz oznaku

preslikavanje

zove se Cartanova dekompozicija grupe SLy(R). Njegova je slika SLy(R)\ K, a vlakno

elementa kjaky jest

{(mkl, a, m’lkz) tm € Z(SLQ(R))}

(vidi npr. [24, str. 139]). Odavde lako slijedi, uz oznake

t
e ((e —t) 763) € SL(R)™,  t € Ry, (1.35)
€

+ = {ht ot - R>0} g SLQ(R>N7

sljedeca lema.

Lema 1.40. Slika preslikavanja
K x A" x K — SLy(R)", (k1,a, ko) — kyaks, (1.36)
jest SLo(R)™ \ K, a vlakno elementa kiaks jest
{(m/ﬁ, a, m’1k2> :méeZ (SLQ(R)N)} .

Preslikavanje (1.36) zovemo Cartanovom dekompozicijom grupe SLy(R)™.

Lema 1.41. Za svaku f € C. (SLy(R)™) vrijedi

4 47
/ [ dpisiaey- / / / £ (0, herg,) sinh(2¢) 6, dt dbs. (1.37)
SLQ( 471—
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Dokaz. Elementaran racun pokazuje da za o = nzayks = kg, hykg, € SLo(R)™ vrijedi

(e —1)sin6; cosby +ie*  sinh (2t)sin(20;) +

et sin? 0 + cos? 6; ~ cosh(2t) — sinh(2t) cos(26;)’

1 e _ ;
Yy 2e”’ = (@et sin@; + e " cos 01> et

T +1y

odakle je jasno da je

or oy os
00, 00y 7 00y
pa je
Op,x O Og,x
Op,x O
T (0r,t,05) := |00,y Oy Do,y| = 80 at
Op, 5 Ors  Op,s 0y Y
_|2y?sinh(2t) (cos(261) cosh(2t) — sinh(2t)) 21 sin(26,)
B —2y? sinh(2t) sin(26;) 2y? (cosh(2t) cos(20;) — sinh(2t))
= 4y*sinh(2t). (1.38)

Posebno, J ne iScezava ni u jednoj tocki (01,t,05) € R x Ryy x R pa je po Teoremu o

inverznoj funkciji preslikavanje

(017 t: 92) = (fE, Y, t)

lokalni difeomorfizam R x Ryg x R —+ R x R.g x R. Sada po Teoremu o zamjeni varijabli,

koriste¢i svojstva Cartanove dekompozicije iz Leme 1.40, za sve f € C, (SLy(R)™) imamo

(1.33) 1 o
/ J dpsr,®)~ / / / f(nga,rs)y 2 de dy ds
SLa(R)~

4 4
- Z ° g / / / ’%elhtﬁeg) (917t 62)72 "-7(917 t? 62)’ del dt dez

1 47 4
e / / f (kg hikg, ) sinh(2t) db, dt dfy. H

1.2.7 Druga realizacija metaplekticke grupe

Zatvorena Liejeva podgrupa SU(1,1) grupe GL2(C) definirana je formulom

SU(1,1) := {(“ ”) € GLo(C) : [ul? — [of? = 1} .

__Z) izomorfizam Liejevih grupa SLy(R) —

1
Dobro je poznato da je konjugiranje sa (1
?

SU(1,1) i da Cayleyjeva transformacija z +— : n Z definira analiticki izomorfizam H — D.
z2+1

38



1.2. Metaplekticka grupa

Motivirani time, uvodimo oznake

C = (9c,mc) = (1 (1 _Z) ) Z+i) € GLy(C) x Hol(H),

20 \1 4 21

C=(g9c-1,n0-1) == (( ' 2) V1 — w) € GLy(C) x Hol(D)

-1 1
i definiramo C-konjugat 0 € SU(1,1) x Hol(D) elementa o € SLy(R)™ formulom
c_(,Cc . .C\._ -1
0 = (95.n5) == (909090" 1 (9o9¢-1-) No (9e-1w) o1 (w)) -

Napokon, definiramo Liejevu grupu SU(1,1)~ zahtjevom da -¢ bude izomorfizam
Liejevih grupa SLy(R)™~ — SU(1,1)~. Lako se vidi da je

SU(L, 1)~ = {a = (9, M) € SU(1,1) x Hol(D) : ny(w)* = j(go,w) za sve w € D} :
Mnozenje u SU(1, 1)~ dano je formulom

0102 = (901902,7701 (gUz'w) Noy (w))

(usp. (1.10)), dok je projekcija na prvu koordinatu natkrivajuéi homomorfizam SU(1, 1)~ —
SU(1,1) stupnja 2.

1.2.8 Treca realizacija metaplekticke grupe

Definicija 1.42. Egzaktan niz grupa i homomorfizama grupa

1 A G H 1

takav da se grupa A ulaZe u centar grupe G zovemo centralnim prosirenjem grupe H

grupom A.

Pogledajmo centralno prosirenje
1 —— {+1} —— SLy(R)™ —£— SLy(R) —— 1,
gdje je homomorfizam ¢ : {£1} — SLy(R)~ dan formulama
(1) = (I, 1), o=1):= (I, 1),
a P je projekcija definirana formulom (1.11). Fiksirajmo sekciju
6 SLa(R) > SLa(R),  6(9) 1= (9:1/ils. )
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od P. Definiramo v : SLo(R) x SLo(R) — {£1},

J(91,92.2)1/ 7 (92, )
1/’(91792) = \/ ! _2 \/ 2 ) 91792 c SL2<R)7 S H
J(91G2, 2)

Ocito je
?(g1)d(g2) = d(9192) L (V(g1, 92)) g1, 92 € SLa(R),

sto zbog asocijativnosti mnozenja u SLo(R)™ povladi da vrijedi

Y (g1, 9293) V(g2, 93) = ¥ (9192, 93) ¥ (91, G2), g1, 92, 93 € SLa(R),

dakle v je 2-kociklus grupe SLy(R) s koeficijentima u {£1} (vidi npr. [54, VII, §3, odjeljak
The Group H*(G, A)]).

Lako se provjeri:

Lema 1.43. Funkcija T : SLy(R)~ — SLo(R) x {£1},

T (9.0\/i(9.2)) = (9.0), g€ SLa(R), w e {1}

jest izomorfizam grupe SLy(R)™ na grupu SLy(R) X, {£1} definiranu kao skup SLa(R) x

{£1} s mnoZenjem
(g1, w1)(g2,w2) := (9192, wiwa2tp(g1, g2)), 91,92 € SL2(R), wi,wy € {£1}.
Prenesimo izomorfizmom 7" glatku strukturu sa SLy(R)™ na SLy(R) x4 {£1}. Time
SLo(R) x4 {£1} postaje povezana Liejeva grupa izomorfna sa SLy(R)™, a projekcija na

prvu koordinatu postaje glatki natkrivajué¢i homomorfizam stupnja 2 sa SLy(R) x,, {£1}
na SLy(R). Imamo

T(m:{((l f),1>;xeR}, T(A):{((yé y_;)ﬂ):yEIRbo}

T(K)={(k,w) : t e R, we {£l}}.

Zabiljezimo i dva jednostavna svojstva 2-kociklusa :

Lema 1.44. (a) Postoji otvorena okolina U od (I, I5) u SLy(R) x SLy(R) takva da je
v, =1
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(b) Za sve s,t, € |—m, | vrijedi

1, akojet+se]—m, ]
¢(ﬁtaﬁs) =
—1, akojet+se€|-2n,—7w|U|r,27].

Dokaz. (a) Zbog neprekidnosti funkcija (g1, g2) +— 7(91,92.7), g — j(g,7) i (g1,92) +—
J(9192, %) postoji okolina U od 1gr,®) u SLy(R) takva da za sve g1, g, € U vrijedi

{i(91,921), 7(g2.7), j(g192,1)} C arg™" <]_73T’73TD

pa je

\/j(91,92-i)\/j(92’i) €arg ' G_Q’ZD

j(91927 Z)

i posebno ¥(g1, g2) # —1; kako je ¢(g1, g2) € {*1}, slijedi (g1, g2) = 1.
(b) Slijedi direktno iz jednakosti

V(g1,92) =

w( ) \/j(ﬁtaﬁs'i)\/j(ﬁs,i) w/@ib /ez‘s Glgei%
fits Ba) = = - = = s

t,s €|—m,m. O

1.3 Fuchsove grupe

U ovom potpoglavlju dajemo pregled poznatih rezultata o djelovanju diskretnih podgrupa
grupe SLy(R) na gornju kompleksnu poluravninu #, kao i varijanti tih rezultata za
diskretne podgrupe grupe SLy(R)™.

Diskretna podgrupa I" grupe SLy(IR) zove se Fuchsova grupa. Najpoznatiji su primjeri
Fuchsovih grupa sljedeée kongruencijske podgrupe od SLy(Z):

To(N) ;_{ ¢ Z € SLo(Z) : ¢ =0 (modN)},
Fl(N)::{ ¢ Z €SLy(Z) :c=0, a=d=1 (modN)},
F(N)::{ ¢ Z €SLy(Z):b=c=0, a=d=1 (modN)},

gdje je N € Z+.
Definicija 1.45. Za g € SLy(R) \ {12} kazemo da je:
* hiperbolicki ako ima sljedeca ekvivalentna svojstva:
(a) |Trg| > 2.
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A
(b) g je konjugiran u SLo(R) matrici ( )\1) za neki \ € |[—oo, —1[U 1, +ool.

(c) g ima dvije Tealne svojstvene vrijednosti (X i A\71).

(d) g ima tocno dvije fiksne tocke u C U {oo} i obje su u OH.
* parabolicki ako ima sljedeca ekvivalentna svojstva:

(a) |Trg| =2.

(b) g je konjugiran u SLy(R) matrici

()0 ()

(¢) g ima samo jednu svojstvenu vrijednost (1 ili —1).

(d) g ima jedinstvenu fiksnu tocku v CU {oc} 7 ona je u OH.
* elipticki ako ima sljedeca ekvivalentna svojstva:

(a) |Trg| < 2.

cost —sint

(b) g je konjugiran u SLa(R) matrici
sint  cost

) za neki t € 10, 7] U |, 2.

(¢) g ima dvije svojstvene vrijednosti koje su medusobno kompleksno konjugirane
(eit ie‘it).

(d) g ima tocno dvije fiksne tocke uw C U {oo} i one su medusobno kompleksno
konjugirani elementi skupa C\ R.

Definicija 1.46. Neka je I' Fuchsova grupa.

(i) Za z € H kaZemo da je elipticka tocka za T' ako je fiksiran nekim eliptickim

elementom grupe T.

(ii) Za x € OH kaZemo da je parabolicka tocka ili kusp za I' ako je fiksiran nekim

parabolickim elementom grupe I'.

(iii) Za x € OH kaZemo da je hiperbolicka tocka za I ako je fiksiran nekim hiperbolic-

kim elementom grupe T'.

Definicija 1.47. Neka je I diskretna podgrupa od SLo(R)~. KaZemo da je z € H U OH
elipticka tocka, parabolicka tocka ili kusp, odnosno hiperbolicka tocka za I' ako
je takva za P(T).
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Neka je I' diskretna podgrupa od SLy(R) ili od SLo(R)™. Oznac¢imo
Pr := {kuspovi za I'}.
Iz [28, Korolar 1.5.5] slijedi:
Lema 1.48. Ako je I" podgrupa konacnog indeksa u T, tada je Pr» = Pp.
Iz [56, Propozicija 1.19] slijedi:
Lema 1.49. Skup eliptickih tocaka za I' nema gomiliste v H.
Nadalje, iz [28, Teorem 1.5.4.(2)] slijedi:

Lema 1.50. Neka je I' diskretna podgrupa od SLy(R)™. Neka je x € Pr. Oznacimo
I, :={y el :va=uz}. Nekajeo € SLy(R)™ takav da je 0.00 = x. Tada je

7 (SLy(R)™) 0 'Two = Z (SLa(R)™) (ny,) (1.39)
za jedinstven h € R<g.
Definiramo
H; = H U PI‘
i, zal € R>0,
U ={zeH: 3z >1}, U = U U {oo}. (1.40)

Neka je 7 jedinstvena topologija na Hj- takva da vrijedi:
* H je otvoren potprostor od Hj.

« Za xz = g.oo € Pr (gdje je g € SLo(R)), familija {g.U] : | € R.o} je baza okolina

tocke x.

(Hf, 7) je Hausdorffov prostor na koji I" djeluje neprekidno. Kvocijentni prostor I'\H}.
takoder je Hausdorffov, Stovise ima prirodnu strukturu Riemannove plohe (kompleksne
mnogostrukosti dimenzije 1). (Za detalje i dokaze vidi [28, §1.7, §1.8].)

Definicija 1.51. Fuchsova grupa I takva da je U'\H; kompaktan zove se Fuchsova

grupa prve vrste.

Teorem 1.52 ([28, Teorem 1.7.8]). Ako je I' Fuchsova grupa prve vrste, tada je broj klasa

I'-ekvivalencije eliptickih tocaka i kuspova za I' konacan.

Definicija 1.53. Neka je I' Fuchsova grupa. Fundamentalna domena za I' u H jest

povezan podskup F' C H sa sljedecim svojstvima:
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(i) F = Cly(Int F)
(i) H = Uper . F
(iti) v Int FNInt F = 0 za sve y € T\ {£1>}.

Standardnu SLo(R)-invarijantnu metriku dy; na H [28, §1.4] mozemo definirati na
sljede¢i nacin. Za z1, 29 € H, neka je C' C H kruzni luk sa sredistem na realnoj osi ili
vertikalna duzina, s rubovima z; i z5. Neka su 71,7 : [0, 1] — R glatke funkcije takve da

je 71 + 172 bijekcija [0, 1] — C. Definiramo

dy(z1,20) == /01 "Yi(t)ﬁyj‘(z)’ﬁ(tﬂ dt.

Prvi dio teorema [28, Teorem 1.6.2.] i njegov dokaz pokazuju da vrijedi:

Teorem 1.54. Neka je I' Fuchsova grupa. Neka je zg € H tocka koja nije elipticka za I
Tada je skup
F:={zeH: dy(z 2) < dy(z,v.20) 2za svey €'}

fundamentalna domena za I' uw H, s interiorom
Int F={z¢eH:dyz 2) < du(z,7.20) za svey € ' \{£L}}.

Korolar 1.55. Neka suT', zg i F kao u Teoremu 1.54, i oznacimo OF := Cly F \ Int F.
Tada je vy (OF) = 0.

Dokaz. 1z Teorema 1.54 vidimo da je OF sadrzan u uniji skupova
C,:={zeH:d(zz2)=d(z,7.20)}, v e\ {£L}.

Po [28, Korolar 1.4.2.(2) i Lema 1.4.1.(1)] svaki je C., dio kruznice ili pravca pa je vy (C,) =

0. Primjenom o-subaditivnosti mjere vy slijedi vy (OF) = 0. O

Teorem 1.56 (Siegel, [28, Teorem 1.9.1]). Neka je I' Fuchsova grupa. Tada je I' prve

vrste ako i samo ako za fundamentalnu domenu F iz Teorema 1.5} vrijedi vy (F) < 00.

Primjer 1.57. Svaka podgrupa I" konacnog indeksa u SLy(Z) Fuchsova je grupa prve

vrste i zadovoljava Pr = Q U {oo}.

1.4 Fundamentalne domene i mjere na kvocijentnim

prostorima

Cilj je ovog potpoglavlja definirati Radonove mjere na kvocijentnim prostorima I'\H
i ["\SLy(R) odnosno I'\SLy(R)™, gdje je I' diskretna podgrupa od SLy(R) odnosno od
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SLy(R)™. Teorija koju u ovom poglavlju izlazemo dobro je poznata, ali je zbog nedostatka

prikladne reference razvijamo s detaljnim dokazima.

1.4.1 Osnovni rezultati

Neka je M topoloska mnogostrukost, tj. Hausdorffov prostor koji zadovoljava drugi aksiom
prebrojivosti i lokalno je homeomorfan sa R™ za neki m € Zso. Neka je I' prebrojiva
diskretna grupa. Neka je zadano neprekidno lijevo djelovanje 6 : I'x M — M, (v, z) — 7z,
grupe I' na M. Oznac¢imo sa 7 kvocijentno preslikavanje M — ['\M. Po [25, Lema 21.1]

7 je otvoreno preslikavanje.

Lema 1.58. Neka je C C T'\M kompaktan. Tada postoji kompaktan skup Co C M takav
da je C C w(Cy).

Dokaz. Neka je U otvoren pokrivac¢ za M sastavljen od relativno kompaktnih skupova.
Kako je 7 surjektivno i otvoreno preslikavanje, {m(U) : U € U} je otvoren pokrivac za
'\ M pa, s obzirom da je C' kompaktan podskup od I'\ M, postojen € Z~oiUy,..., U, €U
takvi da je C' C Uj_, 7(U;). Skup Cy := Uj_, Clys U; ocito ima trazena svojstva. ]

Kazemo da je djelovanje 6 slobodno ako je za svaki v € I' stabilizator I', :=
{y €T': vz ==z} jednak {Ir}. Kazemo da je djelovanje § pravo (engl. proper) ako za
svaki kompaktan C' C M vrijedi

#{yel :7vCNC #D} < oo.

Po [25, Propozicija 21.5.(a)<(c)] nasa je definicija pravog djelovanja poseban sluéaj

definicije pravog djelovanja iz [25, §21]. Sljedeéa lema slijedi iz [25, Lema 21.11].

Lema 1.59. Pretpostavimo da je djelovanje 6 slobodno. Tada je 6 pravo ako i samo ako

ima sljedeca dva svojstva:

(a) Svakixz € M ima otvorenu okolinu U, takvu da za sve v € I'\{1r} vrijedi yU,NU, =
0.

(b) Ako su x,x’ € M medusobno I'-neekvivalentni, tada postoje otvorene okoline V' od
x 1 V' odx' uM takve da je TV NTV' = 0.

Lema 1.60. Pretpostavimo da je 8 pravo i slobodno. Tada je s kvocijentnom topologijom
[\ M topoloska mnogostrukost dimenzije dim M, a w: M — I'\M je lokalni homeomorfi-

zZam.

Dokaz. Kvocijentni prostor '\ M zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti s obzirom da

ga zadovoljava M i da m kao otvoreno kvocijentno preslikavanje svaku bazu topologije
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prostora M preslikava u bazu topologije prostora I'\ M. Nadalje, svojstvo (b) iz Leme
1.59 ocito je ekvivalentno s hausdorffovoséu prostora I'\ M.

Da bismo dokazali da je M lokalno homeomorfan sa R, dovoljno je dokazati da je
kvocijentno preslikavanje 7 lokalni homeomorfizam M — I'\M. Po Lemi 1.59.(a) svaki

x € M ima otvorenu okolinu U, takvu da je W‘U : U, — m(U,) bijekcija. Kako je uz to 7

otvoreno i neprekidno, m

. je zapravo homeomorfizam. Time je tvrdnja dokazana. [

Lema 1.61. Pretpostavimo da je 6 pravo i slobodno. Za svaku f € C.(M) definiramo
fr:T\M — C formulom

fr(Tz) == > f(yx), r e M. (1.41)

yel

Preslikavangje f — fr je dobro definirana surjekcija Co(M) — C.(I'\M).

Dokaz. Ovaj je dokaz dobiven prilagodbom dokaza Leme [58, Lema B.33].
Neka je f € C.(M). Primijetimo da je za svaki kompaktan C' C M

#{veTl: f(yr) #0 zaneki v € C'} < o0,
naime

{veT: f(yx) #0zanekiz € C} C {y el :~vCNsupp f # 0}
C{y el :y(CuUsupp f)N(CUsupp f) # 0},

a zadnji je skup konacan jer je € pravo. Dakle, desna strana jednakosti (1.41) definira
neprekidnu funkciju na svakom kompaktu C' C M. Kako je M lokalno kompaktan te je
projekcija M — T'\ M lokalni homeomorfizam, slijedi da je fr dobro definirana funkcija iz
C(I\M). Ocito je i supp fr C w(supp f) pa je fr € C.(T'\M).

Preostaje dokazati surjektivnost preslikavanja f — fr. Neka je g € C. (I'\M). Kon-
struirat ¢emo h € C.(M) takvu da je hr = g. Primjenom Leme 1.58 odaberimo kompaktan
Co C M takav da je supp g C 7(Cy), tj. 7~ (supp g) C I'Cy. Primjenom Urysohnove Leme
[8, Lema 4.32] odaberimo n € C.(M), n(M) C [0, 1], takvu da je 7]’00 = 1. Po prvom je
dijelu dokaza nr dobro definirana funkcija iz C.(I'\M) i vrijedi nr(M) C R>q pa je dobro
definirana funkcija h : M — C,

n(@)
h(z) = { mr(Tz)
0, ako je np(I'z) = 0.

g(Tz), ako je nr(T) > 0,

h je o¢ito neprekidna na otvorenom skupu Uy := {z € M : np(I'z) > 0} D I'Cy i i8Cezava
na otvorenom skupu Uy := M \ 7! (supp g) 2 M\I'Cy. Kako je U; U U, = M, slijedi da
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je h € C(M). Uz to je ocito supph C suppn pa je h € C.(M). Lako se provjeri da je
hp =4d. ]

Borel-izmjeriv podskup F' C M koji sadrzi tocno po jedan element svake orbite djelo-

vanja # zovemo strogom fundamentalnom domenom za I' u M.
Lema 1.62. Pretpostavimo da je 6 pravo i slobodno. Tada vrijedi:

(i) Postoji otvoren pokrivac {V, }nez., 2a M takav da je

anﬂvn:& ’761_‘\{11"}7 n€Z>O~

(ii) Neka su A C B Borel-izmjerivi podskupovi od M sa svojstvima:

cI'B=M
« YANA=0, yeT\{lr}.

Tada postoji stroga fundamentalna domena F za I' u M takva da je AC F C B.

Dokaz. (i) Po Lemi 1.59.(a) svaki x € M ima otvorenu okolinu U, takvu da za sve
v € T\{1p} vrijedi vU, N U, = 0. Familija {U,}.en je otvoren pokriva¢ za M pa, s
obzirom da M zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, ima prebrojiv potpokrivac, koji
ocCito ima trazeno svojstvo.

(ii) Neka je {V,}nez., otvoren pokrivac¢ za M iz (i). Induktivno definiramo niz

(Fn)nezs, podskupova od M:

F() = A,
Fn+l = Vn—l—l N (B\ U FF]) s n € ZZO'
§=0
Ocito je
F = U F,
n=0
trazena stroga fundamentalna domena za I' u M. O]

Propozicija 1.63. Pretpostavimo da je 6 pravo i slobodno. Tada vrijedi:
(i) Ako je v I'-invarijantna Borelova mjera na M, tada je formulom
vom(4) :==v (71'_1(14) N F) : A CT'\M Borel-izmjeriv, (1.42)

gdje je F' proizvoljna stroga fundamentalna domena za I' u M, dobro definirana

Borelova mjera na T\ M.
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(ii) Ako je v I'-invarijantna Radonova mjera na M, tada je mjera vr\a iz (i) Radonova

mjera na I'\M ekvivalentno zadana zahtjevom

[ Fdve = [ f(Caydv(a),  f e CUr\M), (1.43)

gdje je F' proizvoljna stroga fundamentalna domena za I uw M, ili zahtjevom

/F » S f(y) dup (D) = /M fdv,  feC(M). (1.44)

yel’
Dokaz. (i) Ocito za fiksan izbor stroge fundamentalne domene F' za I' u M formula
vp(A) =v (ﬂ'_l(A) N F) , A CT'\M Borel-izmjeriv,

definira Borelovu mjeru vr na I'\M. Preostaje dokazati da je za stroge fundamentalne
domene Fii Fyzal ' uM

Vp, = Vp,.

Kako je I' prebrojiva i djeluje na M slobodno, M je prebrojiva disjunktna unija

M= ||vF = | |7F (1.45)

vyel’ yerl

pa za svaki Borel-izmjeriv skup A C T'\ M imamo

v (4) = v(r (AN F)

= Y v (7_177'_1(14) Ny 'F N FQ) (P-invarijantnost mjere v)

= Y v(r (A NYANE) (AT A) =7 (A), vy

dakle vy, = vp,.

(ii) Uz dodatnu pretpostavku da je v Radonova, dokazimo da je vy Radonova mjera
na kvocijentnom prostoru I'\ M. Buduéi da je I'\ M po Lemi 1.60 topoloska mnogostrukost,
pa posebno lokalno kompaktan Hausdorffov prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebro-
jivosti, po [8, Teorem 7.8] je dovoljno dokazati da za svaki kompaktan skup C' C I'\ M
vrijedi vp\y(C) < 0o. Odaberimo primjenom Leme 1.58 kompaktan skup Cy € M takav
da je 771(C) C T'Cy. Primjenom Leme 1.62.(ii) odaberimo strogu fundamentalnu domenu

Fy C Cyzal ul'Cy, azatim i strogu fundamentalnu domenu F' O Fj za ' u M. Koristec¢i
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definiciju mjere v\ i monotonost mjere v, imamo ocjenu
vrar(C) = v (7 H(C)NF) < v (DCo N F) = v(F) < v(Co),

¢ija je desna strana konacna s obzirom da je v Radonova, a C, kompaktan. Dakle,
vr\m (C) < oo.

Dokazimo (1.43). (1.42) pokazuje da jednakost (1.43) vrijedi u slucaju kad je f karak-
teristicna funkcija proizvoljnog Borel-izmjeriva podskupa od I'\M. Odatle standardnim
argumentom slijedi da jednakost (1.43) vrijedi i za sve nenegativne izmjerive funkcije f
na I\ M te za sve f € L'(T'\M), pa posebno vrijedi za sve f € C.(T'\M).

Da zahtjev (1.42) jedinstveno odreduje Radonovu mjeru vy, slijedi iz Rieszova te-
orema reprezentacije Radonovih mjera pomoc¢u pozitivnih linearnih funkcionala [8, Teorem
7.2].

Dokazimo (1.44). Neka je f € C.(M). Primjenom Leme 1.62.(ii) odaberimo strogu

fundamentalnu domenu F za I' u M. Imamo

Jydav= [ f S hrar=3 [ sav=

yel’ vel’

> [ fow)dv(@) = [ 3 () dva),
~el r F ~yel

(1.46)
pri ¢cemu drugu i zadnju jednakost opravdava Lebesgueov teorem o dominiranoj konver-
genciji: parcijalne sume reda f -3 . 1,r apsolutno dominira funkcija |f| € LY(M,v),
a parcijalne sume reda >, .p f(yz) funkcija 3 cr |f(72)|, za koju se racunom sli¢nim
gornjem vidi da je integrabilna na F. Nadalje, po Lemi 1.61 podintegralna funkcija na
desnoj strani jednakosti (1.46) pripada C.(I'\M) pa je po (1.43) desna strana u (1.46)

jednaka

/F " > fyx) dop\ar(T),

~vel

sto dokazuje (1.44).
Zahtjev (1.44) jedinstveno odreduje Radonovu mjeru vp s po Rieszovu teoremu repre-
zentacije Radonovih mjera pomoc¢u pozitivnih linearnih funkcionala, s obzirom da je po

Lemi 1.61 svaka g € C.. (I'\M) oblika g(I'z) = > < f(yz) za neku f € C.(M). O

1.4.2 Mjera na kvocijentu Liejeve grupe po diskretnoj podgrupi

Neka su GG Liejeva grupa i [' njena diskretna podgrupa. Lako se vidi da je preslikavanje
I'x G — G, (v,z) — ~x, glatko, slobodno i pravo lijevo djelovanje grupe I'" na G.
Prema tome, po Teoremu o kvocijentnoj mnogostrukosti [25, Teorem 21.10] I'\G mozemo
promatrati kao glatku mnogostrukost s jedinstvenom glatkom strukturom za koju je
kvocijentno preslikavanje 7 : G — I'\G, 7(z) := 'z, lokalni difeomorfizam. Nadalje, iz
Leme 1.61 slijedi:
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Korolar 1.64. Preslikavanje C.(G) — C.(I'\G),

f=Pef=> f(v),

vel

jest dobro definirana surjekcija.
Iz Propozicije 1.63 slijedi:

Korolar 1.65. Neka je p; lijeva Haarova mjera na G. Tada na kvocijentnoj mnogostru-

kosti '\G postoji jedinstvena Radonova mjera pp\g sa sliedecim ekvivalentnim svojstvima:

(i) Za sve Borel-izmjerive podskupove A C I'\G,

prva(A) = w (7{1(14) N F) :

gdje je F' proizvoljna stroga fundamentalna domena za I' u G.

(i) Za sve f € C.(I'\G),
[ fdurg= [ fdm.
G F

gdje je F' proizvolina stroga fundamentalna domena za I' u G.

(iii) Za sve f € C.(G),

Prfd :/d.
e rf dpr () Gf 1

Korisno je primijetiti: ako je grupa I' u Korolaru 1.65 konacna, tada lako slijedi da je
dure =117 [ fdu, € C,(T\G). 1.47
Jooo f e =07 [ Fdw, f e CAT\G) (1.47)

Uvrstavanjem u Korolar 1.65 grupe G = SLy(R)™~ s Haarovom mjerom i = psr,(r)~,
za, svaku diskretnu podgrupu I' grupe SLy(R)™ definiramo Radonovu mjeru fir\sr, gy~ na
kvocijentnoj mnogostrukosti I'\SLy(R)~. Analogno, uvrstavanjem u Korolar 1.65 grupe
G = SLy(R) s Haarovom mjerom j; = psi,(r), za svaku diskretnu podgrupu I' grupe

SLy(R) definiramo Radonovu mjeru g, ®) ha kvocijentnoj mnogostrukosti I'\SLy(R).

1.4.3 Mjera na kvocijentu I'\'’H

Neka je T" diskretna podgrupa grupe G € {SLy(R), SLy(R)~}. Lijevo je djelovanje ' x H —
H, (v, z) — .z, grupe I' na H neprekidno i po [28, Korolar 1.5.3] pravo. Iako opcenito
nije slobodno pa ne mozemo direktno primijeniti Propoziciju 1.63, u Propoziciji 1.66 ¢emo
konstruirati korisnu mjeru na kvocijentu I'\'H.

Oznacimo sa Hp skup svih tocaka z € H koje nisu elipticke za I', a sa 7 kvocijentno
preslikavanje H — I'\'H, z — I'".z. S kvocijentnom je topologijom I'\H otvoren topoloski

potprostor Riemannove plohe I'\’H}, pa je posebno topoloska mnogostrukost, i vrijedi:

50



1.4. Fundamentalne domene i mjere na kvocijentnim prostorima

Propozicija 1.66. Postoji jedinstvena Radonova mjera vr\y na I'\'H takva da za svaku

strogu, fundamentalnu domenu F za I' v H vrijedi
vp\p(A) = vy (ﬂ'_l(A) N F) , A CT'\'H Borel-izmjeriv, (1.48)

ili ekvivalentno

/F e = /F fdvw,  feC(T\H). (1.49)

Dokaz. Hp je I'-invarijantan i po Lemi 1.49 otvoren topoloski potprostor od H, na koji
grupa I'/(I' N Z(G)) djeluje neprekidno, pravo i slobodno pa po Propoziciji 1.63 postoji
jedinstvena Radonova mjera vr\xg takva da za proizvoljnu strogu fundamentalnu domenu
F° za I' u Hp vrijedi

vr\ie (A) = vy <7T_1(A) N FO) , A CT'\'Hp Borel-izmjeriv. (1.50)
Definiramo Borelovu mjeru vpyy na I'\'H formulom
vr\u(A) = vrve (AN (T\Hp)), A C I'\'H Borel-izmjeriv. (1.51)

Dokazimo da vrijedi (1.48). Za svaku strogu fundamentalnu domenu F*° za I' u Hy i

za svaki Borel-izmjeriv A C I'\H imamo

(1.51)

A) U2
UF\H( )(1,50)

w (TTHANOVHR) NF?) = vy (7 A) NHE N F°) = vy (7 1(A) N F°).

(1.52)
Kako svaka stroga fundamentalna domena za I" u H izbacivanjem (prebrojivo mnogo)
eliptickih tocaka za I" prelazi u strogu fundamentalnu domenu za I' u Hp, iz (1.52) slijedi
(1.48).

Dokazimo da je mjera vp\y Radonova. S obzirom da je I'\H topoloska mnogostrukost,
pa posebno lokalno kompaktan Hausdorffov prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebro-
jivosti, po [8, Teorem 7.8] je dovoljno dokazati da za proizvoljan kompaktan C' C T'\'H
vrijedi vp\x(C') < oo. Primjenom Leme 1.58 odaberimo kompaktan Cy C H takav da
je m71(C) C T'Cy. Primjenom Leme 1.62.(ii) odaberimo strogu fundamentalnu domenu
F? CCyzal'ul'CynHp, azatim i strogu fundamentalnu domenu F° D FY za [' u H;p.

Dakle, I'Cy N F° = F7. Sada koriste¢i monotonost mjere vy imamo

ora(©) "E gy (771(C) N F°) < uy (TG N F°) = o (F?) < vn(Co),

a desna je strana konacna jer je vy Radonova, a Cy kompaktan.
(1.49) slijedi iz (1.48) kao u dokazu jednakosti (1.43), a jedinstveno odreduje Radonovu
mjeru vr\y po Rieszovu teoremu reprezentacije Radonovih mjera pomocu pozitivnih

linearnih funkcionala [8, Teorem 7.2]. [
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Lema 1.67. Neka je I diskretna podgrupa grupe G € {SLa(R),SLo(R)~}. Neka su A C B

Borel-izmjerivi podskupovi od H sa svojstvima:
I'B=H
v ANA=0, veT\ZQG).
Tada postoji stroga fundamentalna domena F za I' u H takva da je A C F C B.

Dokaz. Djelovanje grupe I'/ (Z(G) NT') na H$ zadovoljava pretpostavke Leme 1.62 pa
primjenom Leme 1.62.(ii) mozemo odabrati strogu fundamentalnu domenu F° za I u Hp
takvu da je A C F° C BN Hp. Dodamo li joj (prebrojiv, pa Borel-izmjeriv) potpun skup
E C B predstavnika orbita eliptickih tocaka za I', dobivamo trazenu strogu fundamentalnu

domenu za I' u H. O

Za diskretnu podgrupu I' grupe G € {SLy(R), SL2(R)™}, oznacimo
er :=|I'NZ(G)|. (1.53)

Lema 1.68. Neka je I' diskretna podgrupa grupe SLo(R)™. Neka je F° stroga fundamen-

talna domena za I' uw Hy. Tada je

0° = {nxay/ﬁt cx iy e F° te [O,47r£fl [} (1.54)
stroga fundamentalna domena za djelovanje grupe I' lijevim mnoZenjem na

SLy(R)~} = {ngays : & + iy € Hp, k€ K}.

Dokaz. Dokazimo da je proizvoljan ngia,k; € SLo(R)™] (sa z +iy € Hp it € R) I-
ekvivalentan nekom elementu iz €°. Odaberimo v € ' i 2’ 4+ iy € F° takve da je
v.(x +iy) = 2’ +iy’. Ocito je ynyayky = nyayky za neke v € I' i ¢ € R. Mnozenjem
elementa v pogodnim elementom grupe Z (SLy(R)~) N T = </<a4m;1> mozemo postiéi da
vrijedi ' € [O,47r€fl {, tj. ngray Ky € 2°.

Preostaje dokazati: ako za neke x + iy, 2’ + iy € F° i t,t' € [0,47r5§1[ postoji
v € I takav da je ynyayk; = nyay ke, tada je x + iy = 2’ + iy’ i t = t'. Djelovanjem
pretpostavljene jednakosti na i dobivamo v.(z+iy) = 2’414y’ pa je nuzno x+iy = 2’ +1iy/, a
onda i~v.(zx+iy) = z+iy. Kako je x +iy € Hy, odatle slijedi da je v € Z (SLy(R)~) NI pa
Zapravo imamo n,aykyy = Naayky, dakle ky_y = v € Z (SLy(R)™)NT = {/{47“1_51:1 ‘n e Z}.
Kako su t,t' € [O, 4rep? {, slijedi t = t'. O]

Lema 1.69. Neka jeI' diskretna podgrupa grupe SLo(R)™. Tada za sve f € C. (I'\SLy(R)™)

vrijedi

1 47
d t T / / 2yki) d y) dt. 1.55
/F\SLQ(R)~ J dpirysia ) dmer Jo Jrw f(ngayky) dory(x + iy) ( )
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Dokaz. Neka su F° i Q° kao u Lemi 1.68. Dodavanjem skupu F° potpunog skupa E
predstavnika orbita eliptickih tocaka za I' dobivamo strogu fundamentalnu domenu F' za
' u H. Kako je skup F'\ F° = FE prebrojiv, vrijedi

2 (F\ F°) = 0. (1.56)

Sli¢no, stroga fundamentalna domena Q° za I' u SLy(R)~ moZe se po Lemi 1.62.(ii)

dopuniti do stroge fundamentalne domene €2 za I' u SLy(R)~. Pritom je Q\ Q° C
SLy(R)™ \ SLo(R)™}. pa je
pstyr)~ (2 Q°) = (1.57)

Sada za sve f € C. (I"'\SLy(R)™) imamo

d / d .
/F \SLa(R)~ f HT\SLo (R / HSLo(R)
(1.57)
= /Q S dpsLym)~
1.33) 1 4%61?1 .
= E/o /F f(ngayky) doy(z + iy) dt
) 1 47r51?1 ]
= E/o / f(ngayke) doy(z + iy) dt
1 er 47rl€F p p
— . + t
Amer ;sz 1)e / F(natyhie) don (v + iy)

4m
= 47T€r/ /f Nyyky) dvy (T + iy) dt

4m
2o [T F sy durda + i) .

pri ¢emu smo u petoj jednakosti iskoristili invarijantnost funkcije f na desne translacije
elementima iz Z (SLy(R)~) NI = {/@mm;l 'n € Z}. O

Potpuno analogno dokaze se SLy(R)-verzija Leme 1.69:

Lema 1.70. Neka je I' Fuchsova grupa. Tada za sve [ € C, (I'\SL2(R)) vrijedi

2
d / / )d dt. 1.58
/F\SLQ( f uF\SLQ 27T5F \H n l{t ,UF\H(:L‘ + Zy) ( )

Korolar 1.71. Neka je I' diskretna podgrupa grupe SLo(R)™. Tada je ekvivalentno:

(a) pir\sLamy~ (T\SLa(R)™) < oo.
(b) vr\u(I\H) < o0
(¢) P(T") je Fuchsova grupa prve vrste.

Za grupu I' sa svojstvima iz Korolara 1.71 kazemo da je konac¢nog kovolumena u
SLy(R)™.
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Poglavlje 1. Osnove

Dokaz Korolara 1.71. (a) < (b): O¢ito iz (1.55).

(b) = (c): Neka je F' fundamentalna domena za P(I') u H definirana u Teoremu
1.54. Kako vrijedi P(I').F =H ivy.Int FNInt FF = () za sve v € P(T") \ {£ 12}, po Lemi
1.67 postoji stroga fundamentalna domena F’ za P(I') u H takva da je Int F C F’ C F.

Imamo

Korolar 1.55 , (1.48) (b)
on(F) =vy(Int F) + vy (OF) < oy (F)+0 =" opn(I\H) < o0

pa je po Teoremu 1.56 P(I") Fuchsova grupa prve vrste.

(¢) = (b): Neka su F' i F’ kao gore. Imamo

. (c)
e MVH) "2 o (F)) <vg(F) < o O

- Teorem 1.56

Naravno, vrijedi i o¢ita SLy(R)-verzija Korolara 1.71, s analognim dokazom.
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Poglavlje 2
Reprezentacije metaplekticke grupe

Neka je g Liejeva algebra grupe SLy(R)™, a K maksimalna kompaktna podgrupa grupe
SLo(R)™ definirana sa (1.22). U ovom poglavlju konstruiramo neke familije reprezentacija

grupe SLy(R)™. Preciznije:

« U potpoglavlju 2.1 uvodimo nekoliko klasa ireducibilnih (g, K')-modula i dokazujemo

njihova svojstva koja ¢e biti vazna u kasnijim poglavljima.

« U potpoglavlju 2.2 definiramo osnovnu seriju reprezentacija grupe SLy(R)™ i opisu-

jemo infinitezimalnu strukturu reprezentacija iz osnovne serije.

» U potpoglavlju 2.3 realiziramo holomorfnu i antiholomorfnu diskretnu seriju grupe
SLy(R)™ na Hilbertovim prostorima sastavljenim od (anti)holomorfnih funkcija defi-

niranih na H odnosno na D.

2.1 Ireducibilni (g, K)-moduli

Lema 2.1. Neka je V (g, K)-modul. Neka suv € V im € 37Z. Ekvivalentno je:
(a) veV,,.
(b) k°.v =mu.

Dokaz. Ako vrijedi (a), tada imamo

° d e d
k°v = e . eXPgp, r)~ (—itk°) v = e

K v(i)zi
v dt

t=0

—imty, — mo.

t=0

Obrat je direktna posljedica upravo dokazane implikacije i ¢injenice da se po Propozicijama

1.8 1 1.31 V rastavlja u direktnu sumu
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Poglavlje 2. Reprezentacije metaplekticke grupe

svojih K-izotipi¢nih komponenata. O

Propozicija 2.2. Neka je m € Z~yU (% + Z). Tada postoji do na izomorfizam jedinstven
(g, K)-modul V' koji je kao K-modul izomorfan direktnoj sumi Diezoo Xm+2- Takav je V

ireducibilan i zadovoljava

V= Z Cumya

ZGZZO

za neku familiju (Vmyo)iczs, €V \ {0} sa sljedecim svojstvima:

(i) KVmtor = Xmt21(K)Umya, K €K, 1 € Z>o.
(11) ko.Um+Ql = (m + 2[) Umn+215 le ZZO-
(111) TL+.’Um+21 = Umaott2, L€ ZZO'

) 0, ako je | = 0,
(iv) n”Upao =
(1 —m—1)vpi2_2, akojel € Zsy.

(V) C.’Um+21 =m (% — 1) Um+21, l e Zzo.

Klasu ekvivalencije (g, K)-modula iz Propozicije 2.2 oznacavat ¢emo sa D .

Dokaz Propozicije 2.2. Pretpostavimo da je V (g, K)-modul koji je kao K-modul izomor-
fan direktnoj sumi @jez_, Xm+2- Odaberimo vy, € V,,, \ {0} i definirajmo

Uil = (n+)l Vs l € Zy. (2.1)

Dokazimo da familija (v, o) zadovoljava uvjete iz propozicije.

ZGZEO
Svojstvo (iii) je trivijalno zadovoljeno. Svojstvo (i) je po Lemi 2.1 ekvivalentno sa
svojstvom (ii), koje mozemo dokazati indukcijom po | € Zsq: kako je v,, € V,,,, zal =0
(i) vrijedi po Lemi 2.1; nadalje, ako za neki | € Zxq vrijedi k°.vp,191 = (M + 21)vy,19;, tada
jel
1.25
e R T (A [k:o, n+D Vg2l (1.25) <n+k:° + 2n+) Umtal

=(m+2+2)nT vy = (M + 20 + 2)Vp g2

Slicno se dokaze da je k°. (n”.v,) = (m — 2)n~.v,, odakle po Lemi 2.1 slijedi da je
n= .y, € V4, , =0, dakle (iv) vrijedi u slucaju kad je [ = 0. Posebno je

4+ (1.26) 1, .2 o (ii) 1,
0=2n"n".v, = C_i(k) +k°) vy, = Couyy + —gm +m) vy,
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2.1. Treducibilni (g, K)-moduli

dakle C.v,, = m (% — 1) vm. Kako je C € Z (gc), slijedi (v). Sada relaciju (iv) za [ € Z~y
dokazuje racun

N Umto =

1
m (T; — 1) — i(m +20—2)(m+ 2l)> U212

= 1(1—m—1)vpio-_2.

S obzirom da je [(1 —m — 1) # 0 za sve | € Z~y, iz ove formule slijedi da je vy, 9 # 0 za
sve | € Z~q (inace bi njena uzastopna primjena povlacila da je v,, = 0). Po (i) slijedi da
je Umiar € Vy,, 1, \ {0}, dakle V' =377 Coppar.

Time je dokazano da postoji familija (vy421);c;., € V'\ {0} koja razapinje V' i zadovo-
ljava (i) — (v). Ovo svojstvo ocito jednoznacéno odreduje klasu ekvivalencije (g, K )-modula
V', dakle V je jedinstven do na izomorfizam.

Dokazimo da je V ireducibilan. Kako je svaka njegova K-izotipicna komponenta
jednodimenzionalna, svaki je njegov (g, K)-podmodul W # 0 suma neke potfamilije tih
komponenata pa je vy, 1o, € W za neki r € Zso. Iz (iii) i (iv) slijedi da je vy, 40 € W za
svaki [ € Z>¢, dakle W = V.

Dokaz egzistencije (g, K)-modula V' dat ¢emo u potpoglavlju 2.2 njegovom konstruk-
cijom kao (g, K)-podmodula u (g, K)-modulu K-kona¢nih vektora jedne reprezentacije

grupe SLy(R)™ iz osnovne serije. O

Lema 2.3. Neka je m € ZwoqU (% - Z). Neka je V' ireducibilan (g, K)-modul takav da
postoji vy, € V' \ {0} sa svojstvima:

(a) KU = Xm(K)Vm, K€ K.

(b) Cvupp=m (m — 1) Upn -

2

Tada je V € D .

Dokaz. Bududi da C € Z(gc) djeluje skalarom m (% - 1) na v,,, djeluje istim skalarom

na cijeli U(gc).vm = V. Definiramo

l
— +
Um+21 = (TL ) U,

Vo] 1= (n_)l Dy l € Zwy.

57



Poglavlje 2. Reprezentacije metaplekticke grupe

Sli¢cno kao u dokazu Propozicije 2.2 vidi se da za sve k € K il € Z~ vrijedi:

KUm—21 = Xm—21(K) Um—a1,
(e}
k® m—gr = (m — 21) U2y,
N Um—2l = Um—21—2,

n+.vm_2[ = (m — l)(l — 1) Um—21+2-

Odatle je, primijetimo li da je posebno n*.v,_s = 0, jasno da je >z, Cvp_g pravi
(jer ne sadrzi v, € V4, \ {0}) (g, K)-podmodul od V' pa je jednak 0 s obzirom da je V'
ireducibilan. Posebno je 0 = v,,,_o» = n~.v,,. Koristeci to i argumente iz dokaza Propozicije
2.2, lako se pokaze da je (vpmy21);cz., €V \ {0} i da ta familija ima svojstva (i) — (v) iz
Propozicije 2.2, dakle W := 37,5 Cupyg je (g, K)-podmodul od V' iz klase D;,. Kako
je V ireducibilan, nuzno je V = V[}, dakle V € D}. O

Analogno Propoziciji 2.2 dokaze se:

Propozicija 2.4. Neka jem € Z_oU (% + Z). Tada postoji do na izomorfizam jedinstven
(ireducibilan) (g, K)-modul V' koji je kao K-modul izomorfan direktnoj sumi @jcz. Xm—21-

Klasu ekvivalencije (g, K)-modula iz Propozicije 2.4 oznac¢avat ¢emo sa D, .
Lako se vidi da su za svaki m € %Z>o (g, K)-moduli iz klasa D} i D~ infinitezimalno

unitarni pa po Teoremu 1.10 vrijedi:

Lema 2.5. Neka je m € %Z>0. Tada postoje do na unitarnu ekvivalenciju jedinstvene

ireducibilne unitarne reprezentacije

(WDI,LL7HD;;) ) (WD:m,HD— )

—m

grupe SLa(R)™ ¢iji (g, K)-moduli K -konacnih vektora pripadaju redom klasama D}t i D—

Iz Propozicija 2.2 i 2.4 slijedi:

Korolar 2.6. Neka je m € 5Z~¢. Neka je (m, H) unitarna reprezentacija grupe SLa(R)™.
Tada vrijedi:

(i) Ako je kao K-modul
Hk = P Xmras

lEZZO

tada je ™ unitarno ekvivalentna reprezentaciji w -+ .
m

(ii) Ako je kao K-modul
Hi = @ X—m—21;

ZGZZO

tada je ™ unitarno ekvivalentna reprezentaciji - .
—m
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2.1. Treducibilni (g, K)-moduli

Sljedeca je lema vazna za dokaz Teorema 3.24, Leme 4.7 i Teorema 6.3.

Lema 2.7. Neka su I' diskretna podgrupa od SLo(R)™ i m € %Z>0. Pretpostavimo da
o € C> (T\SLy(R)~) N L (T\SLy(R)™), ¢ # 0, ima sljedeca svojstva:

(a) ¢ se transformira zdesna kao X, .

(b) szm(%—l)go.

Tada je najmanji zatvoren SLy(R)™-invarijantan potprostor W od (rr, L? (I'\SLy(R)™))

koji sadrzi ¢ unitarno ekvivalentan reprezentaciji mp+ .
m

Dokaz. Po Lemi 1.20.(ii) prostor W je ortogonalna suma zatvorenih ireducibilnih SLo(R)™-

invarijantnih potprostora Wy, Wy, ... Wy za neki k € Z~(. Vrijedi

k
e=> ¢n za neke ¢, € W, \ {0}.
n=1
Iz (a) i (b) slijedi da za svaki n € {1,..., k} vrijedi

rr(K)@n = Xm(K)@n, k€ K,
m

rr(C)on =m <2 — 1) On,

pa su po Lemama 2.3 1 2.5 reprezentacije I¥;, unitarno ekvivalentne reprezentaciji 7+,
a funkcije ¢, pripadaju njihovim y,,-izotipi¢cnim komponentama. Sada sumiranjem po
ne{1,...,k} relacija (i) — (iv) iz Propozicije 2.2 sa vpyo = (n) n, | € Zsg, dobivamo
da iste relacije vrijede za v, 1o := (n*)l @, | € Z>g, dakle ¢ generira (g, K)-podmodul V
od Wy iz klase D;". Cly V je po Teoremu 1.9 zatvoren SLy(R)~-invarijantan potprostor
od W unitarno ekvivalentan reprezentaciji 7p+. Kako je ¢ € V, nuzno je Cly V = W.

Time je tvrdnja dokazana. O]

Struktura kona¢nodimenzionalnih (g, K')-modula opisana je sljedeé¢im dvjema propozi-

cijama koje slijede iz [15, Propozicija 1.1.12].

Propozicija 2.8. Neka je m € Zso. Tada postoji do na izomorfizam jedinstven ire-

ducibilan (g, K)-modul V' dimenzije m + 1, i kao K-modul je izomorfan direktnoj sumi

Do X—m+21-
Klasu ekvivalencije (g, K)-modula iz Propozicije 2.8 oznacavat ¢emo sa F,.

Propozicija 2.9. Svaki je konacnodimenzionalan (g, K)-modul direktna suma konacno

mnogo (g, K)-modula iz klasa F,,, m € Z>.
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Poglavlje 2. Reprezentacije metaplekticke grupe

2.2 Osnovna serija

U ovom potpoglavlju definiramo osnovnu seriju reprezentacija grupe SLo(R)™ i opisujemo

infinitezimalnu strukturu reprezentacija iz osnovne serije.

Uvedimo jos dvije oznake za zatvorene Liejeve podgrupe grupe SLo(R)™:

M = Zg(A) = P 1 ({£L}) = (kx) = Z (SLa(R)™),

e ({0 2) s o)

Lema 2.10. Modularni karakter dp, grupe Py dan je formulom
dp,(mayn) =y, meM, yeRyy, neN. (2.2)

Dokaz. Haarove mjere s, pta i oy na unimodularnim Liejevim grupama M, A i N dane

sSu sa

_ [ dy
faua = [ fa,) S fecua,
/ Fduy :/f(nw)da:, f e N).
N R

Uz to, za m,my € M, y,y1 € Ryp 12,21 € R vrijedi
(Mmaay, na, ) (mayng) = (mam) (ay, ay) (ny-12,n)

pa je produktna mjera

Hpy *= Ha X A X BN

Py-lijevoinvarijantna, dakle pp, je lijeva Haarova mjera na /) pa imamo
e, (Sp) = 0p,(p) g, (S), S C Ry Borel-izmjeriv, p € P,. (2.3)

S druge strane, za sve Borel-izmjerive skupove M; C M, A; C A, Ny C Nizasvem € M,
y€Ropin € N imamo

pp,(My Ay Nymayn) = pp, (liAlayay_lNlayn)
= par(mMy) pa(Aray) py ((aglNl%) n)
= par(My) pa(Ar) y ™ v (N)
=y tup, (M AL NY). (2.4)
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2.2. Osnovna serija

Iz (2.3) i (2.4) slijedi (2.2). 0

Neka je px normalizirana Haarova mjera na K, dakle

1 4m
J e = [ fm)d f e C(K).

Sjetimo se da su karakteri Liejeve grupe K funkcije x,, : K — C*,
—int 1
(k) =€, tER, neL
(vidi Propoziciju 1.31). Nadalje, karakteri Liejeve grupe M su funkcije 7. : M — C*|
—irt 1

Tr(ke) =€ tenZ, re {0,1,:i:2},
a karakteri Liejeve grupe A su funkcije o, : A — C*,

as(ay) == Y2 =3V, y € Ryp, s€C.

Neka su r € {0, 1, i%} i s € C. Definiramo karakter 7, ® a, grupe Fy sa
(1 ® a)(man) = 7.(m) as(a), meM, ac A neN,

tj.
—irt

(77 @ ) (Kyayng) = e Tyt tenZ, y € Ry, zeR

Neka je H?5 prostor svih funkcija f € C* (SLy(R)™) koje zadovoljavaju

s

1

f(po) = 05, (p) (- ©@ as)(p) f(0),  p e Ry, 0 €SLy(R)7,
tj., po (2.2),

s+1

f(sayn.o) = e "y 2 f(o), tenZ, y€Rog, x €R, o€ SLy(R)™, (2.5)

sa skalarnim produktom

(fro o) oy = /KflﬁdﬂK, f1, /2 € HY,.

Djelovanje grupe SLy(R)~ desnim translacijama na H_ na jedinstven se nacin prosiruje do
Hilbertove reprezentacije I, s grupe SLy(R)™ na upotpunjenju H, s prostora H?;. Repre-
zentacija I, s je unitarna ako je karakter 7, ® a,; unitaran, tj. ako je s € iR. Reprezentacije
I, ; ¢ine osnovnu seriju reprezentacija grupe SLy(R)™.

Prostor glatkih vektora reprezentacije I, s upravo je HZ, dok je njen prostor K-
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Poglavlje 2. Reprezentacije metaplekticke grupe

konac¢nih vektora algebarska suma

(Hr,s)K: Z Cgl,sa

ler+27
gdje su funkcije ¢ 5 : SLy(R)~ — C zadane formulom

st it

els(Ngayky) =y 2 e, t,x eR, ye Ry, [ €r+2Z. (2.6)

Pritom je za svaki [ € r + 2Z potprostor Ce;; x;-izotipicna komponenta od H, . Za

izvedenu reprezentaciju Liejeve algebre g vrijedi
IT’,S(X)f:Xfa X€g7 fGH::;,

pa iz formula (1.28) — (1.31) vidimo da za sve [ € r + 27Z vrijedi

Ir,s (ko) Els = lgl,s> (27)
s+1+41
L () e =210 e 23)
_ s+1-—1
]r,s (n )5l,s - Tgl—ls; (29)
2
-1
Ir,s<c) El,s = i 9 €l,s-

Infinitezimalna struktura reprezentacija iz osnovne serije

Neka je (r,s) € {0, 1,i%} x C. S obzirom da su sve K-izotipicne komponente Cg,
l € r + 27, reprezentacije I, ; jednodimenzionalne, svaki je (g, K)-podmodul od (H, )k
suma neke potfamilije tih komponenata, pa posebno svaki (g, K)-podmodul V' # 0 od
(H,s)x sadrzi barem jednu od funkcija ;5 sa [ € r +2Z. Ako £(s+ 1) ¢ r + 2Z, tada
iz (2.8) — (2.9) vidimo da svaki (g, K)-podmodul od (H, s)x koji sadrzi jednu od funkcija
€15 sadrzi njih sve, dakle u tom je slucaju nuzno V = (H,,) ., tj. (g, K)-modul (H, )k je

ireducibilan. To dokazuje sljede¢u lemu.

Lema 2.11. Neka je (r,s) € {O, 1,i%} x C. I, je ireducibilna reprezentacija grupe
SLo(R)™ ako vrijedi nesto od sljedecega:

(i) re{0,1} is—r ¢2Z+1.
(ii) re{:t%} is—r¢Z.

Infinitezimalnu strukturu reprezentacija I, s za preostale parove indeksa (7, s) opisuju

sljedece dvije leme.
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2.2. Osnovna serija

Lema 2.12. Neka je (r,s) € {0,1} x C takav da je s —r € 2Z+ 1. Tada imamo sljedece

egzaktne nizove (g, K)-modula:

0— F_ o — (Hy )k — D, @ Dsz — 0, ako je s € Z,
0— DL, ®Df — (H)x — 0, ako je s =0,
0 — D:s—l ©® D:-i—l — (Hns)K — Fy 4 — 0, ako je s € Z~y.

Dokaz. 1z (2.8) 1 (2.9) vidimo da u (g, K)-modulu (H, s)x za svaki [ € r + 2Z vrijedi

nte.,=0 & I=-s—1, (2.10)

n.es=0 & l=s+1, (2.11)

odakle u kombinaciji s (2.7) — (2.9) lako slijedi tvrdnja.
Primjerice, u sluc¢aju kad je s € Z¢ vrijedi s +1 < —s — 1 pa je iz (2.7) — (2.9) jasno

77777

kvocijent (H, )k /V se rastavlja u direktnu sumu dvaju ireducibilnih (g, K')-modula koji
su kao K-moduli izomorfni sa @jcs—1422., X1 0dnosno sa @je_s41427., X1 Pa pripadaju

klasama D__; odnosno D¥_ ;. Ostali se slucajevi dokazu analogno. O]

Lema 2.13. Neka je (r,s) € {i%} x C takav da je s —r € Z. Tada imamo sljedece

egzaktne nizove (g, K)-modula:

0— DZ, , — (H, )k — D, ., — 0, ako je s —r € 27,

0— Dj+1 — (H, )k — D, — 0, ako je s —r € 27 + 1.

Dokaz. 1z (2.8) 1 (2.9) vidimo da, ako je s —r € 2Z, u (g, K)-modulu (H, s)x za svaki
[ € r+ 27 vrijedi

nte,=0 & I=-s—1,
n € #0.

Analogno, ako je s —r € 2Z + 1, tada u (g, K)-modulu (H, s)x za svaki | € r + 27Z vrijedi

n+.€l,s 7& O,

TL_.Q,S:O & l=s5+1.
Odavde u kombinaciji s (2.7) — (2.9) tvrdnja slijedi kao u dokazu Leme 2.12. O

Reprezentacija (7, H) grupe SLy(R)™ je prava (engl. genuine) ako nije oblika p o P
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ni za koju reprezentaciju p grupe SLy(R), tj. ako

7T(/€27r) 7& IdH
Lema 2.14. Neka je (r,s) € {0, 1, i%} x C. Reprezentacija I, je prava ako i samo ako
jer e {:I:%}
Dokaz. Koristeéi da je kor € Z (SLo(R)™), imamo

(2.5

I?”,S('LiQﬂ')f - f ( : K?ﬂ') = f </€27r ) :) 6727”'Tf7 f €H

Dakle, I, s(kor) = Idpy, , ako i samo ako je r € {0,1}. Tvrdnja slijedi. O

2.3 Holomorfna i antiholomorfna diskretna serija

Neka je m € % + Z>o. Konstruirat ¢emo realizacije reprezentacija mp- odnosno 7+ na
Hilbertovim prostorima sastavljenim od holomorfnih odnosno antihoﬁ)morfnih funkcija.
Ova konstrukcija poopc¢uje konstrukeiju holomorfne i antiholomorfne diskretne serije grupe
SLy(R) opisanu u [24, IX, §2 i §3].

Definiramo desno djelovanje grupe SLy(R)™~ na C* formulom

(f] o) (2) = flgor2)mo(2)>" (2.12)

za sve f € CM" o € SLy(R)™ i z € H. Nadalje, definiramo Hilbertov prostor

H,, = {f € Hol(H) : /H ‘f(z)g(z)% 2

dvy(z) < oo}

sa skalarnim produktom

f17 f2 —/ f1 f2 )mdvﬂ(z)-

Pripadnu normu oznacimo sa || - || ; . Napokon, definiramo reprezentaciju (7, H,,) grupe

SLy(R)™ formulom
Tw(0)f = f| 07", 0 €SLa(R)™, f € Hyp. (2.13)

Lema 2.15. Reprezentacija T, je unitarna.

Dokaz. Za sve o € SLy(R)~ i f € H,, imamo

me (U’l) in{m = /H ‘(f‘ma) (2)S(z d’UH 19)/ ‘f 0.2) ’ dvy(z)
= [ |F@SC)E[ doz) = 1115, s

m
2

m\g
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2.3. Holomorfna i antiholomorfna diskretna serija

Da bismo lakse istrazili K-kona¢nu strukturu reprezentacije m,,, konstruirat ¢emo njoj
unitarno ekvivalentnu reprezentaciju (pp,, R,,) na potprostoru od Hol(D).

Formulom (2.12) moZemo definirati i desno djelovanje grupe SU(1,1)~ na CP. Nadalje,
uvrstavanjem o = C' odnosno o = C~! u (2.12) (vidi odjeljak 1.2.7) definiramo linearni
izomorfizam -‘mC’ : CP — C* i njegov inverz -’mC’_l : C" — CP. Napokon, defini-
ramo reprezentaciju (p,,, Ry,) grupe SLy(R)™ zahtjevom da prikladna restrikcija operatora

C~! bude unitarna ekvivalencija H,, — R,.
m

Lema 2.16. Vrijedi
Ry = {f € Hol(D) : /D F) (1= [wl?)" dudo < oo}
(pisemo w = u + iv sa u,v € R). Skalarni produkt v R,, dan je formulom
(fi, fo)p, = 4/Df1(w)m (1 - |w|2)m_2 du dv, J1, f2 € Ry

Dokaz. Zamjenom varijabli z = go-1.w dobivamo

m

171, = [ |£(z)9(:)%

= [ 1f (gor-w)l* S (gor.w)™
D

" dvw(2)

2

du dv

gc-1.2

Z=w

9
0z

—1 2m|? (1 — 2\ "2 24 2
- /D ’(f'mC’ ) (w) (\/1 — w) <|1 _|Z:2> ‘(1 _Zw)z du dv
= /D ’(f’mel) (w))2 ! (1 - ]wlz)m_Q dudv, f € Hpy.
Tvrdnje slijede. O]
Lako se vidi i da je
(@) f = f‘m (6)", o eSLyR)", f € Rn. (2.14)

[strazimo K-konac¢nu strukturu reprezentacije p,,. Za svet € Ri f € R, imamo

plri)f = 1], (<) = 1], ((0 O) ) = flett) e,

Posebno za svaki n € Z>( funkcija p,, € R,, zadana formulom
pn(w) :=w", w e D, (2.15)

pripada x_,,_2,-izotipi¢noj komponenti reprezentacije p,,.

Integriranjem u polarnim koordinatama dokaze se:
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Poglavlje 2. Reprezentacije metaplekticke grupe

Lema 2.17. Neka su k,l € Z>o medusobno razliciti. Tada za svaki R €]0, 1] vrijedi
— m—2
/ pr(w)pi(w) (1 — |w|2) dudv = 0.
|lw|<R

Lema 2.18. Familija {p,} je ortogonalna baza Hilbertova prostora R,,.

TLEZEO

Dokaz. Lema 2.17 dokazuje da za medusobno razlicite k,l € Z>( vrijedi

(pr> D), = 0. (2.16)

Preostaje dokazati da je linearna ljuska familije {pn}nezzo gusta u R,,. Dovoljno je

dokazati da je Taylorov razvoj oko 0 proizvoljne funkcije f € R,,,

f™(0)
n!

Y

[ee]
f=> anpn, gdje je a,, :==

konvergentan u R,,. Kako je R,, potpun, dovoljno je dokazati da je niz parcijalnih suma
(Z,JLO anpn> Nez Cauchyjev u R,,, sto slijedi iz ocjene, za sve N, M € Z>osa N < M,
>0

M 2 M 2 216 M ) o )
- Z AnPn = Z anPn = Z HananRm < Z HananRm
n=0 Rm n=N+1 R n=N+1 n=N+1

¢im dokazemo da je Y00, ||anpn||izm < 0o. Za svaki R €]0, 1] imamo
/ F)? - 41— o)™ dude
|lw|<R

wl<R (ZW’“ )(ZC”Pl) 41— fwf)" dudv
- Z/U,<R|0‘"p" W - 4(1— )" dudv, (2.17)

pri ¢emu se zadnja jednakost dobiva zamjenom poretka dvostruke sume i integrala i
primjenom Leme 2.17; pritom je zamjena poretka dvostruke sume i integrala opravdana
jerred Y-°° 4 a,p, konvergira normalno na {w € C : |w| < R}. Pustanjem }zl% na jednakost
(2.17) slijedi

0
> Nlanpallz,, = 115, < oe.
n=0

Time je dokaz zavrsen. O]

Dakle, p,, se kao reprezentacija grupe K rastavlja u ortogonalnu sumu @,,cz. , X—m—2n
i pritom je
(Rm)xfm72n = Cp’VM n c ZZO

Po Korolaru 2.6.(ii) slijedi:
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2.3. Holomorfna i antiholomorfna diskretna serija

Lema 2.19. Neka je m € % + Z>o. Tada je reprezentacija p,, unitarno ekvivalentna
reprezentaciji mp- . Za svaki je n € Zi>o X-m-—2n-t20tipicna komponenta od p,, razapeta

funkcijom p,.

Prenesemo li ovaj rezultat na H,, posredstvom unitarne ekvivalencije dane restrikcijom

operatora -| C', dobivamo sljede¢u lemu.
m

Lema 2.20. Neka je m € % + Z>o. Tada je reprezentacija m, unitarno ekvivalentna
reprezentaciji Tp- . Za svaki je n € Z>o X—m—an-tzotipicna komponenta od m,, razapeta

funkcijom

fam : H—C, fam(z) = (2@)mm (2.18)

Nadalje, na Hilbertovu prostoru

Hy:={f:f€Huf

sa skalarnim produktom

(fi, fo)a- / J1(2) f2(2)S(2)™ dv(2), fi, fo € Hp,

definiramo unitarnu reprezentaciju 7, grupe SLy(R)™ formulom

Tm(0)f = mp(0)f, o € SLy(R)™, f € Hy,.

Iz Leme 2.20 lako slijedi da je {fnm} - ortogonalna baza prostora H,, i da je

>0
ﬂ(/{)fn,m - Xm+2n<’{)fn,m7 K € K, n e ZZO

Po Korolaru 2.6.(i) slijedi:

Lema 2.21. Neka je m € % + Z>y. Tada je reprezentacija m,, unitarno ekvivalentna
reprezentactji o+ . Za svaki je n € Zso Xm+on-izotipicna komponenta od T, razapeta

funkcijom fi, .

Analogno, na Hilbertovu prostoru
= {F: f € R}
sa skalarnim produktom

(fi, fo)m- —4/ Ji(w) fo( )(1—|w|2>m_2 du dv, fi,f2 € Ry,

definiramo unitarnu reprezentaciju p,, grupe SLs(R)™ formulom

(o) f = pm(o)f, o € SLy(R)™, f € Ry,
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Poglavlje 2. Reprezentacije metaplekticke grupe

Iz Leme 2.19 kao gore slijedi:

Lema 2.22. Neka je m € % + Z>o. Tada je reprezentacija p,, unitarno ekvivalentna
reprezentaciji Tp+. Za svaki je n € Zxo Xmian-tzotipicna komponenta od pn, razapeta

funkcijom Dy, .
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Poglavlje 3
Modularne forme polucijele tezine

U ovom poglavlju izlazemo osnove teorije modularnih formi polucijele tezine:

» Potpoglavlje 3.1 okuplja niz standardnih rezultata o klasicnom liftu funkcije f : H —
C do funkcije Fy : SLy(R)~ — C.

+ U potpoglavlju 3.2 definiramo prostore M,,(T", x) modularnih formi i S,,(I", x) kusp-
formi tezine m € % + Z>g, gdje su I' proizvoljna diskretna podgrupa konacnog

kovolumena u SLy(R)™~ i x : I' — C* karakter konac¢nog reda.

* U potpoglavlju 3.3 dokazujemo niz korisnih karakterizacija uvjeta rasta iz definicije

modularnih formi i kusp-formi polucijele tezine.
+ U potpoglavlju 3.4 uvodimo Peterssonov skalarni produkt na prostoru S, (I, x).

+ U potpoglavlju 3.5 uspostavljamo unitarni izomorfizam izmedu prostora S,,(I',1) i

prostora kuspidalnih automorfnih formi tezine m za I'.

+ U potpoglavlju 3.6 standardno definirane prostore M,, (N, ) odnosno S, (N, ) (vidi
npr. [57]), gdje su N € 4Z~¢ i v paran Dirichletov karakter modulo N, prepoznajemo
kao prostore M,,(I", x) odnosno S,, (I, x) za prikladne I" i y.

* U potpoglavlju 3.7 za svaki prost broj p uvodimo standardno definiran Heckeov

operator 1,2 na prostoru S, (N, x) i dokazujemo da je, ako p { N, operator x(p) T}z

hermitski.
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

3.1 Dizanje funkcija na ‘H do funkcija na
metaplektickoj grupi

Neka je m € % + Zso. Definiramo desno djelovanje grupe SLy(R)™~ na skup C* svih
funkcija ‘H — C formulom

(f| o) ()= fle2)n,()7",  feCh oeSLy(R)”, z€H. (3.1)

Primjerice,

(f‘mnx) (2) = f(z+ ), feC” zeR, zcH. (3.2)
Nadalje, za svaki je 0 € Z (SLa(R)™)

fl,8=xm@)f.  fech, (3.3)

naime 0 = ky,; za neki [ € Z pa ¢ na ‘H djeluje trivijalno i vrijedi
—2m jlm\ —2m
ns(2) = (e 2) = Xm(Kix) = Xm(9), z € H. (3.4)

Definiramo i klasi¢ni lift funkcije f : H — C do funkcije Fy : SLy(R)~ — C,
Fy(0) = (f] o) (i) = flod)no (i)™, (3.5)
tj., u Iwasawinim koordinatama,
Fr(npayr,) = flx +iy)y? e ™, r,t €R, y € Ryy. (3.6)
Lema 3.1. Preslikavanje f — Fy je bijekcija

c* — ((CSLQ(R)N> = {F :SLy(R)~ — C : F se transformira zdesna kao X} .

Xm

Dokaz. 1z (3.6) je ocito da se za svaku f € C* funkcija F; : SLy(R)~ — C transformira
zdesna kao x,,, dakle preslikavanje iz leme je dobro definirano. Lako se provjeri da je

preslikavanje koje funkciji F' € (CSLQ(R)N) pridruzuje funkciju f: H — C,
Xm

_m
2

f(fL' + Zy) = F(nmay) Yy ) YIS R? Yy e IR>0a
njemu inverzno, dakle radi se o bijekciji. O
Lema 3.2. Neka je f € Hol(H). Tada je Fy € C™ (SLy(R)™) @ vrijedi:
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3.1. Dizanje funkcija na H do funkcija na metaplektickoj grupi

(i) Za svaki k € Z>q vrijedi

((n+)k Ff) (neayrie) = Xmior(ke)y 3 (?) (2iy)’ ( I tm—1+ 7’)) FO(z +iy)
za sve x,t € R iy € Ryy.

Dokaz. 1z (3.6) je ocito da je Fy € C*° (SLy(R)™).
Dokazimo (i). Za sve z,t € Riy € R.y,

(131) o0 o Ny it
(CFy) (ngayky) = (23/ <8 2+8y +2y3x8t (f(x—l—zy)y e )

(3.6)

m 4 0? 0?
_ St2 —imt [ 7 7 :
= 292" % <5’x2+3y2> f(z +1iy)

—2imy’z Tl (; - zaf)) flx +iy)
xr

m .
+m (2 — 1) yZe M f (x4 iy).

Kako je f holomorfna, vrijedi (8‘9—; + 83—;2) f= (8% + ia%) f = 0 pa ostaje samo

(CFy) (ngayky) = m > e M f(z 4 dy)

(36) > Fr(ngayke),

sto dokazuje (i).
Tvrdnju (ii) ¢emo dokazati matematickom indukcijom po k € Zs. U slucaju kad je

k = 0 jednakost (3.7) je samo (3.6). Pretpostavimo sada da (3.7) vrijedi za neki k € Z,.
Tada imamo

! 1.2 ) 0 o : )
<( +>k+ Ff> (nxay/ft) (:9) (iye_%t (ax _ 8y> + ;e—taat>
( —i(m+2k) ty% Zk: ( ) 2@y ( ﬁ (m—1 +7’)> f(l)(x 4 Zy)) .

=0 =l+1

Koristeéi da je (2 —i2) f®O =20+ za sve [ € {0, 1,...,k}, dobivamo
J ox oy

=0 r=Il+1

(( )k+1 Ff) (npayt,) = e M2k, 5 zk: < ) 2iy)t! ( ﬁ (m—1+ r)) FED (2 dy)

4 eTHm 2R, 5 Z (?) 2iy)! ( ﬁ (m — 1+r)) (m+k+1) fO>x +iy).

r=l+1
Iteriranjem u prvoj sumi na desnoj strani po [+ 1 umjesto po [ i koristec¢i oznaku ( _kl) =0,

71



Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

ovo mozemo zapisati u obliku
)kt —i(m42kt2)t, ™
( ) Fr ) (ngayke) = e Y2

k+1 ] — - .
= ((Z : 1>njik1 ! @ W) (2iy) ( I (m=1 +r>) £ (a + iy).

=0 r=I+1

Kako je za svaki l € {0,1,...,k+ 1}
k m+l—1+ E\m+k+1
l—1) m+k l) m+k

) Ul (e
<k+

1) = (@l_ @l)
)

vidimo da (3.7) vrijedi za k + 1. Po principu matematicke indukcije slijedi (ii). O

Lema 3.3. Neka su f: H — C, v € SLy(R)~ i c € C. Tada je ekvivalentno:
i) f| v=cf
(if) Fr(y-) = cFy.

Dokaz. S obzirom da je H = {0.i:0 € SLy(R)™}, jednakost (i) mozemo ekvivalentno

zapisati u obliku
(f| 7)(@i)=cf(o:i), o €SLa(R)",
odnosno, mnoZenjem sa 7, (7)™, u obliku
(f| vo) @) =c(f] o)),  oeSL(R)",
sto je ocito ekvivalentno s (ii). O

Lema 3.4. Neka su I’ diskretna podgrupa od SLy(R)™, x : I' = C* unitarni karakter i
p € Ryg. Neka je f:H — C izmjeriva funkcija takva da je

fl v=x(f  veT (3:8)

Tada vrijedi:




3.2. Definicija modularnih formi polucijele tezine

(ili) Jr\spor)~ [F71” dpr\siom@~ = ert Jrva ‘f(z)%(z)% dvr\y(2)
Dokaz. (i) Slijedi iz Leme 3.3.
(ii) Imamo
m | (1.9) m | (3.8) m
(23022 2 |(£] 2) 2992 L |f(2)3(2)%].  yel, et
(iii) Slijedi iz (1.55) i (3.6). O

[zdvojimo kao korolar slucaj kad je I' = {1SL2(R)~}.

Korolar 3.5. Neka sup € Rug @ f: H — C izmjeriva funkcija. Tada je

p o % p
/SLQ(R)~ |Fy|” dpspy )~ —/H‘f(z)%(z) dvy(2).

3.2 Definicija modularnih formi polucijele tezine

Neka je I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™ i neka je m € % + Z>p.

Lema 3.6. Neka su x € Pr, 0 € SLy(R)™ takav da je 0.00 = x i h € Ryq takav da vrijedi
(1.39). Neka je f € Hol(H) takva da vrijedi

f‘mv =/, ~veTl. (3.9)

Tada f‘ o € Hol(H) ima Fourierov razvoj oblika

(1],,0) &) = X ane™ 0, zeH, (3.10)

nez
za neki (an),e; € C. Pritom red (3.10) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H.

Fourierov razvoj (3.10) zovemo Fourierovim razvojem funkcije f u kuspu z (s obzi-

rom na o).

Dokaz Leme 3.6. 1z (3.9) slijedi
f‘ a‘ 0= f‘ o, §co 'To.

Uvrstavanjem § € 0 1T,0 N Z (SLy(R)™) ny, u ovu jednakost vidimo, koristeéi (3.2) i (3.3),
da je

(f| o) z+m)|=|(f] o)(x)|, zeH, (3.11)
a uvrstavanjem njegove ¢etvrte potencije nyy, da je
(f| o) (z4+4h) = (f| 0)(2), z€H, (3.12)
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

dakle f ‘ o € Hol(H) je 4h-periodi¢na pa je dobro definirana funkcija ( f‘ U)DX €
Hol (D*) zahtjevom

(f‘ma)pX (em’ﬁ) = (f’ma) (2), z€eH.

Laurentov razvoj funkcije ( f ‘ O')DX oko 0,

(f’ma)DX (q) = anq", q € D*, (3.13)

nez

supstitucijom ¢ = e™2r prelazi u Fourierov razvoj funkcije f ’ o:
m

(f| o) (z) =Y ane™s,  ze?. (3.14)

nez

S obzirom da Laurentov red (3.13) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na D*, red

(3.14) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H. O

Funkcija f ‘ o, pa onda i Fourierov razvoj funkcije f u x € Pr, ovise o izboru elementa
m

o € SLy(R)™ takvog da je 0.00 = x. Medutim, vrijedi:

Lema 3.7. Neka je f € Hol(H) takva da vrijedi (3.9) i neka je v € Pr. Neka su

0,0 € SLy(R)™ takvi da je 0.00 = 0'.00 = x. Neka je ¥,z 0,e™"3 Fourierov razvoj

funkcije f u kuspu x s obzirom na o, a > ,czbpe™ "2 s obzirom na o'. Tada postoji

C € Ry takav da je

Dokaz. ITmamo o 'o’.00 = 0o pa je

— ((a [il) ,wa‘é) (3.15)

za neke a € R*, b € Riw € {£1}. Nadalje, raspis
(1.39)

Z (SLa(R)™) (npy) =" Z (SLa(R)™) o' 'T'0”
= Z(SLy(R)"™) 0_10')_ o e (0_10’>

pokazuje da je
B =a?h. (3.16)
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3.2. Definicija modularnih formi polucijele tezine

Sad imamo

(f‘m0/> (2) 3.15) (f‘ a) (agz + ab) wAm g™

_ a z+ab
= 2m m E a?’b 2h

nez

3.16 -
(419 > (w_Qmem”?ha a ) ™, z€eH,
nez

odakle zbog jedinstvenosti Laurentova razvoja funkcije ( f ‘ o’ )Dx oko 0 slijedi
b, =w —2mgmin g gm Qs n € 7,

dakle
b | = [a™] |an]|, n € 7. O

Definicija 3.8. Neka je f € Hol(H) takva da vrijedi (3 9) i neka je x € Pr. Neka je

TIN5

o € SLy(R)™ takav da je 0.00 = x i neka je Y,z ane™ ™25 Fourierov razvoj funkcije f u

kuspu x s obzirom na o.
* KaZemo da je f meromorfna u x ako ima sljedeca ekvivalentna svojstva:
(a) Funkcija (f‘ a) . w0 dma pol ili uklonjiv singularitet.

(b) lim g )_>+oo ‘(f‘ ) z)‘ = lim, o

unif. po R(z

(7],,0) 5 @] € Roo U {0}
(c) Postoji ng € Z takav da je a, =0 za sve n € Zcp,.
* Kazemo da je f holomorfna u x ako ima sljedeca ekvivalentna svojstva:

(a) Funkcija (f‘ 0) . u 0 ima uklonjiv singularitet.

(b) Postoji lim J(z)_hLoo <f‘ ) z) = limy 0 (f‘ )

unif. po R(z)

(¢) € C.

D
(¢) a, =0 za sven € Z<0.

* KaZemo da f iS¢ezava u x ako ima sljedeca ekvivalentna svojstva:
(a) Funkcija (f‘ a) . iscezava u 0.

(0) lim s (f],,0) (2) = limgoo (7],)

unif. po R(z)

o (@ =0
(¢) a, =0 za sve n € Z<y.

Lema 3.7 pokazuje da ova definicija ne ovisi o izboru elementa o. Stovise, vrijedi:

Lema 3.9. Neka je f € Hol(H) takva da vrijedi (3.9). Ako je f meromorfna / holomorfna

/ i§cezava u nekom x € Pr, tada ima isto svojstvo i u svakom z' € T'.x.
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

Dokaz. Neka je v € T' i neka je 2’ = v.x. Ako je 0 € SLy(R)™ takav da je .00 = x, tada
je (yo).00 = 2’ pa iz
(3.9)
oo =1l0l,0 = 1,0

slijedi tvrdnja. O

Definicija 3.10. Funkciju f € Hol(H) koja zadovoljava (3.9) i holomorfna je u svakom
x € Pr zovemo modularnom formom za I' teZine m. Ako f uz to iscezava u svakom
x € Pr, zovemo je kusp-formom za 1" teZine m. Prostor modularnih formi za U teZine

m oznacavamo sa M, (T'), a prostor kusp-formi za ' tezine m sa Sy, (T).
Definirajmo i modularne forme polucijele tezine s karakterom:

Definicija 3.11. Neka je x : I' — C* karakter grupe I' konacnog reda. Funkciju f €
M, (ker x) koja zadovoljava

fly=xnf  yel (3.17)

zovemo modularnom formom za I' teZine m s karakterom x. Ako je dodatno
f € Spn(kerx), zovemo je kusp-formom za I' teZine m s karakterom x. Prostor
svih modularnih formi za T’ teZine m s karakterom x oznacavamo sa M,,(T',x), a prostor

svih kusp-formi za T' teZine m s karakterom x oznacavamo sa S,, (T, x).

U gornjim bi se definicijama mogle dopustiti i tezine m € Z-q, ¢ime bismo zapravo
definirali klasi¢ne modularne forme cijele tezine za grupu P(I"). Medutim, koristenje
dvolisnog natkrivaca grupe SLs(R) nepotrebno komplicira njihovu tradicionalnu definiciju
pa smo odlucili propustiti tu moguénost.

Korisno je primijetiti:

Lema 3.12. Neka je x : I' — C* karakter konacnog reda. Pretpostavimo da je

X I'NZ(SLa(R)~) 7& Xm‘FmZ(SL ~)' (3.18)
Tada je S, (T, x) = 0.
Dokaz. Slijedi iz jednakosti
(33) ~
XN A E ) v €TNZSLaR)Y), f € Su(l ). O

3.3 Karakterizacije uvjeta rasta
Sljedeca je lema prosirena polucijelotezinska varijanta leme [35, Lema 2-1].
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3.3. Karakterizacije uvjeta rasta

Lema 3.13. Neka je h € R.g. Neka je f € Hol(H) h-periodicna i neka je

inZ
= Z an e z€H,

ne”L

njen Fourierov razvoj. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) a, =0 za sve n € Z<y.

(b) Za sve e € Ryg i m € R,

m

sup ‘f (2)2| < 0.
S(z)>e

(¢c) Postoje e,m € Ry takvi da je

i [F)3()F

S(z)>e
(d) Za svee € Ry, m e R i p € Ry,

/ ‘f(z)%(z)% 8 dvy(z) < 0.
[0,h] X [e,00(

(e) Postoje e,m € Ry i p € Rsy takvi da je mp > 2 i

/[O’h}x[m[ £(2)3(2)

m P
2

dvy(z) < o0.

Dokaz. (a) = (b): Pretpostavimo da vrijedi (a). Tada za sve € € R.g i m € R imamo

sup ’f(z)%(z)% = sup |y a,e’™ " n 6_2”¥%(z)%
S(z)> S(z)>e |p=1
< sup Zanq -1 ( sup e -2 Zym> < 0.
lgl<e 2% In=1 y€le,00]
(b) = (c) i (d) = (e): Ocito.
(b) = (d) i (¢) = (e): O¢ito s obzirom da je vy([0, k] X [g,0]) < co.
(e) = (a): Pretpostavimo da vrijedi (e). Neka je n € Z<o. Neka je ¢ € Rx; U {00}
takav da je ;1) + % = 1. Kako je za sve y € Ry

ap = —/ f(z +iy)e ™" I dz,
h Jo
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

imamo

primjenom Hoélderove nejednakosti, odakle slijedi

p, ZL—2 —2mnp¥ 1 rh . m|P 9
la, |y 2 e h Sﬁ/o ’f(m—l—zy)gﬂ Yy “dx, y € Ryg.

Integriranjem obiju strana po y € [, oo[ dobivamo

(e)
: dvy(z) < o0.

m
2

o b2 —2mnp¥ 1
/5 la, | y2 "2 dy < - [Oh]x[mo[’f(z)g(z)

Kad bi vrijedilo a,, # 0, lijeva bi strana bila jednaka +o0o s obzirom da je n € Z< i
P —2 > —1. Dakle, a, = 0. O

Dokaz implikacije (¢) = (a) u Lemi 3.13 dokazuje i sljede¢u lemu.

Lema 3.14. Neka je h € R.y. Neka je f € Hol(H) h-periodicna i neka je

f(2) =Y a,e®™ma, z € H,

nez

njen Fourierov razvoj. Ako postoje € € Ryy, m € R i p € R>q takvi da je

/[O,h}x[g,oo[ ‘f(z)%(z)%

tada je a, =0 za sve n € Zg.

8 dvy(z) < o0,

Sljedeca propozicija ukljucuje polucijelotezinske varijante teorema [28, Teoremi 2.1.5 i
6.3.1].

Propozicija 3.15. Neka su I’ diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™, x :
I' - C* karakter konacnog reda i m € % + Z>o. Neka je f € Hol(H) takva da vrijedi
(3.17). Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) f € Sm(lX).

(b) sup.ey |F(2)S(2) %

< Q.

I3

g dopr\y(2) < 00 za sve p € Ry,

(©) Jovn ‘f(z)%(z)
(d) Jovw ‘f(z)%(z)

I3

. dor\y(z) < 00 za nekip € Rzmax{l 1
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3.3. Karakterizacije uvjeta rasta

(e) Fy je ogranicena.
(f> fF\SLQ(R)N ‘Ff‘p d,uF\SLg(R)N < 00 za sve p € Ryy.
(g) |Fy| € LP (T'\SL2(R)™) za nekip € Rzmax{%,l}'

Dokaz. (a) = (b): Neka je f € S,,(I', x). Po Lemi 3.4.(ii) dobro je definirana funkcija
fo :T\H} — C,

F (REECE

, akojezeH,

0, ako je z € Pr.

Dokazat ¢emo da je f, € C (I'\H}), sto povlaci (b) s obzirom da je I'\'H}: kompaktan.
fo je oCito neprekidna na H. Dokazimo da je neprekidna u proizvoljnom x € Pr. Neka

je 0 € SLy(R)™ takav da je o.00 = x i neka je (f‘mcr> (2) = 2, a,e™ 2 Fourierov

razvoj od f u x s obzirom na o. Kako je {o.l},cp_ baza okolina tocke x u H (vidi

(1.40)), dovoljno je pokazati da je

li o(0.2) =0.
%(z)lgl—i-oo f (0' Z)
unif. po N(z)ER

Imamo
. (1.9) . m
1 o(o.2) = 1 R
S(z)lin+00 f (U Z) S(z)lgl+oo ‘(f mO') (Z)\S(Z) ’
unif. po R(z)ER unif. po R(z)ER
> z m S(2)
= lim a,e™ " Vr | §(2) T e "o
unif. po RN(z)ER
=0

s obzirom da je
(o)

; —1)=2&
Zanem(n s

n=1

lim = |ay|.
S(z)—+o00
unif. po R(z)ER

(b) = (c): Ocito s obzirom da je v\ (I'\H) < oo.
(¢) = (d): Ocito.
(d) = (a): Pretpostavimo da vrijedi (d). Trebamo dokazati da f iSCezava u svakom
x € Pr. Neka su x € Pr i o € SLy(R)™ takav da je .00 = z. Neka su h € R takav da
je
Z (SLa(R)™) 0~ (ker x), 0 = Z (SLa(R)™) (nn)

i hy € Ry takav da je
Z (SLa(R)™) 0 'Tuo = Z (SLa(R)™) (ng,, ) -
Iz (3.17) slijedi da je f’ma € Hol(#H) 4h-periodicna (vidi (3.12)). Dokazat ¢emo da iSCezava
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

u oo primjenom implikacije (e) = (a) Leme 3.13. Kako je f‘ 0’ hy-periodicna (to slijedi
iz (3.17) kao u dokazu (3.11)), da bismo dokazali da f‘ o zadovoljava uvjet (e) Leme

3.13, dovoljno je dokazati da je [jg p, (xn, 0] ‘(f‘ a) (2)S(2) 2 : dvy(z) < oo. Imamo

(19)

/[0,h1[><]h1,oo[ ‘(f‘m0> (Z)%(Z)% P dUH(Z) = /[O,h1[><}h1,oo[ ‘f(az)%(az)% d"UH(Z)
oo [FESEE dun)
= /r\y HONOH IS

(d)
< ©oQ.

Nejednakost < u ovom raspisu vrijedi jer su razlicite tocke skupa o.([0, hi[x]h1, 00[) po

[28, Korolar 1.7.5] medusobno I'-neekvivalentne.
(b) & (e): Jasno iz (3.6).
(c) & (f), (d) & (g): Slijedi iz Leme 3.4.(iii). O

Korolar 3.16. Neka su T' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™, x : T' —

C* karakter konacnog reda i m € 3 + Zso. Neka je f € Hol(H) takva da vrijedi (3.17).

Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) f € ST, x).
(b) fI‘\SLg(R)N ‘Ff‘Q dpr\sLy ()~ < 00.

Dokaz. Slijedi iz Propozicije 3.15.(a) < (f) < (g) s obzirom da je m > 1. O

Sada mozemo dokazati i standardnu polucijelotezinsku varijantu korolara [28, Korolar
2.1.6].

Lema 3.17. Neka su ' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)~, x : I' — C*
karakter konacnog reda i m € % + Z>o. Neka je f € S, (T, x). Neka je

(f‘ma) (2) = > ane™mon, 2 € H,
n=1
Fourierov razvoj od f u x = o.00 € Pp. Tada je
a, =0 (n%> .
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3.3. Karakterizacije uvjeta rasta

Dokaz. Za sven € Z~g iy € Ry vrijedi

1 h
ol = |3 [

Lh ™me  —2

= */ ‘ f‘ o) (z+iy)y2| dee™my 2
h Jo m

< (Sup (f] o) (@%@)?)emiyy
z€H m

= (sup f(0.2)3(0.2)% ) €™My~ E
z€H

= (sup f(2)3(2)% ) €™ ahy T
z€EH

Uvrstavanjem y = % dobivamo
|an| < <SUp ’f(z)%(z)% ) enn? n € Zso.

z€EH

m
2

Kako po Propoziciji 3.15.(a)=(b) vrijedi sup,.y ‘f(z)%(z) < 00, tvrdnja slijedi. O

Sljedeca ¢emo dva rezultata trebati u dokazu Teorema 3.25. Analogno dokazu im-
plikacija (g) = (d) = (a) Propozicije 3.15, primjenom Leme 3.14 dokaze se sljedeca

propozicija:

Propozicija 3.18. Neka su I’ diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™, x :
I' — C* karakter konacnog reda i m € 1 + Zso. Neka je f € Hol(H) takva da vrijedi
(3.17). Ako za neki p € Rsy vrijedi

Fel? d ~ < 00,
/F - (R)~| 7" dprsLym)

tada je f € M,,(T', x).
Sljedeca je lema motivirana diskusijom u [4, §7.2].

Lema 3.19. Neka su I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™ ¢ m €
t 4 Zso. Neka sux € Pr, 0 € SLy(R)™ takav da je 0.00 = x i h € Ry takav da je
Z (SLy(R)™) 0 'Tyo0 = Z (SLa(R)™) (ny). Neka su f € M,,(T) i & € SLy(R)~. Tada je

ekvivalentno:

(a) f iscezava u x.

) [ Fy (on€) dusginy () = 0.

Ovdje je in)n,,) normirana Haarova mjera na torusu N/ (na), dana formulom

/N/<n4h>¢dﬂfv/<n4h> = /O 1 dlna)dt, ¢ € C(N/(na)).
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

Dokaz. Da je funkcija n +— Fy (on&) (ngy)-invarijantna, pa je integral u (b) dobro definiran,

jasno je iz raspisa

Fe(ongn) = Fy ((Jn4ho_1> Jng) = Fr(onf), n € N,

pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi jer je ongo™t € Ty, C T, a Fy je po Lemi 3.3 slijeva
[-invarijantna.
Nadalje, neka je
(f‘m0'> (2) = i €™ M2R 2 €H,
n=0

Fourierov razvoj od f u kuspu z s obzirom na . Imamo

1
F Ay () = [ F dt
S Fr 008) ditnjoy(n) = [ Fy(onan)
1
[ (#] o) (i + ant) dene(iy 2
1. e
_ / Zakewzk(%ﬂ-%) dtné(l)f%n

0 k=0
0 € 1 .

— z akewzk‘g—h/ 627rzkt dt n{(i)—Qm
k=0 0

2m

= agne(i)”

Predzadnju jednakost opravdava Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji s ob-

zirom da su parcijalne sume reda 372, ape™ (52) 4a ¢ € 0,1] apsolutno dominirane

. Tvrdnja slijedi. O

Rt
konstantom 72, ‘ake’”k 3h

3.4 Peterssonov skalarni produkt kusp-formi

Neka su I' diskretna podgrupa kona¢nog kovolumena u SLy(R)™, x : I' — C* karakter
kona¢nog reda i m € 3 + Zso.

Definiramo Peterssonov skalarni produkt na prostoru S,,(T', x) formulom
<f17 f2>Sm(F,x) = 551 /F\H fl(z) fQ(Z) g(z)m dUI‘\H(Z)a Ji, 2 € Sm<F7X)7 (3-19)

gdje je er definiran sa (1.53). Pripadnu normu na S,, (T, x) oznac¢imo sa | - HSm(F,x)‘

Da bismo se uvjerili da je definicija Peterssonova skalarnog produkta dobra, tj. da
je integral na desnoj strani u (3.19) definiran i konacan, dovoljno je primijetiti da je

podintegralna funkcija I'-invarijantna po (1.9) i (3.17) i da vrijedi ocjena

m
2

[ G RESE dima) < (s G136 oo 0120,
r zEH



3.4. Peterssonov skalarni produkt kusp-formi

¢ija je desna strana konacna po Propoziciji 3.15.(a)=-(b).

Lema 3.20. Vrijedi

Hf”sm(r,x) = ||Ff”L2(I‘\SL2(R)~)7 f € Su(T, x). (3.20)
Dokaz. Slijedi iz Leme 3.4.(iii). O
Za o € SLy(R)™, oznacimo
X7 = x (O’ . 0*1) c0 ' T'o — C*. (3.21)
Lema 3.21. Neka je o € SLo(R)™. Tada je preslikavanje

fef],o
izometricni izomorfizam Sy, (T, x) = Sy (671 Ta, x7).

Dokaz. Uvjerimo se da za proizvoljnu f € S,,,(T, x) vrijedi f‘ 0 € Sy (071 Ta,x?). Ocito
je f| o € Hol(H) i vrijedi

f| o 6=1] o007 oLV x@)f| 0. Geo'To
Nadalje, neka je x € P,-1p, = 0 L.Pr i neka je o’ € SLy(R)™ takav da je 0’.00 = x. Tada
je o0’.00 = o.x € Pr pa je

o . / _ . /

0= %(Zl)lgl+oo (f‘maa> (z) = %(21)1214»00 (f’ma‘mcr) (2),
unif. po R(z)eR unif. po N(z)ER
dakle f‘ o iS¢ezava u x. Prema tome, f‘ o €8S, (c7'Ta,x%).
Dakle, preslikavanje iz leme je dobro definirano, a ocito je i linearni izomorfizam.

Preostaje dokazati da je izometrija. Odaberimo strogu fundamentalnu domenu F' za I u

H. Kako je 07 1.F stroga fundamentalna domena za ¢~ 'I'c u H, imamo

2 B m 2
I R I G IR O O
et [ 102 S04 duw(z)
o~ LF
m (2

= ' [ [£) S dou(2)

= ||f||§m(1",x) ) f S Sm(F,X),
dakle preslikavanje iz leme je izometrija. ]
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Lema 3.22. Neka je f € Sy(ker ). Tada je

Pkerx\F,xf = Z X( f’ S S (F X)

~veker x\I'

i za svaku fi € Sp(T, x) vrijedi

<f17 Pkerx\F,xf>Sm <f17 f> m (ker x) * (322)

Dokaz. Dokazimo da je Peery\ryf € Sm(I', x). Za svaki o' € I imamo

(Beraraf) | = X XA "= X X0V 7=x(O) Pararad:

~yeker x\I' ~yeker x\I'

pri ¢emu je druga jednakost dobivena prijelazom (desnom translacijom za 4'~1) na novi
skup predstavnika desnih klasa iz ker x\I'. Holomorfnost i iS¢ezavanje u kuspovima za I"
Prer 1, nasljeduje od funkcija f‘mv € Sp (v H(ker x) ), v € ker Y\I' (vidi Leme 3.21 i
1.48). Prema tome, Pery\ryf € ST, X)-

Preostaje dokazati da za svaku f; € S, (T, x) vrijedi (3.22). Neka je F' stroga funda-

mentalna domena za I' u H. Za svaku f; € S,,(I, x) imamo

(Fis Pararad Vg, gy = 57" 3 / £ X0 (1] ) (2) S(2)™ dvg(2)

) y€ker X\F F

et [ (A]2) @ (7],0) 2) G duz)

vyeker x\I'

Wt Y [ 6 TG0 de(2)

vyeker x\I' F

= 51 Y [ AR TESE)" doz)

yeker x\I' V-

f1(2) f(2) S(2)™ doy(2). (3.23)

= 51:
er x r

ve(T'NZ(SL2(R)~)) ker x\I'

—

Odaberimo potpun skup predstavnika vy, ..., 7, desnih klasa iz (I' N Z (SLy(R)™)) ker x\T".
Lako se vidi da su podskupovi neeliptickih tocaka za I' u v;.F, j € {1,...,r}, u parovima
disjunktni i da u uniji ¢ine skup neeliptickih tocaka za I' neke stroge fundamentalne

domene za ker x u H, pa je (3.23) zapravo

i [y O TE S Biarid?) = (i Py e 0
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3.5 Kusp-forme kao automorfne forme na
metaplektickoj grupi

Definicija 3.23. Neka su ' diskretna podgrupa od SLy(R)™ im € § + Z>o. Kvadratno
integrabilna automorfna forma teZine m za I jest funkcija ¢ € C* (I'\SLy(R)™) N

L? (T\SLy(R)™) sa sljedeéim dvama svojstvimas:

(A1) ¢ se transformira zdesna kao X, .

(A2) Cp=m (% — 1) ©.

Kazemo da je ¢ kuspidalna automorfna forma teZine m za I' ako ima i svojstvo

(A3) Ako suxz € Pr i 0 € SLo(R)™ takvi da je .00 = x, tada vrijedi
/ p(ong) dpn/y,)(n) =0, & € SLy(R)™,
N/(nan)

gdje je h € Ryq definiran zahtjevom (1.39).

Prostor svih kvadratno integrabilnih automorfnih formi tezine m za I' sa skalarnim produk-
tom naslijedenim iz L* (I'\SLy(R)™) oznacavamo sa A(T\SLz(R)™), .
svih kuspidalnih automorfnih formi tezine m za I' sa Acysp (I'\SLa(R)™)

a mjegov potprostor

Glavni je rezultat ovog potpoglavlja sljedeci teorem.

Teorem 3.24. Neka su I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLa(R)™ ¢ m €
% + Z>o. Tada pravilo
f= Fy

definira izometricni izomorfizam S,,(T') — A (T'\SLz(R)"™)

m*

Dokaz. Leme 3.1, 3.2.(i), 3.3 1 3.20 dokazuju da je f +— F dobro definirana izometrija
Sm(I') = A(I\SLy(R)™),.. Dokazimo njenu surjektivnost. Neka je ¢ € A (I'\SL2(R)™), .,
¢ # 0. Definiramo f : H — C, f(z +iy) = ¢(nea,)y~=. Ocito je f € C®(H) i Fy = .
Preostaje dokazati da je f € S,,(I"). Po Lemi 2.7 ¢ razapinje y,,-izotipi¢nu komponentu
zatvorene podreprezentacije od rr unitarno ekvivalentne reprezentaciji 7p+. Posebno je

rr (n”) ¢ = 0 po Propoziciji 2.2.(iv) pa je po Lemi 1.15 za sve x,t € Riy € Ry

0 = (n‘tp) (npayke) = (n_Ff) (nypayke)

(130) [ . 9 ﬁ Q _z 2it§ Ny 2 —imt
6) ( e <8x+28y> 7€ 81&) (f(erzy)y e )
0

m . 0
— g+l —i(m=2)t [ Y Sl .
iz e <8x+28y> flz +1iy),
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dakle (0, +i0,) f = 0 pa je f holomorfna. Nadalje, ¢injenica da je ¢ € C' (I'\SLy(R)™) po
Lemi 3.3 povlaci da f zadovoljava (3.9). Kako je uz to ¢ € L? (I'\SLy(R)™), po Korolaru
3.16 slijedi da je f € Sy (T). 0

Sljededi je teorem polucijelotezinska varijanta leme [32, Lema 4-1]. Njegov je djelomican
dokaz (bez dokaza surjektivnosti) za standardno definirane kusp-forme polucijele tezine
za I'1(N), gdje je N € 4Z~¢, dan u [10, §3.1].

Teorem 3.25. Neka su I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLa(R)™ ¢ m €
5+ Z>o. Tada pravilo
f — Ff

definira izometricni izomorfizam

Sm(') = Acusp (I\SL2(R)™),,, -
Dokaz. Leme 3.1, 3.2.(i), 3.3, 3.19 i 3.20 dokazuju da je f — F; dobro definirana izome-
trija S, (') — Aeusp (I\SL2(R)™), . Njena se surjektivnost moze dokazati kao u dokazu
Teorema 3.24, samo se u zadnjem koraku umjesto Korolara 3.16 primijene Propozicija
3.18 i Lema 3.19. 0

Iz Teorema 3.24 i 3.25 slijedi:

Korolar 3.26. Neka su I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™ im €
% + Zzo. Tada j€
Acusp (T\SL2(R)™),, = A(T\SL2(R)™),,,

Korolar 3.27. Neka je I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™. Neka su
m =3 i¢ € Ay (D\SLo(R)™),, ili m € 34+ Zso i p € A(I\SLy(R)™),,. Tada je ¢

0granicena.

m

Dokaz. Po Teoremu 3.25 odnosno 3.24 vrijedi ¢ = Fy za neku f € S,(I') pa je ¢
ogranicena po Propoziciji 3.15.(a)<(e). O

Kao u dokazu teorema [4, Teorem 8.5] vidi se da su prostori automorfnih formi iz
Korolara 3.27 zatvoreni u L? (I'\SLy(R)™~) pa su po Korolaru 3.27 i po [4, Lema 8.3]

kona¢nodimenzionalni. Po Teoremu 3.25 slijedi:

Korolar 3.28. Neka su I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™ i m €

5+ Zso. Tada je prostor S, (T') konacénodimezionalan.
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3.6 Klasic¢ni prostori modularnih formi polucijele
tezine

Definiramo automorfni faktor J : I'g(4) x H — C,

J(.2) =

gdje je © € Hol(H) dana formulom O(z) := ¥,,cz €>™"*2. Da bismo iskazali eksplicitnu

formulu za J, trebamo sljedece dvije definicije.

Definicija 3.29 (Generalizirani Legendreov simbol). Neka je ¢ € Z. Za p € P~y

definiramo
0, ako p | c,
c
(p) =191, ako p1c ic je kvadratni ostatak modulo p,
—1, ako ¢ nije kvadratni ostatak modulo p.
Nadalje,

(c) 1 ( c ) 1, ako je ¢ > 0,
IV -1/ —1, ako jec<O0.
Napokon, definiramo generalizirani Legendreov simbol (5) za proizvoljan d € 27 + 1

prosirenjem gornjih definicija po multiplikativnosti u donjoj varijabli:

< c )::ﬁ<c>, n € Zeg, pr € PoyU {1},

H?:l Yz =1 \ Pl

Definicija 3.30. Definiramo funkciju ¢ : 22+ 1 — C,

(—1> ( 1)01;1 1, akojed=1 (mod 4),
— 2
i, akojed=—1 (mod 4).

Dokaz sljedeceg teorema moze se naéi u [21, I11.4].

Teorem 3.31. Vrijedi

b
J(v,2) = (;) e;"Vez +d, v = (Z d) €ly(4), z € H.

Iz Teorema 3.31 lako slijedi da je za svaki N € 47+

Lo(N) :=A{(7, J (7, -)) v € To(N) NI (4) )
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

diskretna podgrupa konac¢nog kovolumena u SLy(R)™.

Neka su m € % + Zsoi N € 4Z~y. Neka je x paran Dirichletov karakter modulo

b
N. x mozemo identificirati s karakterom grupe I'o(N) danim sa (a d) — x(d) za
c

b
sve | g € T'o(N), i s karakterom grupe I'g(N) danim sa (v, J (7, - )) — x(7) za sve
c

v € I'o(N) N T (4). Definiramo

Mm(Nv X) = Mm(FO(N)7X)7
Sm(Nv X) = Sm<F0(N)7X)

Lako se vidi da je ova definicija prostora M, (N, x) i Sn(N, x) ekvivalentna onoj iz [57]
(u [57] se M,,(N,x) oznacava sa G,,(N,x)). U [57] su prostori M,,(N,x) i Sn(N,x)
definirani neovisno o parnosti karaktera y, ali se u slucaju neparnog karaktera y radi o

nulprostorima.

Peterssonov skalarni produkt na prostoru S,,(N, x) dan je formulom

(f, Dsnivg = /FO(N)\H F(2)9(2)3(2)™ dorgvym(2),  f,9 € S(N, x)-

3.7 Heckeovi operatori

U ovom potpoglavlju kao u [57, str. 450] definiramo Heckeove operatore 7,2 na prostorima
Sim(N, x), gdje su p prost broj, m € % + Z>o, N € 4Z~¢ i x paran Dirichletov karakter
modulo N. U Propoziciji 3.40 dokazujemo da je, ako p{ IV, operator @sz hermitski s
obzirom na Peterssonov skalarni produkt na S, (N, x). Ovaj je rezultat dobro poznat, ali
nismo uspjeli naci prikladnu referencu pa ga ovdje dokazujemo s obzirom da je presudan za
dokaz Korolara 6.15. Nas je dokaz Propozicije 3.40 dobiven prilagodbom dokaza teorema
[28, Teorem 4.5.4.(1)] na slucaj polucijele tezine.

Kao u [57, str. 443], definiramo grupu
G = {0 = (gs.1,) € GLF (R) x Hol(H) : n? = t, (det g,) ? j(go -) 72 neki t, € T}
s pravilom mnozenja

0102 = (g(TlgO'zJ Moy (gO'Q'Z) 7]0’2(2))7 01,029 S g

Ocito je SLy(R)™ normalna podgrupa od G. Nadalje, vrijedi

3(2)

= 25 5€eG zeH. (3.24)
70(2)]

3(o.2)
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3.7. Heckeovi operatori

Lema 3.32. Neka suo € G i U diskretna podgrupa od SLo(R)~. Tada je cTo™" diskretna
podgrupa od SLo(R)™ ¢ vrijedi

Vore-1yx (070 \H) = vry30(T\H). (3.25)

Dokaz. Jasno s obzirom da je cT'o™ = 7't~ za

7= 0 ((det ;) ? I, t;') € SLa(R)". (3.26)

Grupa G djeluje na H po formuli
0.2 = §o.2, ceg, zeH,
i za svaki m € § 4 Z>o zdesna na C* po formuli
(f‘ma) (2) == f(o.2)ne(2)"2™, feCh oegG, zeH.

Lema 3.33. Neka sum € %JrZZO, [ diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLo(R)™,
x : I' = C* karakter konacnog reda i o € G. Definiramo karakter x° grupe o 'I'c
formulom (3.21). Neka je f € S, (I, x). Tada je

f’ma € Sn, (U_IFO', XJ) )
Dokaz. Neka je 7 € SLy(R)™ definiran formulom (3.26). Vrijedi
f’ma = f‘mT‘m ((det gg)% I, to) = t;2mf‘m7',
a desna strana po Lemi 3.21 pripada prostoru S, (t7'I'7, x7) = S, (a‘lfa, XU)- O
Za podgrupe I'y i I'y neke grupe GG kazemo da su koizmjerive ako je
[T NTy) < oo i [y : TNy < oc.

PisSemo I'y =~ I's.
Koizmjerivost je relacija ekvivalencije na skupu svih podgrupa od G.
Za N € Z-~q, oznacimo I'(N)~ := P~HT'(N)) C SLy(R)".
Dokaz sljedece leme dobiven je prilagodbom dokaza leme [28, Lema 4.5.1].

Lema 3.34. Neka je o € G takav da je g, € GL (Q). Neka je T’ podgrupa od G koizmgjeriva
sa T(1)~. Tada je oTo™! =~ T.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je I' = I'(1)~. Fiksirajmo ¢ € Z+g
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

takav da je cg, € My(Z). Definiramo « := (cly, 1)o = (¢gs,n5) € G. OCcito je cTo™! =

ala™t.
Oznac¢imo m := det(g,). DokaZimo da vrijedi I'(m)~ C al'a™', tj. a7 'T'(m)~a C T,
tj. P (o 'T'(m)~a) CT(1), tj. g, 'T(m)ga € T(1). Ako jey € T'(m), tada sumg,", 7, g €

My (Z) i vrijedi
-1 (1 _ _
(mga") 190 = (mg;") Inga = mI =0 (mod My(mZ)),
dakle g, 'vg, € My(Z). Kako je det (g, y9.) = 1, slijedi da je g, 'vg. € T(1).

Dakle, I'(m)~ C T Nala™! = T'Nolot. Kako je [[': T(m)~] < oo, slijedi da je

[[:TNolo!] < co. Bududi da cijeli ovaj argument vrijedi i za o~*

, vrijedi i
o0 > {F :I'm 0_1F0} = {afa_l colo™in F} .

Dakle, ol'o~! ~ T. O

Fiksirajmo N € 4Z-, paran Dirichletov karakter x modulo N, prost broj p i m €

()2

FO = FQ(N) i AO = {(’y, J(’y, )) ’}/EF()(N)}

3 + Z>o. Definiramo

Oznac¢imo

Ay je podgrupa od G koizmjeriva s I'(1)~, naime Ag NT'(1)~ = T'o(N) je ocito konacnog
indeksa i u Ag i u I'(1)~. Po Lemi 3.34 slijedi da je [Ag : E1Agé N Ag] < 0o pa je rastav

u disjuktnu uniju desnih klasa

Ag§Ag = | ] Agéa

a€f~1ApENAL\ Ao

konacan. Kao u [57, str. 450], definiramo Heckeov operator Tp2 : Sy, (N, x) = S (IV, x),

f‘T'p2 = pm72 i: X(@V)f‘mfzu
v=1

174 bl/
gdjesur € Z-gié&, = ((a p ) ,T]gy) eg,v=1,2...,r takvi da je
Cl/ 14

AoENg = | | Aol
v=1

Lako se vidi da definicija ne ovisi o izboru takvih &;,&s, ... &,.
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3.7. Heckeovi operatori

U dokazu ¢e Propozicije 3.40 biti korisno preslikavanje -*: G — G,
o' = ((det g, ) I,1) o™t
Ocito je
flot=1 o7l feCt oeg (3.27)

Lema 3.35. Neka su o,01,09 € G. Tada vrijedi:

(i) (o1092)" = gb0t.

(ii) (¢")" =o0.

(ifi) AL = A,.

(iv) Ako pt N, tada je No&'Ag = Ao€Ay.

(v) Ako pt N, tada je (Ao€Ag)" = Ag€Ay.

Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) elementarno se provjere, a tvrdnja (iii) je ocita. Tvrdnja (iv)

slijedi iz jednakosti

(2 ) () e

€Ay [SANG)

gdje su a,b € Z takvi da je ap* — bN = 1. Tvrdnju (v) dokazuje raspis
L Q L -l L (E) L (ﬁ)
(Ap€Ap)" = AR AL = Apé' Ay = ApéA. O

Korisno je uvesti i verziju Peterssonova skalarnog produkta iz [28]:

Definicija 3.36. Za diskretnu podgrupu I' konacnog kovolumena u SLa(R)™ ¢ karakter
Y ' = C* konacnog reda, definiramo

1 .
(f1i, fo)p = W/F\H J1(2) f2(2)S(2)™ dor\w(2), f1, fo € Sm(L,9).

Lema 3.37. Neka su Ty i Iy diskretne podgrupe konacnog kovolumena u SLy(R)™. Neka
sux; Iy — C*, 1 € {1,2}, karakteri konacnog reda. Pretpostavimo da je I'y = T'y. Tada
je

(fr, fa)r, = (s Jo)r, fi: fo € ST, x1) N S (T2, x2)-
Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je I'ys C T'y, dakle [T'; : T's] < oo.

Neka je S potpun skup predstavnika desnih klasa iz 'y (I'y N Z (SLy(R)™)) \I'1, dakle

YES
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Poglavlje 3. Modularne forme polucijele tezine

Ako je F° skup neeliptickih tocaka za I'y neke stroge fundamentalne domene za I'y u H,

tada je

|_| ~v.F°

YES
skup neeliptickih tocaka za I'y neke stroge fundamentalne domene za I'; u ‘H pa za sve
f1, fo € Spu(Ty, x1) imamo

<jﬁ7 fé>F2 =

1 Fo(2)S(2)™ dvy (2
vn (I—l’YGS/}/-FO> %/VF F1(2) fa(2)3(2)™ dun(2)

: Fo(2)S(2)™ dvy (2
- [Slvrpw (T1\H) ‘S‘/ F1(2) fo(2)3(2)™ dun(2)

= <jau jé)rl- Il

Lema 3.38. Neka suI' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™, x : I' — C*
karakter konacnog reda i o € G takav da jeocTo™' =~ T. Neka su fi € S;, (cTo™t, x (o7 - 7))
i fo € Sp(T,x). Tada je

<f1‘m07 f2>r = <f1, f2’m0L> (3.28)

olo—1

Dokaz. Po Lemi 3.33 1 po (3.27) obje su strane jednakosti (3.28) dobro definirane. Nadalje,

imamo

1 —2m F [ \Cx m
(o B = gy o 1010 RIS )" o)

1 —2m

o Lo B (72) RS (o) e
)

(3.24) 1 / S 3(z2)m
T o (T\H) z)No-1(2 o 1) —"  dure-ta(z

o TVH) Jot-si 71 GV (T2, e
(3:25) 1

o Tr T L 1O L) GG i)

= <f1, fa m071>0F071
= <f1, fQ‘mUL> . ]

olo—1

Iz [57, (1.8,) < (1.8.) i (1.15)] slijedi:

Lema 3.39. Preslikavanje
AﬂgAO — F095F07 0+ Go,

jest bijekcija.
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3.7. Heckeovi operatori

Propozicija 3.40. Pretpostavimo da pt N. Neka su fi, fo € Spn(N,x). Tada je

WOATe. fo)y o= o xXO) LTy (3.29)
Dokaz. Mnozenjem jednakosti (3.29) sa o (N)\:g,)o( N vidimo da je ona ekvivalentna
0
jednakosti
(AT, fo)y o = (o X D) fel Tt ) (3.30)

Dokazimo (3.30). Po [28, (4.5.19)] postoje r € Z=o 1 a1, s, ..., a, takvi da je

F0g£F0 = I_I F()O[,, = |_| O{VF().
v=1 v=1

Cy

v bV
Po Lemi 3.39 za svaki v € {1,2,...,r} postoji jedinstven &, = ((a J ) ,ngy) € AgéA

takav da je ge, = o, i vrijedi
Aol = || Aoéy = [ ] &l
v=1 v=1

Odavde slijedi
(AocA)" = <|_| qu0> ;

tj., po Lemi 3.35, koristeéi da p{ N,
NoEDg = | | Agét. (3.31)
v=1

Nadalje, po Lemi 3.34 za svaki v € {1,2,...,r} vrijedi

&, 'To(N)E, ~ To(N) = £,To(N)E, !

pa je po Lemama 3.33 i 3.38 opravdan sljedeé¢i racun:

oMM _, & 'To(N)&,

(AT, By = (77 S XA 6 o)
)

pm_2ZX(au) <f1‘ 5117 2

To(N)NE, 'To(N

(3:2 P 22){ ay <f1, f2‘ §£>

§ gu IqI‘O )

= (fi,p" QZX (ay fz‘ §L> - (3.32)

_, &To(N)g
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Za svaki v € {1,2,...,r} oznac¢imo
a, by\ [ d b
¢, d ) 9t —¢, a, |
Kako je &, € Ag€Ay, vrijedi ¢, =0 (mod N) pa je

x(@)x(dy) = x(avd, = b,e,) = x (det gg,) = x (1°)

dakle

x(av) = x (P*)x(dy) = x (p?*)x (ay,) .

Uvrstimo li ovo u (3.32), dobivamo

<f1’Tp2, f2>I‘0(N <f1, P QZX f2‘m§L>

<f1, fz’T >

ﬂ gUFO 51/

o(N)
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Poglavlje 4

Matric¢ni koeficijenti nekih

reprezentacija metaplekticke grupe

U ovom poglavlju za svaki m & % + Z>( pronalazimo eksplicitne formule za matri¢ne
koeficijente reprezentacija mp+ 1 mp-  koji se slijeva i zdesna transformiraju kao karakteri
grupe K. U potpoglavlju 4.1 to pos?iiemo izra¢unom iz osnovne serije (vidi Propoziciju
4.5). U sljede¢im dvama potpoglavljima pojednostavljujemo glavni korak izra¢una u
slucaju kad je m € % + Z>p: u potpoglavlju 4.2 racunanjem matri¢nih koeficijenata
reprezentacije p,,, a u potpoglavlju 4.3 uocavanjem veze izmedu funkcija fy.,, € H,, i

K-konac¢nih matri¢nih koeficijenata reprezentacije 7,,.

4.1 Izracun iz osnovne serije

Neka je m € % + Z>p. Po Teoremu 1.11 K-konacne matricne koeficijente reprezentacije
Tp+ Mozemo izracunati kao K-konacne matricne koeficijente njoj infinitezimalno ekviva-
m

lentne podreprezentacije reprezentacije iz, osnovne serije (vidi Lemu 2.13).

1
(_I)WL_7 %7m_1

Oznacimo tu podreprezentaciju sa I,,. Prostor K-konac¢nih vektora reprezentacije I, jest

algebarska direktna suma

@ Cgm—l—Qk,m—l .

kEZZO

Za svaki je k € Z>( prostor K-konacnih matri¢nih koeficijenata reprezentacije I,,, koji se

zdesna transformiraju kao x.,, a slijeva kao x4 razapet funkcijom @y, : SLo(R)~ — C,

(I)k:,m<0_) = <Im(a)5m,m—1; 5m+2k,m—1>L2(K) .

Propozicija 4.1. Neka je k € Z>¢. Tada za sve 01,0, € R it € Rxq vrijedi

W\ " [k . tanh®(t) _,
P m h — 4716 1 —i(m+2k)01 71m92. 4.1
ot = | (3 1l () )e cosh (1) b
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Neka je e : R — {0, 1} funkcija definirana sa (1.20). Pripremimo se za dokaz Propozi-

cije 4.1 dvjema tehnickim lemama:

Lema 4.2. Neka je k € Z>o. Tada vrijedi:

(i) Emmor(0) = 7,(1)"2™, o € SLy(R)™.

e—imﬁg

(11) 8m7m_1(liglht1{92) = (—1)6(91) o t e Rzo, 91,02 € R.

(ietsin 6y + et cos b))
(i) emiohm_1(kg) = e MM+ 9 c R,
Dokaz. (i) Za o0 = ngyayk; € SLy(R)™ imamo

. m ; 1\ —2m
5m,m—1<0-> (2:6) yge—zmt — (y—iez%) — no(i)_Zm'

(ii) Rac¢unamo

—~

i) N —
5m,m—1 (’{/91 htRGQ) ; nﬁel htHGQ (Z) 2m

(77%91 (htKJHQ Z) e ('%92 Z) Tko, (Z)> o
(oo, (€#3) 10, (0) 1y (1))

( 91)\/ze%sm€1 + cos b e” 3¢l )
(=

—imbso
1)s6 ‘

—2m

(zelt sin @y + e~ cos 6;)™
(iii) Jasno iz (2.6). O
Lema 4.3. Vrijedi:

(i) ie'sin@ + efcosf = e cosh(t) — e~ sinh(t), t,0 € R.

(i) vielsind + e fcosf = (—1)°9 cosh? (¢)e~"%,/e2f — tanh(t), 6 €]—m, [, t € R.

(iii) v/ie'sin@ +e~tcosf = (—1)=) cosh%(t)ei%\/l — e 20tanh(t), 6,t€R.

Dokaz. (i) Ra¢unamo

L B tew_efw _tei9+e*i9
te'sinf +e ‘cos=¢'———m— + e ———

_ i il
5 5 = e" cosh(t) — e " sinh(t).

(ii) Neka je t € R. Definiramo A; : |—7, 7] — R,

\/z’et sin 0+ etcosh D \/6’9 — tanh(t)e~*

cosh \/ e? — tanh(t \/6219 — tanh(t

A (0) =

96
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Trebamo dokazati da je A;(0) = (—1)®% 0 € |—x,7[. S obzirom da je funkcija /-
neprekidna na C\ R, funkcija A; je neprekidna na } — [ } R [ } [ Kako je

2
uz to A? = 1, A; je konstantna na svakom od intervala } g[, -5, g{ } { Lako

se vidi da vrijedi

dakle

7 T T s
At(9>:<_1)5(26)7 9€:|_7T7_2|:U]_272|:U:|77T|:7
a direktno se provjeri da ova jednakost vrijedi i za 6 € {j:g}

(iii) Buduci da su obje strane jednakosti (iii) 27-periodi¢ne funkcije varijable 6, dovoljno

je dokazati da ona vrijedi za 6 € |—m, w]. Neka je t € R. Definiramo B; : |-, 7] = R,

\/z’et sinf + e~ cos 6 (i) \/ew (1 —e~2® tanh(t))
Bt(e) = -

cosh )e's \/1 — e~29 tanh(t) eig\/l — e~29 tanh(t) .

Trebamo dokazati da je B;() = (—=1)*® 6 € |—x,7]. S obzirom da je funkcija /-
neprekidna na C \ R, funkcija B, je neprekidna na |—, 7[. Kako je uz to B =1, B, je
konstantna na intervalu |—m, 7|, dakle

B,(#)=B,(0)=1= (=19 gec|-m7[.

Direktno se provjeri da ova jednakost vrijedi i za 6 = 7. O]

Dokaz Propozicije 4.1. Po neprekidnosti je (4.1) dovoljno dokazati u slucaju kad je t €
R.o. Neka su 60y,0, e Rit e R.g. Imamo

(I)k,m(ﬁelht'%@z) = <[m(/€91ht/§92)5m m—1; €m+2k,m71>L2(K)

47 -
/O 8mm 1 ’iu+91ht/{92)5m+2km l(ﬁu) du

47
/O 5mm 1 ’iuhtKGQ)gm—l—ka l(ﬁu Gl)d

3 —lm92 )
</ / > z(m+2k)(u—01) du
(ietsinu + et cosu)™ ’

pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi po Lemama 4.2.(ii) i (iii). Supstitucijom u +— u — 27

?\H?\H?\H

integral — [°™ na desnoj strani prelazi u /™ pa dobivamo

67L(m—i—2k)u

L ity —imr2mor [T
7efzm2€fz(m+ )1/ du’

o h =
k,m(/iel t"‘fez) 2 . (z’et sinu 4 e~t cos u)m

97



Poglavlje 4. Matri¢ni koeficijenti nekih reprezentacija metaplekticke grupe

sto po Lemi 4.3.(ii) mozemo zapisati i u obliku
efzmﬁg 672(m+2k)91

o 2i(m-+k)u
Bt i) = [l ) .
k, (ff@l tﬁ92> o COShm < g > eQ’Lu _ tanh( )) u

Supstitucijom u — u + 7 integral — [_ 2 na desnoj strani prelazi u [, a supstitucijom

u— u — m integral — fg prelazi u f_og pa dobivamo

e—im@g e—i(m+2k)91 z e2i(m+k)u
Oy (g hukia,) = / . _ du. 4.2
(01 ot 7 cosh™(t) —z (€™ — tanh(t)) " (4.2)

Oznacimo a := tanh%(t) €]0,1[. Definiramo f: R — C,

m_,

Z A f1r+ZBf2r+Cf37

gdje su fi,, fa,, f3 : R = C zadane sa

621'(mfr+k)u Lo 1
TU/::,—W, r=14,...,M— —,
Frr(w) (e2 — a2) 9
e 4 /e — g2\ el 4 /el — g2\
fQ,T<u) = - ) r= 1727' 7k7
a a
f3(u) :=Ln (ei“ + Ve2iv — az) ,
dok su A,, B,, C € C sljedece konstante:
. r—1
1 k 1
Apim — 1 —1,2,...m— =,
2(m —r) ll;ll ( —1 * ) " My

=

7 2k 2 k
B, =—— (= || —+1 =1,...
" 27‘(2) <k+r> (m—l+ )’ " RRRRL

=1

=) () T ()

=1

Funkcije f1,, for i f3 u svakoj tocki skupa R imaju konac¢ne jednostrane limese. Stovige,

funkcije f1, 1 fo, diferencijabilne su na R\( + WZ) a funkcija f3 na R\ ((g - 7TZ) U(m+ 27TZ)>,
i elementarno je pokazati da vrijedi

eQi(m-‘rk’)u

I = Gy ueR\(<g+m@Luw+mm0,
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4.1. Izracun iz osnovne serije

dakle
e?z(m—i—k)u
| gy = T () = im0
m—3 k
= Z A, (hm fir(u) — lim f”(u)> + ZBT (hm for(u) — lim fgr(u)>
r=1 u/'y UNTY r=1 u/y —3
+C (hrr}r fs(u) — lim f3(U>>
3 —3
=Cmi
Uvrstavanjem u (4.2) dobivamo (4.1). O

Korolar 4.4. Neka sum € % + Zso i k € Z>o. Tada je funkcija Fy,, : SLo(R)™ — C,

tanh”(¢)

O ) k), k€ T, 43
COShm(t)X (592) € L>o ( )

Fk,m(/fﬁ h’tK’HQ) = Xm+2k (’%91)

do na multiplikativnu konstantu jedinstven K -konacan matricni koeficijent reprezentacije

Tpy koji se zdesna transformira kao Xm, a slijeva kao Xm+ak-
Opéenitije, imamo sljede¢u propoziciju.
Propozicija 4.5. Neka su k,l € Z>o. Tada vrijedi:

(i) Punkcija (n*)! Fy, je do na multiplikativnu konstantu jedinstven K -konacan ma-
tricni koeficijent reprezentacije wps koji se zdesna transformira kao Xm+a1, a slijeva

kao Xma2k-

(ii) Punkcija (n*) Fm = (n7) Fem je do na multiplikativnu konstantu jedinstven K -
konacan matricni koeficijent reprezentacije mp-  koji se zdesna transformira kao

X_—m—21, @ Slijeva kao x_,_ok.
Dokaz. (i) Struktura (g, K )-modula (HD;;)K opisana je u Propoziciji 2.2. Iz nje je jasno
da, ako je v,, € (HD+) \ {0}, tada za svaki r € Zsq vektor vy,i0, = mp+ (1) vy,
m Xm —_ m

razapinje (H D+) . Dakle, do na multiplikativnu konstantu jedinstven K-konacan
m/ Xm+2r

matri¢ni koeficijent reprezentacije m,+ koji se transformira zdesna kao x,,+2, a slijeva
m

kao X2k jest funkcija

SLy(R)™ — C, o= <7TD;(U)7TD$ (Tﬁ)lvm, Um+2k> )

HD;;

tj., po definiciji izvedene reprezentacije i neprekidnosti reprezentacije mp+ i skalarnog

produkta, funkcija

o ((w)’ (7t (- Yom: vm+2k>HD$> (0), o€ SLy(R)™.
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Kako po Korolaru 4.4 postoji C' € C* takav da je <7rD+(')vm, vm+2k>H = CFim, (i)
slijedi.
(il) Oznacimo sa I_,, podreprezentaciju od I 1 infinitezimalno ekvivalentnu

(1) 2L m-1
reprezentaciji mp-  (vidi Lemu 2.13). Za svaki je € Z>p X —m—2r-izotipi¢na komponenta

reprezentacije I_,, razapeta funkcijom €_,, 2, m—1 = Emt2rm—_1. Dakle, do na multiplika-
tivnu konstantu jedinstven matricni koeficijent reprezentacije m,- koji se transformira

zdesna kao x_,,_9;, a slijeva kao x_,,_or jest funkcija

(o <[fm<0-)5m+2l,m717 5m+2k,m71>L2(K) = <Im(0'>5m+21,m717 €m+2k,m71>L2(K)7

(1.29)

N
= Fi .
0, (n7) Frm O

koja je po (i) do na multiplikativnu konstantu jednaka (n*)' F,

Korolar 4.6. (i) Reprezentacija Tpt nije kvadratno integrabilna.
2

(ii) Reprezentacija Tpt je kvadratno integrabilna, ali nije integrabilna.
2

(iii) Reprezentacije mpt, m € 3 + Lo, jesu integrabilne.

Dokaz. Neka jem € %+Zzo- Po Definicijama 1.121 1.13 reprezentacija 7p+ je integrabilna
odnosno kvadratno integrabilna ako i samo ako je njen K-konacan matri¢ni koeficijent

Fy n integrabilan odnosno kvadratno integrabilan. Imamo

/ | Fol? dpispymy~ 2 — / / / | Fom (o, hukia, )2 sinhi (2t) d6, dt dbs
SLa(R)™ 47r

(43) /47r /+°° /47T sinh(2t) 4. d
t do
4 costh ! ?

+oo h
N U
cosh t)

+oo
— gw/ e
1

me—l
400, akojem <1,

< oo, akojem >1,

pri ¢emu je treéa jednakost dobivena primjenom identiteta sinh(2t) = 2sinh(t) cosh(t), a

Cetvrta supstitucijom x = cosh(t). Potpuno analognim ra¢unom dobivamo

+oo  dx 400, akojem <2,
/ [ Eom| dpsis )~ = 8”/ m—1
SLa(R)~ 1 x

Tvrdnje slijede. 0

< oo, akojem > 2.
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4.2 Izracun iz antiholomorfne diskretne serije

U slucaju kad je m € % + Z>o matricne koeficijente reprezentacije 7+ mozemo racunati
kao matri¢ne koeficijente njoj unitarno ekvivalentne reprezentacije p,, (vidi Lemu 2.22).
To nam omogucuje da damo sljedeci alternativan dokaz Korolara 4.4 u slucaju kad je
m € % + Z>g.

Dokaz Korolara 4.4 za m € % + Z>o. Po Lemi 2.22, do na multiplikativnu konstantu je-
dinstven matri¢ni koeficijent reprezentacije mp+ koji se zdesna transformira kao X, a

slijeva kao Xmior jest funkcija @g ., @ SLa(R)™ — C,
Prm(0) = (Pm(0)Do, Pi) 7,
tj., u Cartanovim koordinatama,
Ok.m (Ko hikgy) = Xtk (Ko, ) <m, ]Tk>mxm(f€92), t € Ry, 01,00 € R (4.4)
Za t € R, izracunajmo
A(t) = (pulhe)po, Do)

Imamo

Pm(ht)po (219 po’m (htc)_l (2.15) _2m

Kako je
e (11 =i\ (e i e
e C ) [ | G T
cosh(t)  —sinh(t) :
((— sinh(t) cosh(t) ) 7\/COSh(t) B wsmh(t)) ’

Pm (hi)po = (cosh(t) — wsinh(t))™™,

SIS

m)

slijedi

dakle ,
A(t) = 4 /D (cosh(t) — wsinh(t) ™™ w* (1 - [w]*)"" dudv.

Prelaskom na polarne koordinate dobivamo

k 1 pom ; iu -
Alt) = tanhm(t) 4/ / ir tgnill(t)e E— <1 B r2) 2 kit g,
cosh™(t) i Jo Jo (1 — rtanh(t)ei)™ (r tanh(t)ei)
tanh®(¢) 4 /1 1 m—2
= — S — | 1— 2 2k+1 d
COShm(t> 7 /O /|z|:rtanh(t) (1 — Z)mZIH_1 & ( r ) r "
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tanh”(t) 1 1 m—2
= 7= VW 3rR S / 1 — 2 2k+1 d ’
cosh™(t) e ((1 — z)mzk+1’ ) 0 ( ' ) : :

pri cemu zadnja jednakost vrijedi po Teoremu o reziduumu. Dakle,

tanh”(¢)

At) = —
(8) = Chm cosh™(t)’

t G ]R>07

za neki Cy ,, € R koji ovisi samo o k i m. Uvrstavanjem u (4.4) slijedi

tanh” (¢
Sﬁk,m(ﬁelhtﬁeg) = Ck,m Xm+2k(/101)coshm((t)))<m(f€02), te R>0; 917 0, € R.

Po neprekidnosti jednakost vrijedi i za t = 0. Time je tvrdnja Korolara 4.4 dokazana. [

4.3 Izracun iz veze s holomorfnom diskretnom seri-

jom

U slucaju kad je m € % + Z>o K-konacne matricne koeficijente reprezentacije mp+ iz
Korolara 4.4 mozemo izrac¢unati i metodom iz dokaza leme [32, Lema 3-5]. Temelj je te

metode sljededi rezultat.

Lema 4.7. Neka sum € 3 + Zsg i k € Zxo. Pretpostavimo da ¢ € C™ (SLy(R)™) N
L? (SLy(R)™) ima sljedeca svojstva:

(1) Ccpzm(%—l)gp.
(2) ¢ se transformira zdesna kao X, .
(3) ¢ se transformira slijeva kao X ok-
Tada je ¢ K-konacan matricni koeficijent reprezentacije mps+ .

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da ¢ # 0. Po Lemi 2.7 najmanji zatvoren
SLy(R)~-invarijantan potprostor W reprezentacije (rSLQ(R)~,L2 (SLQ(R)N)> koji sadrzi
¢ unitarno je ekvivalentan reprezentaciji mp+. Nadalje, po Teoremu 1.4 postoji § €
C> (SLy(R)™) takva da je o = B (- 1) * . Oznaéimo sa By ortogonalnu projekciju od 3

na W. Imamo

- <TSL2(R z) 5>L2(SL2(R)N)
=

T'SLa(R)~ I‘ 307 6W> U SL2(R>N7

L2(SL2(R)™)
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dakle ¢ je matri¢ni koeficijent reprezentacije W, pa onda i njoj unitarno ekvivalentne
reprezentacije 7. Kako uz to vrijede (2) i (3), ¢ je K-konacan matricni koeficijent

reprezentacije o+ . 0
m

Za svaki ¢emo m € %+ Z>( konstruirati funkcije koje zadovoljavaju pretpostavke Leme

4.7 pomocu funkcija f ., & € Z>, iz Leme 2.20. Pritom c¢e biti korisna sljedeca lema.

Lema 4.8. Neka je m € % + Z>o. Tada pravilo f — Fy definira izometriju ® : H,, —
L? (SLa(R)™) koja preplice reprezentacije m, i lsp,r)y~. Posebno za svaki k € Zxo vrijedi
Fy, .. € L* (SLy(R)™) i

ka’m(/m) = Xm+2k(/~@)ka7m(0), ke K, oeSLy(R)™. (4.5)

Dokaz. ® je dobro definirana izometrija po Korolaru 3.5. Da prepli¢e reprezentacije m,, i

lsi,(m)~, dokazuje sljedeci raspis: za sve 0,7 € SLo(R)™ i f € Hyp,

3.5) (2.13) (3-5)

_ (3. _ . .
(Istacey- (1) Fy) (0) = Fy (7700) "= (f] 770) () "= ((mn(D) )| 0) 0) "= Frpirys (0).
U slucaju kad je 7 = £~ 1 f = fom € (Hm), . (vidi Lemu 2.20) ova je jednakost
relacija (4.5). O
Sada smo spremni za dokaz sljedec¢e propozicije.

Propozicija 4.9. Neka su m € %+ Lso i k € Zso. Tada je funkcija Fy, . do na
multiplikativnu konstantu jedinstven K-konacan matricni koeficijent reprezentacije 7 p+

koji se zdesna transformira kao Xm, a slijeva kao Xmiok-

Dokaz. Tvrdnja slijedi primjenom Leme 4.7 na funkciju Fy,  , koja zadovoljava pretpos-
tavke Leme 4.7 po Lemama 3.1, 3.2.(1) i 4.8. O

Korolar 4.10. Neka sum € 3 + Zxq i k € Zxo. Tada je
ka,m = Fim, (4.6)

gdje je funkcija Fy,, definirana formulom (4.3).
Dokaz. Po Propoziciji 4.9 vrijedi

ka,m (’%91ht"£92) = Xm+2k (Hﬁl) ka,m (ht) Xm (H92) ’ 01,00 €R, t € RZO'

Kako je uz to za sve t € R

(3.5) N o (135) 20\ (—2\~2m (218) tanh®(t)
o (he) =" frm(hei)nn, () =" Jem (6 @) (6 ) = m,

tvrdnja slijedi. O]

103



Poglavlje 4. Matri¢ni koeficijenti nekih reprezentacija metaplekticke grupe

104



Poglavlje 5
Poincaréovi redovi

U ovom poglavlju izlazemo niz rezultata o konvergenciji Poincaréovih redova:
* Poincaréovih redova na Liejevim grupama u potpoglavlju 5.1
» Poincaréovih redova polucijele tezine na H u potpoglavlju 5.2

+ redova klasi¢nih Poincaréovih redova polucijele tezine u potpoglavlju 5.3 (vidi Lemu
5.13).

5.1 Poincaréovi redovi na Liejevim grupama

Neka je G povezana poluprosta Liejeva grupa s kona¢nim centrom, Haarovom mjerom g i
Liejevom algebrom g. Neka su I' diskretna podgrupa od G, A podgrupaod I'i xy : I' — C*
unitarni karakter. Ovo je potpoglavlje kratak pregled rezultata koji ¢ine jezgru klasicne
teorije Poincaréovih redova na GG. Sastavljeno je kao prijevod s adelickog na realni jezik
osnovnih rezultata o konvergenciji Poincaréovih redova s obzirom na T' iz [31, Teorem
3-10], uz poopéenje na Poincaréove redove s obzirom na kvocijent A\I' s karakterom Y.

Za funkciju ¢ : G — C koja zadovoljava

p(Ag) = x(Nwlg), A€A geq, (5.1)

red

Prry = > x(Me(v-) (5.2)
~yeA\T

zovemo Poincaréovim redom funkcije ¢ s obzirom na A\I' s karakterom y. Kracde

pisemo Py\ry := Par1¢.

Lema 5.1. Neka je p € C.(A\G). Tada je Py\rp € C.(I'\G) i vrijedi

P dip g = / Qs g, 5.3
G AP GUMG A\GSO HA\G ( )
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Dokaz. Po Korolaru 1.64 je ¢ = Ppf za neku f € C.(G) pa je
Pare = PanrPrf = Prf € C(I'\G)
1 imamo
Pyorpd :/Pd :/d:/Pd :/ dune. O
/F » AP dirG o rf dumc Gf e e AS diana A\GSO UA\G

Lema 5.2. Neka je ¢ : G — C izmjeriva funkcija sa svojstvom (5.1) takva da je || €
LYA\G). Tada vrijedi:

(i) Red Py konvergira apsolutno gotovo svuda na G.
(i) (Para®) (1) = x(1) Paray, v €T

/F\G ‘ A\F,XSO‘ dMF\G = Jne "P’ HaG

Dokaz. Tvrdnja (i) vrijedi jer je

(5.3)
[ 2 letoldunalo) ™ [ lol dung < .
G e MG

tvrdnja (ii) je jasna iz definicije reda Pa\r ¢, a tvrdnja (iii) vrijedi jer je

(5.3)
P dur < [ d 2 [ Jel dune. 0
JrglPrexel dima < [ 32 letlldimato) = [ lel dune

Lema 5.3. Svaki g € G ima kompaktnu okolinu C' v G sa sljedecim svojstvom:

(V) Postoji kompaktna okolina U od 1¢ u G takva da vrijedi:

Vi, €l m#r = HCU'NyRCUT=0. (5.4)

Dokaz. Neka je g € G. Uvjet (5.4) je ocito ekvivalentan jednakosti
cutucTtnT = {1g}. (5.5)

Da postoje kompaktne okoline C' od g i U od 1g u G sa svojstvom (5.5), ocito je iz
neprekidnosti u (¢, lg, la, g) funkeije G* — G, (g1, 92, 93, 94) = 9193 ' 9391 - O

Propozicija 5.4. Neka je ¢ € C*(G) sa svojstvom (5.1) takva da je |¢| € L'(A\G).

Pretpostavimo da je p K-konacna zdesna i Z(gc)-konacna. Tada vrijedi:
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(i) Redovi Pary @ Par || konvergiraju apsolutno i lokalno uniformno na G.
(ii) PA\F,XQ)O S OOO<G)

(iii) Funkcija Pyryp je K-konacna zdesna i Z(gc)-konacna. Preciznije, vrijedi

(Parx®)(-#) = Pary(e(- /), re K, (5.6)
X(PA\F,xgp) = PA\F,x(XQO)a X € g. (5 7)

Dokaz. (i) Po Lemi 5.3 je dovoljno dokazati da red

> le(vg)l

YEA\T

konvergira uniformno po g iz proizvoljnog kompaktnog skupa C' C G sa svojstvom (Q).
Za takav C, i odgovarajucu U iz (©), koristeéi Teorem 1.3 odaberimo o € C*(G) sa
suppa C U takvu da je p = pxa. Zasve y€'i g € C' imamo

lp(vg)l = (¢ x @) (79)]
< /U\so(’ygh_l)a(h)]duc(h)

<ol [ el due
ygU—1

<ol [ el due
~yCU—1L

I3

d =: M, .
0 [ s 6] dimia = M)

Kako je

> Me()=lal, ¥ .

(@)
| dpana < |Oé|oo/ | dpane < 00,
~EMT ~EMT MG

\AyCU-1
po Weierstrassovu M-testu slijedi da red 3°,ca\r [#(7g)| konvergira uniformno po g € C.

(ii) Neka je opet v € C°(G) takva da je ¢ = ¢ x . 1z (i) slijedi da je Py € C(G)
pa je konvolucija Py * o dobro definirana funkcija iz C*°(G). Dakle, dovoljno je
dokazati da je Py\ryp = Paryp * .

Za svaki g € GG suma i integral na desnoj strani jednakosti

(Paraw) (9) = (Para (e 0)) (9) = 3 XG) [ (rgh™") ah) duc(h)

~EA\T supp o

komutiraju (red 3. cavr X(7)¢ (vgh ™) po (i) konvergira uniformno po h € supp a, dok je
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a ogranifena) pa imamo

(Prare) (9) = / > x(e (voh ™) a(h) dua(h) = (Parap @) (9), g€ G.
SUPP &y e A\T

(iii) Jednakost (5.6) o¢ito vrijedi. Za dokaz jednakosti (5.7) sjetimo se da za v € T,

g € Gi X € g primjena Newton-Leibnizove formule na funkciju
F:R—=C,  F(t) = p(ygexp(tX)),

daje
Pl exp(tX)) - p(19) = [ (Xp)(rgexp(sX))ds,  tER,

sto mnozenjem sa x () i sumiranjem po v € A\I' daje

(Purae)aesptX)~(Paraelle) = 3 X0) [ (Xe)agexp(sx))ds, teR (58)

Suma i integral na desnoj strani formule (5.8) komutiraju. Naime, red Py, (X¢) konver-
gira lokalno uniformno primjenom (i) na funkciju X, koja ocito zadovoljava (5.1), glatka

je i Z(gc)-konac¢na; K-konacna je zdesna s obzirom da za svaki k € K vrijedi

(- exp(t Ad(r) X)) = (Ad(8)X) (o( - 5))

t=0

p(-rexp(tX)) = 4

(Xe)(r) = 5| - =

Tt

i pritom je desna strana element kona¢nodimenzionalnog prostora spans{Y (¢(-k)): Y €

g, x € K}; napokon, | Xp| € L'(A\G) jer je X¢ = ¢ * Xa pa imamo ocjenu
/A\G (Xl dunve < el X allpi g < oo
Dakle, iz (5.8) slijedi

(Pavra) (g exp(tX)) — (Parae)(9) = /Ot (Para(X9)) (gexp(sX))ds,  teR.

Deriviranjem u t = 0,

(X (Para®)) (9) = (Para(X9)) (9),

sto je trebalo pokazati. O

Propozicija 5.5. Neka je o € C°(G)NLY(G). Pretpostavimo da je o K-konacna slijeva
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i Z(gc)-konacna. Tada postoji M € R.q takav da je

Sle(vg)| <M,  geG.

vel

Dokaz. Neka je U okolina od 1g u G takva da je UU ' NT = {1¢}. Koriste¢i Teorem
1.4, odaberimo § € C*(G) sa supp C U takvudaje o = Sx¢. Zasveyel'ige G

[e9) =18 D)0l < [ [Bh)e (h90)] dneh) <181 [ | fel due. (5.9

Primijetimo da su za svaki g € G elementi familije {U _179}7@“ u parovima disjunktni: za

sve 71,72 € I vrijedi niz implikacija
UlpgNU g #0 = myn'elU'N={lg} = m=mn
Dakle, sumiranjem nejednakosti (5.9) po v € I slijedi

Sl <Y [ leldie <1l [ el dpe, 9GO

vyel yel

Korolar 5.6. Neka je p € C(G) N LY(G). Pretpostavimo da je ¢ K-konacna zdesna,

K -konacna slijeva i Z(gc)-konacna. Tada vrijedi:
(i) Redovi Prp i Prlp| konvergiraju apsolutno i lokalno uniformno na G.
(ii) Pryp € C*(G).
(iii) Funkcije Prye i@ Prle| su ogranicene.
(iv) Prlel € M2y LP(D\G).
(v) Funkcija Pr,¢ je K-konacna zdesna i Z(gc)-konacna. Preciznije, vrijedi

(Prpp) (k) = Pryle(-K),  rEK,
X(Pryp) = Pr (Xyp), X eg.

Dokaz. Sve tvrdnje slijede iz Leme 5.2.(iii) i Propozicija 5.4 i 5.5, uz prisjecanje da za

svaki prostor mjere (X, v) vrijedi

LY X, v)NL=(X,v) C ﬁLp(X,l/). O

p=1
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5.2 Poincaréovi redovi na gornjoj poluravnini

Neka sum € % + Z>p, I' diskretna podgrupa od SLy(R)™, A podgrupa od I'i x : I' — C*
unitarni karakter.

Za funkciju f : H — C koja zadovoljava
fL A=x(Vf,  AeA, (5.10)

red
Paryf = Z Wf‘nﬂ

~yEA\T

zovemo Poincaréovim redom (tezine m) funkcije f s obzirom na A\I' s karakterom .
Pisemo PA\Ff = PA\le.

Sljedeéa lema povezuje Poincaréove redove na H s Poincaréovim redovima na SLa(R)™.

Lema 5.7. Neka je f : H — C. Tada red Py, f konvergira apsolutno gotovo svuda
odnosno apsolutno i lokalno uniformno na H ako i samo ako red Py, Fy konvergira na

isti nacin na SLa(R)™. U tom je slucaju
Fpyrnf = ParyFr (5.11)
Dokaz. Slijedi direktno iz definicija. O

Lema 5.8. Neka je f: H — C izmjeriva funkcija sa svojstvom (5.10) takva da je

/A\H ‘f(z)%(z)% dopu(z) < oo. (5.12)

Tada vrijedi:

(i) Red Py\rf konvergira apsolutno gotovo svuda na H.
(i) (Pawnf)| v=x(Purxf, 7€

(i) g | (Paveaf) (2)9(2) %

Dokaz. Ovu lemu nije tesko dokazati direktno; njen se sljedeé¢i dokaz temelji na ¢injenici

dvry(2) < [ [F(2)S(2) %

— &ea

dvA\H(z).

da je ona verzija Leme 5.2 za Poincaréove redove na H.
Po Lemi 3.4 vrijedi
Fr(A-) =x(NFp,  AeA,

i |Fy| € L' (A\SL2(R)™) pa po Lemi 5.2 vrijedi:
(1) Red Pa\r, Fy konvergira apsolutno gotovo svuda na SLo(R)™.
(2) (PA\F,XFf> (v+) = x(v)Paryty, veTL.
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(3) [ParaFy| € L (D\SLy(R)™) i

| Py Frl d ~ < F.l d .
/F\SLQ(R)N’ MEXES ‘ HP\SLa (R)~ = A\SLQ(R)J 7 dpasLy®)

Po Lemi 5.7 svojstvo (1) povlaci tvrdnju (i) i jednakost (5.11). Zbog (5.11) po Lemi 3.3
svojstvo (2) povlaéi tvrdnju (ii), dok po Lemi 3.4.(iii) svojstvo (3) povlaci tvrdnju (iii). O

Lema 5.9. Neka je f € Hol(H) takva da vrijedi (5.10) ¢ (5.12). Tada red Pa\rf

konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H.

Dokaz. Po Lemi 5.7 je dovoljno dokazati da red Pp\r,, Fy konvergira apsolutno i lokalno
uniformno na SLy(R)™, a to vrijedi po Propoziciji 5.4.(i): funkcija F; zadovoljava uvjete
te propozicije s obzirom da je po Lemi 3.1 K-konac¢na zdesna, po Lemi 3.2 glatka i Z (gc)-
kona¢na, dok po Lemi 3.4 vrijedi |Fy| € L' (A\SLa(R)™) i Fy(A+) = x(A)Fp, A€ A O

Lema 5.10. Pretpostavimo da su T diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLa(R)™,
A podgrupa od T', x : T' = C* karakter konacnog reda i m € % + Zs¢. Neka je f € Hol(H)
takva da vrijedi (5.10) i (5.12). Tada red Pyr, f konvergira apsolutno i lokalno uniformno
na H i definira element iz S, (T, x).

Dokaz. Red Pp\r, f konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H po Lemi 5.9. Posebno
je Paryf € Hol(H). Kako uz to po Lemi 5.8 Py\r,f zadovoljava tvrdnje (ii) i (iii) te
leme, vrijedi Parf € Sw(I, x) po implikaciji (d) = (a) Propozicije 3.15. O

5.3 Klasic¢ni Poincaréovi redovi polucijele tezine

Neka su m € 2 4 Zs, I diskretna podgrupa od SLy(R)™ i x : I' = C* karakter konacnog

reda. Nadalje, pretpostavimo da je oo kusp od I' i da vrijedi

;7" =x(7), 7€l (5.13)
Neka je h € Ry takav da je
Z (SLa(R)™) oo = Z (SL2(R)™) (nn) -
Definiramo klasi¢ne Poincaréove redove
WPy = Prw\r,xe%mﬁ, n € Zo,
Sljedeca je lema dobro poznat rezultat koji se moze dokazati primjenom Lema 5.9 i 5.10.

Lema 5.11. Neka je n € Z~o. Tada vrijedi:
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Poglavlje 5. Poincaréovi redovi

(i) Red rpnm, konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H.

(ii) Ako je dodatno I' konacnog kovolumena u SLy(R)™, tada je ¢ nmy € Sm(L, X)-

U nastavku radimo pod dodatnom pretpostavkom da je I' kona¢nog kovolumena u
SLy(R)™~, dakle Yr pm € Sm(L, x) za sve n € Zso.
Uvrstavanjem v € I'o N Z (SLe(R)™) ny u (3.17) vidimo da je zbog (5.13) svaka

f € Sn(T, x) h-periodi¢na pa ima Fourierov razvoj

o
Z an(f 2 z E€H,
n=1

za neki niz (a,(f))nez., < C.
Sljedecéa je lema polucijelotezinska varijanta nama vaznog dijela teorema [28, Teorem

2.6.10).
Lema 5.12. Neka je f € S,,(T, x). Tada vrijedi

€p(47m)m_1

an(f) = hmf(m — 1) <f7 wF,n,m,X>Sm(F’X) > n e Z>0,

pri cemu simbol ' w nazivniku oznacava funkciju I : Cyigso — C, T'(s) = [g7 t5 et dt.

Dokaz. Fiksirajmo strogu fundamentalnu domenu Fr za I' u H. Tvrdnja slijedi iz raspisa

) (2)S(2)™ dora(2)

er <f7 wF,n,m,x>gm(p7x) = /F\;LL Z X ( 2ming

eroo\r
317 .
) £l 2) @) (] 5) (2)S(2)™ dvpy(2)
1.9 T o in L2 m
= 2 F(:2)e T S (y.2)"™ dupul2)
F\H’yGF \I
LTDK >y /F (7.2)e zmn”T S(7.2)™ duy(2)

YEL\T

= /F . f(z)e%i”%%(z)m dor \x(2)
h oo L atiy n ey
— /0 /0 Z ak<f)e2mk ';ye%rm J}rlyym—Q dy dr
k=1

h poo ;
LTDK 1. RS _omin® _omn¥
=" lim / / > " ag(f)e* TR e TP e P iy ™2 dy du
e—=0+Jo Je —1

integrabilno

konvergira normalno na [0,h]x [e,00]
na [0,h] X [e,00[
LTDK - " omik—m)2 *  on(kn) ¥ m—2
=" lim Zak(f) e ndx e ny™ % dy
€H0+k 1 e

= hm an(f h/ ”%ym_2 dy
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5.3. Klasi¢ni Poincaréovi redovi polucijele tezine

Pritom kratica LTDK oznacava primjenu Lebesgueova teorema o dominiranoj konvergen-
ciji. Naglasimo da je njegova primjena u cetvrtoj jednakosti gornjeg raspisa opravdana
jer su parcijalne sume reda pod integralom u tre¢em retku apsolutno dominirane podinte-

gralnom funkcijom u integralu

2min L2 ~ m . 2minZ ox m
(v.2)e n (.2 dvaZ—/ f(2)e"™ S (2)™| dup vy (2
/MVEF\F ) ()" dorn(z) = [ 11(2) (2)"| dvr(2)
m ho oo oY m_g9 h% m m
<sup\f (2)2 / / e Ty Cdydr = —m—T (-1) Sup\f(Z)g(Z)Z ,
z€H 0 J0 (27T) 2 2 z€EH
a desna je strana konacna po Propoziciji 3.15.(a)=-(b). O

Sljedeca je lema polucijelotezinska varijanta teorema [35, Teorem 2-10] koja poopéuje

konstrukciju klasi¢nih Poincaréovih redova.

m
2

Lema 5.13. Neka je (a,)nez., C C takav da je 00, la,|n'~2 < co. Tada dvostruki red

0% (5.14)

m

DG

YET o \I' n=1

konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H, pripada prostoru S, (T, x) i jednak je

PFOO\F,X (Z an€27rin;l> = Z a'nqu)f‘,n,m,x- (515)
n=1 n=1
Redovi na objema stranama jednakosti (5.15) konvergiraju apsolutno i lokalno uniformno,

a red na desnoj strani i u topologiji prostora S,, (T, x).

Dokaz. Clanovi reda S dobro su definirani, tj. vrijedi

eQm'nﬁ

= X(v)e%mi, v € Iy, (5.16)

27mn

s obzirom da je zbog (5.13) jednakost (5.16) ekvivalentna h-periodi¢nosti funkcije e
Da dvostruki red S konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H, slijedi po [28,

Korolar 2.6.4] iz ocjene

) (2)3(2)% (2)

/1“\% 2 i‘“” (emnﬁ m !

vEl s \Fn*l
Z| al | G (7.2) % | dor(2)
F\H'yel" \1"
_y n 2minES(2)2 | d 5.17
3 o] IS dvr2) (5.17)
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s m  hT m
ST L (T
;M [ (2m)2 ! <2

< 0

(5.18)
Posebno je S = (5.15), pri ¢emu redovi na objema stranama jednakosti (5.15) konvergiraju
apsolutno i lokalno uniformno na H.
Kako je Sy, (I, x) kona¢nodimenzionalan Hausdorffov topoloski vektorski prostor, on je
zatvoren potprostor prostora C(H) s topologijom lokalno uniformne konvergencije. Dakle,

lokalno uniformna konvergencija reda >0° | @, ¥r »m, prema S povlaci da je S € S, (I, x)
i da red Y0° @ntrnm, konvergira prema S u topologiji prostora Sy, (I, x).

]



Poglavlje 6

Poincaréovi redovi K-konac¢nih

matricnih koeficijenata i primjene

Neka sum € g—kZZO, [ diskretna podgrupa konac¢nog kovolumena u SLy(R)~ iy : ' — C*
karakter konacnog reda. U ovom poglavlju pomoc¢u Poincaréovih redova PrFy ,,, k € Z>,
konstruiramo sustave izvodnica za prostore S,,(I', x) i dokazujemo niz rezultata o kusp-
formama polucijele tezine. Veéina su tih rezultata polucijelotezinske varijante rezultata iz

[32], [34], [35] i [36]. Detaljnije:

+ U potpoglavlju 6.1 dokazujemo da za svaki k € Z>, red PrFj ,, pripada prostoru
A (I'\SL2(R)™~),, i u Teoremu 6.3 odredujemo njegov skalarni produkt s proizvoljnom
p € A(T\SL2(R)™),,.

« U potpoglavlju 6.2 prevodimo rezultate iz potpoglavlja 6.1 u rezultate o kusp-

formama iz prostora S, (I, x).

+ U potpoglavlju 6.3 odredujemo Poincaréove redove Ar k¢ € S (L, x) koji u smislu
Rieszova teorema reprezentiraju linearne funkcionale S,,(T',x) — C, f +— f®)(&),
za k € Zso i€ € H. Ujedno dokazujemo da za sve k € Zxo i f € Sp(T, x) vrijedi

SUD,cy ()7 tk ‘f(k)(z)‘ < 00 i SUp, ey I(E) T TRG(2) 2 |AL kmex(2)] < o0.

* U potpoglavlju 6.4 uz neke dodatne pretpostavke na I' i x odredujemo Fourierov
razvoj i razvoj u red klasi¢nih Poincaréovih redova kusp-formi Apy ¢ ,. Kao pos-

ljedicu dobivamo ocjene derivacija klasi¢nih Poincaréovih redova polucijele tezine.

* U potpoglavlju 6.5 odredujemo formulu za djelovanje Heckeovih operatora T :
Sm(N,x) = Sm (N, x) na kusp-forme Ar j ¢, u terminima razvoja potonjih u red
klasi¢nih Poincaréovih redova. Ovdje su N € 4Z-q i p prost broj takav da p{ N.
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Poglavlje 6. Poincaréovi redovi K-konac¢nih matri¢nih koeficijenata i primjene

6.1 Poincaréovi redovi matri¢nih koeficijenata Fj,,

Lema 6.1. Neka suI' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™, m € % + Z>o
i k € Z>o. Tada redovi Pr|F | @ PrEFy,,m konvergiraju apsolutno i lokalno uniformno na
SLy(R)™ @ PrFym € A(I'\SL2(R)™),,

Dokaz. Po Korolaru 4.4 funkcija Fj , je K-konacan matricni koeficijent reprezentacije 7+
koji se zdesna transformira kao X, a slijeva kao X, 4or. Posebno je Fy, ,, € C* (SLy(R)™)
1), vrijedi
CFim = m (% - 1) Fi.m (ovo slijedi i iz Leme 3.2.(i) s obzirom da je Fy, = FYy, , po

i, s obzirom da C na (HD )K po Propoziciji 2.2.(v) djeluje skalarom m (m —

mt 2

Korolaru 4.10). Posebno je funkcija Fy ., Z(gc)-konacna. Kako je reprezentacija
po Korolaru 4.6.(iii) integrabilna, vrijedi i F},, € L' (SLy(R)~). Po Korolaru 5.6 i Lemi
5.2.(i1) slijedi da redovi Pr |Fj | i PrFy ., konvergiraju apsolutno i lokalno uniformno na
SLy(R)™ i da funkcija PrFy ,,, pripada prostoru C* (T'\SLy(R)~) N L? (I'\SLy(R)~) i ima
svojstva (A1) — (A2) iz Definicije 3.23, dakle PrFy,, € A (I'\SLy(R)™), . O

m

Lema 6.2. Ncka sum € 3+ Zsq i k € Zso. Tada vrijedi:

4rk!
m—1+7r)

) 2
(i) ||Fk,mHL2(SL2(R)~) - kfo(

(i) ((n*)" Frm) (Iswom~) = kL.

Dokaz. (i) Imamo

(1.37) 4 dm tanh% t)
||Fk m||L2 (SLa(R)~ (4 3) 47T / / / 2m t Slnh(Qt) d@l dt dQQ,

sto je uvodenjem supstitucije z = tanh?(t) i koristenjem identiteta sinh(2t) = 2sinh(t) cosh(t)

i m = 1 — tanh®(t), jednako
4rk!

Hfzo(m —1+7)

1
47T/ 2*(1—2)" 2 de =
0

Zadnja je jednakost dobivena parcijalnom integracijom.
(ii) Po Korolaru 4.10 je Fy,, = Fy, . pa tvrdnja slijedi primjenom (3.7) na funkciju
femsax=t=01iy=1 0

Teorem 6.3. Neka suT' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™, m € g—l—ZZO,

k€ Zsyipe AI\SLy(R)™), . Tada vrijedi

m*

47 k
. PrFym = <n+ )12~. 6.1
<90 'k, >L2(F\SL2(R) ) Hfzo(m_l‘Fr) ( ) 2 ( SL2(R) ) ( )
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6.1. Poincaréovi redovi matri¢nih koeficijenata FJ, ,,

Dokaz. U slucaju kad je ¢ = 0 tvrdnja je ocita. Pretpostavimo da ¢ Z 0. Imamo

(0, PeFiom) o=/ 2(0)Y Frem(10) dpir st~ (0)
LAOSL®)) T i gp ey~ ; e

= g F m\ YO d ~\O
F\SLQ(R)~§¢(7 ) Frm (70) dpir\sro r)~(0)

_ o d - 6.2
sy £ dsta(®) (6.2)

Sjetimo se da je Fy,, € L' (SLy(R)™), dok je ¢ neprekidna i po Korolaru 3.27 ograni-
éena. Po Korolaru 1.17 slijedi da je funkeija rr (Fim ) ¢ € L? (I\SLa(R)™)NC (I\SLa(R)™)

dana formulom
(e (o) ) @) = [ Foniplon) dusier- ), v €SB (63)

Posebno je
(TF (m) gp) (1SL2(R)N) = /SL (R~ <:OFk,m d,uSLz(R)N
2

pa (6.2) povlaci da je
(s PrFim) 12 (0\sLo@)~) = (rp (m) 90) <1SL2(R)N> ' (6-4)

Da bismo izracunali (?“p (ka> go) (1SL2(R)~), primijetimo da po Lemi 2.7 ¢ generira
Xm-izotipicnu komponentu neke zatvorene podreprezentacije H, od rr unitarno ekviva-
lentne reprezentaciji mp+. OCcito je rp (ka> ¢ € H,. Preciznije, rp (ka) ¢ pripada

Xm-+2k-1zotipicnoj komponenti od H,: kako se Fy,,, transformira slijeva kao X2k, imamo

(6.3)

(re (Feam) ) () Fin(y)p(eky) dpstom (y)

SLo (R)N

- Frn (71 d -
Loy P (5900 dsegey (v)

— Fom d .
Xm-+2x () /S oy P W)2(@y) dpsiy @)

) s nron () (rr (Fem) ) (x)

za sve x € SLy(R)™ i k € K. Po svojstvima (i) i (iii) iz Propozicije 2.2 slijedi da je

rr (ﬂ) o=A (n+)k © za neki A € C. (6.5)

Da bismo izracunali A\, primijenimo Lemu 2.7, sa ' = {1SL2(R)~ }, na funkciju Fj ,,. (Da
funkcija Fj ,, zadovoljava sve uvjete Leme 2.7, vidi se kao u dokazu Leme 6.1.) Dobivamo
da Fj,, razapinje x,,-izotipicnu komponentu neke zatvorene podreprezentacije Hp, , od r

unitarno ekvivalentne reprezentaciji w+. Neka je ® : H, — Hp,  unitarna ekvivalencija.
m )
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Poglavlje 6. Poincaréovi redovi K-konac¢nih matri¢nih koeficijenata i primjene

Kako funkcije ¢ odnosno Fj ., razapinju x,-izotipi¢cne komponente reprezentacija H.,,
odnosno Hp, ., vrijedi
Py = sFy,, zanekise C”. (6.6)

Primjenom ® na obje strane jednakosti (6.5) dobivamo
k
r (ka) dp =\ (n+> by
pa je po (6.6)
k
T (F]%m) Fka =\ (TL+> Fk:,m~
Evaluacijom (neprekidnih predstavnika) obiju strana ove jednakosti u lgr,m)~ i koristeci

da je (r (ka) Fk,m) (1st,m)~) = ||Fk’m||iQ(SL2(R)N) po Korolaru 1.17, dobivamo

Fimll’ - 4
\ 1Pl rsramm ™ (6.7)

((”ﬂk ka) (1srom)~) Ig(m—1+7r)

pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi po Lemi 6.2.

Prema tome,

(64) [
(# PoFim) 2ystay) = (7 (Fram) ) (IsLagey~)

€5 3 <(n+)k’ Sp) (Lstym)~)

(6.7) 47 &
T gm—1+7) <("+) 90) (LsLo(r)~)- O

ot

6.2 Pripadni Poincaréovi redovi na H

Teorem 6.4. Neka sul' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™ i x : I' — C*
karakter konacnog reda. Neka sum € 2+ Zso i k € Z>o. Tada vrijedi:

(i) Red Pry fim konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H.

(11> Pl",xfk,m € Sm(ru X)

(iii) Za svaku f € S,, (T, x) vrijedi

k 41
D).
<f PFxfk:m Sm (T,x) lZ:( ) H ( —1—|—7")f ()

(iv) Skup {Pryfom :n € Zxo} je sustav izvodnica za Sy, (T, x).

Dokaz. (i) Po Lemi 5.7 dovoljno je dokazati da red Pr, [, =

apsolutno i lokalno uniformno na SLy(R)™, Sto vrijedi jer po Lemi 6.1 red Pr|Fym|

Pr\ F}, , konvergira

konvegira lokalno uniformno na SLy(R)™.
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6.3. Kusp-forme Ar i m ¢y

Dokazimo sad tvrdnje (ii) i (iii) u slucaju kad je y = 1:

(%61)) Pr Fy, m pripada prostoru A (I'\SLy(R)~), po Lemi
6.1, po Lemi 3.1 i Teoremu 3.24 funkcija Pr fj ., pripada prostoru S,,(I).

(iii) Neka je f € S, (I"). Po Teoremu 3.24 vrijedi

(ii) Buduéi da funkcija Fp. Foom

<fa Pka,m>Sm(r) = <Ff7 FPka,7n>
(4.6)
(5.11)

= Hfo(ﬂji 1+7) ((n+>k Ff) OSM(R)N)

@é@)(%)’l e pas AU

reo(m—147)

L2(T\SL2(R)™)

<Ff, PrFk,m>L2(I‘\SL2(R)N)

Tvrdnje (ii) i (iil) u slucaju kad je x # 1 slijede iz upravo dokazanih tvrdnji o Pyer y fi,m

primjenom Leme 3.22; s obzirom da je
Pry from = Prery\TxPrer x frm-
(iv) Dovoljno je dokazati da je svaka f € S,,(I", x) koja zadovoljava
{fs Proctnm)s, oy =0 n € Zxo,
identicki jednaka 0. Iz (iii) indukcijom po n € Zs slijedi da takva f zadovoljava f™ (i) = 0
za sve n € Z>q pa je f =0 s obzirom da je f € Hol(H).
6.3 Kusp-forme Arj ¢

Neka su I' diskretna podgrupa kona¢nog kovolumena u SLy(R)™, x : I' — C* karakter
konacnog reda i m € % + Z>o.

Za k € Z>o i £ € ‘H definiramo funkciju 0y ¢ : H — C,

4m r=0

Some(z) = 2" (H(m 14 m) (_z)m (6.9)

k
OCito je O me(z) = (%) S0,m¢(2)-

Propozicija 6.5. Neka su k € Z>o 1§ € H. Tada red

Arimen(#) = (Pradime) () = 20 (H<m . r>) XDy

dr \; = yer (7,,2' — g) Ak



Poglavlje 6. Poincaréovi redovi K-konac¢nih matri¢nih koeficijenata i primjene

konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H i pripada prostoru S,, (T, x).

Dokaz. Ovo se moze dokazati primjenom Leme 5.10. Ovdje dajemo alternativan dokaz.

Imamo

ko (k
fk,m - Z (l) (_2Z)ZHI Am )5l,m,i7 k - ZZ()? (610)

1=0 ro(m =147

dakle po binomnoj formuli inverzije vrijedi

k —1+7) k
(5 mai — = 0( m kEZ
k,m, 471'(2@ lZ:( > fl ) >0,

pa tvrdnja u slucaju kad je £ = i slijedi iz Teorema 6.4.(i) i (ii). Tvrdnja za proizvoljan
E=az+iyeH (saxzeRiyeRy) sad slijedi po Lemi 3.21 iz identiteta

_m_ L -1
AFakama&X =y A(nxay)7Ianay,k,m,i,X"z“y m (nzay) ) (611)
koji se lako provjeri slijedeéi definicije. O]

Glavni je rezultat ovog potpoglavlja Teorem 6.8. U njegovu ¢emo analitickom dokazu

koristiti sljedec¢e dvije tehnicke leme.

Lema 6.6. Neka su (X, dx) prostor mjere i D otvoren podskup od C. Neka je f: Dx X —

C izmjeriva funkcija sa sljedec¢im svojstvima:
(a) Za svaki x € X wvrijedi f(-,x) € Hol(D).
(b) Za svaku kruznicu C C D wrijedi [oyx |f(2,2)| d(z,2) < 00.

Tada je F': D — C,
F(z):= /Xf(z,x) dz, (6.12)

dobro definirana funkcija iz Hol(D) i vrijedi

PO = [ (jg) s,

Dokaz. Bez (6.13) ovo je [28, Lema 6.1.5]. Dokazimo (6.13). Neka je z € D. Fiksirajmo
deR g takavdaje {( € C: | — 2| <} C D. Za svaki k € Z~( imamo

dv,  2€D, k€ Ty, (6.13)

=z

B K F(Q)
F0 () = 2 /|<_z|:5 T ¢

211

(6.12) k! f(¢, )

-/ ((jc)k G

dz
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6.3. Kusp-forme Ar i m ¢y

primjenom Cauchyjeve integralne formule za derivacije u prvoj i trecoj te Fubinijeva

teorema u drugoj jednakosti. O

Lema 6.7. Neka je f € S,,(I', x). Tada je funkcija Iy : H — C,

I5(€) = (f, Aromex)s, )

holomorfna i vrijedi I}k) &) = {f, Ar’k’m’g’x>sm(l—‘ o 2 sve§ € H ik € Zsg.

Dokaz. Za sve k € Z>o 1 & € H vrijedi

(fs Argmex) s, (2%) F\H %X ) (Gkme| 7) (2)S(2)™ doru()
(3:17) 61:1 /F\H ; (f’m7> (Z) (&kmf‘ 'y) (z)%(z) dUF\H(Z)

(6.8) (_42;)7” <H(m_1+r)>/7_t(zf(5)m-|-k\f< )™ duy(2). (6.14)

Tvrdnja leme slijedi iz (6.14) primjenom Leme 6.6. Uvjet (b) Leme 6.6 je zadovoljen s

obzirom da vrijedi

1£(2)] Cx( 5\M S(z)2
/H WJ@) dvoy(2) < (sup\f(z)o(Z)

)/ C\\%dvﬂ(z)w (6.15)

(uvodenjem supstitucije z +— ngpe)age).2 za zadnju jednakost), a desna je strana po

Propoziciji 3.15.(a)=(b) ogranicena za ¢ iz proizvoljne kruznice C' C H. O

Teorem 6.8. Neka je £ € H. Tada vrijedi

<f7 AF,k,m,&,x>Sm(F7x) = f(k)<€), f S Sm(F, X), ke Zzo. (616)
Nadalje, skup {Ar kmey 2 k € Zso} je sustav izvodnica prostora Sy, (I, x).

Dokaz. Koristeci (6.10), Teorem 6.4.(iii) mozemo zapisati na sljedeéi nacin: za sve f €
Sm(Iyx) 1 k € Zsg vrijedi

k

¢ 4m |
2 (1) g T 0 Aramda =2 (1) 0 o T 0
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Odavde indukcijom po k € Z>q slijedi da za sve f € S, (T, x) i k € Z>g vrijedi

<f7 AF,k,m,i7x>Sm(1—\’X) = f(k) (Z) (617)

Sada jednakost (6.16) za proizvoljan £ = z + iy € H (sa z € R iy € R.y) mozemo
dokazati na dva nacina. Prvi je algebarski (usp. dokaz leme [36, Lema 3-8]). Neka je
f € Sn(T', x). Racunanjem k-te derivacije u z = i obiju strana jednakosti f(x + yz) =
T (f‘mnmay> (z) dobivamo, koriste¢i Lemu 3.21, da je

m

e = v (] nea,) ()
I 5 (1] moay, &

—1 .
'I’L.z'ay) Fnzay,k,mﬂ,xnzay >Sm ((nzay)—ll—xnzay7xnzay)

" (nxay)il>

m
_ —m_ g
o <f’ y : A(nmay)ilrnzay vkvmvivxnmay

(6.11)
= <f, AF,kz,m7§7X>Sm(F7X) ’

Sm (T,x)

Drugi nacin da dokazemo (6.16) iz (6.17) je analiticki. Neka je f € S,,(T, x). Po Lemi
6.7 jedakost (6.17) pokazuje da vrijedi

IP6) = f93), ke Lo,

dakle funkcije f i Iy imaju isti Taylorov razvoj u ¢. Kako su obje holomorfne na H, po

jedinstvenosti analitickog prosirenja slijedi da je
[J(‘k)(g) = f(k)(@a §EH, k€ ZLs,

a ovo je po Lemi 6.7 jednakost (6.16).
Druga tvrdnja teorema slijedi iz (6.16) kao u dokazu Teorema 6.4.(iv). O

Jednakosti (6.16) i (6.14) dokazuju sljedeéu integralnu formulu:

Korolar 6.9. Neka je f € S,(I', x). Tada za sve k € Zso i & € H vrijedi

o0 = S (Tom =140 [, o0 ot

dm r=0 Z = €)m+k

m
2

Opéenitije, Korolar 6.9 vrijedi za sve f € Hol(#) takve da je sup,4 ’f(z)%(z)

< Q.
To slijedi iz polucijelotezinske verzije teorema [28, Teorem 6.2.2].

Korolar 6.9 ima sljede¢u jednostavnu posljedicu.

Korolar 6.10. Neka je f € S,(T, x). Tada za svaki k € Zq vrijedi

sup | FM()S(€) | < oo.
EEH
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Dokaz. Po Korolaru 6.9 i nejednakosti (6.15) vrijedi

m
2

sup 0307 | < 3 (Tl =1+ 7)) (sup 1902

= T AT\, 2eH

a desna je strana konacna po Propoziciji 3.15.(a)=-(b). O

Sad lako mozemo dokazati sljedeci rezultat (usp. [35, (1-5)]).

Propozicija 6.11. Neka je k € Z>o. Tada vrijedi

sup %({)%J“k%(z)% |AD kmen(2)] < 00.
z,E€EH

Dokaz. Fiksirajmo ortonormiranu bazu {fi,..., fa} za Sn(T, x). Imamo
d (6.16) (k) o
Argmex(2) = D {Arkmens fi) g,y i(2) = DA fi(2),
1=1

=1

dakle

sup S(€)FHS(2)F [Arpmen(2)] <3 <sup | f;"f)(g)g(g)?“f\) (sup Ai(2)S(2)%
z,E€EH 1=1 \$€H z€H

).

a desna je strana konacna po Korolaru 6.10. O

6.4 Dva razvoja kusp-formi Arj,, ¢,

Neka su I' diskretna podgrupa konaénog kovolumena u SLy(R)™, x : I' — C* karakter

konacnog reda i m € % + Z>(. Nadalje, pretpostavimo da je oo kusp od I' i da vrijedi

—2m

"t =x(), 7€l
Neka je h € Ry takav da je
Z (SLa(R)™) I'ee = Z (SL2(R)™) (nn) -
Sjetimo se da je za svaki n € Z~q definiran klasican Poincaréov red
Yronmy = Ppoo\nxe%mﬁ € ST, x)

(vidi pocetak potpoglavlja 5.3). Nadalje, po Lemi 5.12 svaka f € S,,(', x) ima sljedeéi
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Fourierov razvoj:

€F(47T) m—1 27rzn
—F(m Ty Z n (f, Yrama) s Sm@a) €T, z€H. (6.18)

n=1

f(z) =

Ovdje koristimo standardnu oznaku za gama-funkciju: T'(s) := [;°t5 e dt, R(s) > 0
Glavni je rezultat ovog poglavlja Teorem 6.13 — polucijelotezinska verzija teorema [34,
Teorem 3-5] koja daje Fourierov razvoj kusp-formi Ar ., ¢, 1 njihov razvoj u red klasi¢nih

Poincaréovih redova. Lema 6.12 ¢e rijesiti probleme s konvergencijom u dokazu Teorema
6.13.

Lema 6.12. Neka su k € Z>o i § € H. Tada red

o0

Z ek 727”” wrnmx (619)

konvergira u Sy, (L', x) 1 apsolutno i lokalno uniformno na H.

Dokaz. Tvrdnja slijedi primjenom Leme 5.13 na a, := n™ % le=2mni n € Z.,. Da je

zadovoljen uvjet 3°° , |a,| n'~% < oo, dokazuje jednakost

S©

m—i—k 1 —27rm 7’L 2 o Zn?—f—k Qﬂn—

naime desna je strana konacna po d’Alembertovu kriteriju konvergencije. O]
Teorem 6.13. Neka su k € Z>y i § € H. Tada vrijedi:
(1) Argmey tma sljedeci Fourierov razvoj:

ep (Am)m &
Argmex(2) = F(I;n(—)l)hm Z e 1¢anx(§) ming z€H. (6.20)

(i) Vrijedi

ep (4m)™ 7 (—2mi)*

Ar ke (2) = T(m — )i+

Z m+k—1 —27rzn ¢anx( ) ZGH.
(6.21)

Pritom desna strana konvergira u Sy, (T, x) @ apsolutno i lokalno uniformno na H.

Dokaz. Ovo se moze dokazati analogno dokazu teorema [34, Teorem 3-5], pri ¢emu sve
probleme s konvergencijom rjesava Lema 6.12. Ovdje dajemo kraci dokaz.
(i) Jednakost (6.20) slijedi iz (6.18) s obzirom da je

(6.16)  (k
<AF7k7m7E,xv ¢F7n,m,x>sm(r,x) = l(w)lmx(f)
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6.5. Primjena na Heckeove operatore

(ii) Imamo
A (6.16) |, o A 616) A %) oy
T km.x(2) (Arkm,ex FOmzx)sm(r,X) - I,0,m,2,x ()
(620) €r (47T) - i nmflw ( ) 2mn7
[(m — 1)hm = s
er (471-)”7'_1 (_27”)76 - m+k—1 727Tin§
[(m — 1)hm+k ; n e RYUr nmo (%), z € H.
Tvrdnja o konvergenciji slijedi iz Leme 6.12. O]

Sad lako mozemo dokazati neke ocjene derivacija klasi¢nih Poincaréovih redova (usp. [35,
Teorem 1-2]):

Korolar 6.14. Neka je k € Z>y. Tada je

m 77L
sup nz- +k‘¢rnmx ‘<oo.
§eH,
n€Z>0

Dokaz. Fiksirajmo ortonormiranu bazu { fi, fa, ..., fa} za Sp(L, x). Zasvakil € {1,2,...,d}

neka je f1(z) = X°°, an(f;)e?™™% Fouierov razvoj kusp-forme f;. Imamo

d d
Armex(2) = D (Arkmens i),y fil2 Z <Z fl(k)<§)an(fl)> e 2 EEeN,
=1 =1

pa je po Teoremu 6.13.(i)

er (471’) 1 d (k
__pme = Z .
F(m—l)h 2/}l"nnl)( ) lzzlfl n € Lo, éEH
Dakle, vrijedi
mo_ m F(m - 1)h/m d k m |a (fl)|
sup nz (&) TF < 7 <su RRIGERL SUp — ,
5675 (g ‘wl‘ n,m X(é)’ = er (471')””_1 ; 5675) ’fl (5) (5) ‘ nGZl;)o n%
TLEZ>0
i pritom je desna strana konac¢na po Korolaru 6.10 i Lemi 3.17. O

6.5 Primjena na Heckeove operatore

Neka su m € % +Z>p i N € 4Z~. Neka je x paran Dirichletov karakter modulo N. Za

sve k € Z>o 1§,z € H imamo

Arsenes®? O ([m-140) & 20z

relo) (7.2 — E)
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Grupa I'g(N) i karakter y zadovoljavaju pretpostavke prvog odlomka potpoglavlja 6.4

pa imamo klasiéne Poincaréove redove

77Z)1"0(N),nm"b7x(Z) = Z X('Y)G%“W.ZJ(% Z>_2m7 z€H, n€ Ly,
Y€ (N)oo\I'0(N)

i kusp-forme Apg(n) km.¢, imaju razvoj (6.21) u red klasi¢nih Poincaréovih redova. U Ko-
rolaru 6.15 u terminima tog razvoja izrazavamo djelovanje Heckeovih operatora polucijele
tezine na kusp-forme Arpg(n)kmey (usp. [34, Lema 5-8]).

Za svaki je prost broj p Heckeov operator T2 : Sy, (N, x) — S (N, x) dan formulom

[e.9]

Z a(n)e%mz

n=1

Z b 27r'mz

gdje je
b(n) = a (p™n) + <_1>m_; x(p) <n> P 2a(n) + x (p?) P 2a (n/p?) (6.22)

[57, Teorem 1.7]. Ovdje podrazumijevamo da je a(n/p?) = 0 ako p* { n, dok je (;)
uobicajeni Legendreov simbol ako je p neparan, a identicki jednak 0 ako je p = 2.
Ako pt N, tada po Propoziciji 3.40 vrijedi

(T B = X0 (BT hoBESaN. (02

To nam omogucuje da dokazemo sljedeci korolar.

Korolar 6.15. Neka su N € 4Z~,, m € g+ Lso, k € Zsy © § € H. Neka je x paran
Dirichletov karakter modulo N. Tada za svaki prost broj p takav da p { N operator T
preslikava kusp-formu

(4m)" " (—2mi)F

Ary () kmex(2) = T —1) Z k=L o= 2ming N i (2) (6.24)

u kusp-formu

O

Z nerkilEp,k,n,m,X (£)¢F0(N),n,m,x<z>7 (625)

n=1

gdje je

1
X(pQ —2mi % ¢ —1 e n m—2 —2min€ m -2 —2mip®né
Ep7k7n7m7x(§) = RPQZ(H) p%)e p2€+<> X(P) ()p se 2 §+p2 +2k—2 —2mip>ng
Dokaz. Jednakost (6.24) je poseban slucaj jednakosti (6.21). Dokaz jednakosti (6.25)
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6.5. Primjena na Heckeove operatore

analogan je onome leme [34, Lema 5-8]. Za svaki z € H imamo
(6 16)
(AFO(N)JC»mvgvX ’sz) ( <AF0 k m7£ X‘T 2 A]--‘0 ) 0 m Z’X>Sm(N,X)
(6.23)
- X( ) <AI‘0 N),k,m,&,x> AI‘O N),0,m,z,x T,

1”2>5m(N,X)
X (p2) (AI‘O(N),O,m,z,X Tp2>(k) (€)-

(6.16)

Po (6.20) i (6.22) desna je strana jednaka

r%ﬂ—l > (~2rin)’ (X (%) (7%2)" ey pnmal2)

n:l
-1 my n
+ | — X\P - pm—§n Q/} nm,x \ 2
(p) ()(p) To(N).n,m.x (2)

+ p2m72 (n/p2> 1#1"0 N/ m7x(2))62m'n5_

Promijenimo li poredak sumacije tako da se sumira po indeksu n 0 r(n)nm(2), dobi-

vamo (6.25). Ova je promjena poretka sumacije opravdana po Lemi 6.12. ]
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Poglavlje 7
Neponistavanje Poincaréovih redova

U ovom poglavlju dokazujemo niz rezultata o neponistavanju Poincaréovih redova:

* Glavni su rezultati potpoglavlja 7.1 Teoremi 7.1 1 7.6 — ojacane verzije op¢ih integral-
nih kriterija neponistavanja [31, Teorem 4-1] i [33, Leme 2-1 i 3-1] za Poincaréove

redove na Liejevim grupama odnosno na H.

+ U potpoglavlju 7.2 dobivamo rezultate o neponistavanju redova Pr, Fj, ,, i odgova-
rajucih kusp-formi Pr, f.m, gdje su m € g + Z>o, k € Z>¢, I' podgrupa konacnog
indeksa u P~! (T(N)) zaneki N € Z+qix : I' = C* karakter konacnog reda. U Lemi
7.7 dokazujemo da vrijedi PrFm = 01 Pry frm = 0 ako je X’FOK + Xm”k’rnz('

preostalom slucaju primjenom Teorema 7.1 dobivamo dovoljan uvjet na parametre

k, m i N za neponiStavanje funkcija PryFim i Pryfem. Taj je uvjet nejednakost

integrala sli¢na onoj u [32, Lema 6-5]. Obje nejednakosti interpretiramo na nov

nac¢in, u terminima medijana beta-distribucije (vidi Teoreme 7.9 i 7.10), Sto nam

omogucuje da dokazemo nekoliko razjasnjujuc¢ih korolara.

* U potpoglavlju 7.3 primjenom Teorema 7.6 dobivamo rezultate o neponistavanju
klasi¢nih Poincaréovih redova. Glavni rezultat, Teorem 7.19, polucijelotezinska je
varijanta teorema [33, Teoremi 1-7.(i) i 1-8.(i)] zapisana u terminima medijana gama-
distribucije, sto slicno kao u potpoglavlju 7.2 otvara lagan put do razjasnjujué¢ih

korolara.

7.1 Opci kriterij neponistavanja

7.1.1 Neponistavanje Poincaréovih redova na Liejevim grupama

Neka je G povezana poluprosta Liejeva grupa s kona¢nim centrom. Neka je pg Haarova
mjera na G. Neka su I' diskretna podgrupa od G, A podgrupa od I'i x : ' — C* unitarni

karakter. Neka je ¢ : G — C izmjeriva funkcija sa sljede¢im svojstvima:
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(F1) ©(Ag) = x(Ne(g), A€A, geG.
(F2) o] € LHA\G).

Po Lemi 5.2 red Py\r,, ¢ konvergira apsolutno gotovo svuda na G, vrijedi

(Para®) (7+) = X(7) Purye, vET,
i |Parye| € LHT\G).

Teorem 7.1. Vrijedi
/F\G ’PA\F,XSO‘ durmg >0

ako postoji Borel-izmjeriv skup C C G sa sljedecim svojstvima:
(C1) cC7inT CA.

(C2) Uz oznaku (AC)®:= G\ AC,

dine > | d 7.1
[otetdme > [ leldung (7.1)

za neku izmjerivu funkciju | - | : C — Rsq sa sljedeéim svojstvima:
(M1) |0] =0.
(M2) |z| =] 1z||, =ze€C.

(M3) | 320 20| <3200 | 2n| 2za svaki (2n)nez., C C takav da je Y00, |z,] < o00.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji Borel-izmjeriv skup C' C G sa svojstvima (C1) i (C2).

Uz oznaku 1 4 za karakteristicnu funkciju skupa A C G, vrijedi:
za fiksni g € G, #{y € A\I" : 1rc(yg) #0} < 1. (7.2)
Naime, ako je Tac(vg) # 01 1ac (7'g) # 0 za neke v, € T, tj. ako su vyg,~'g € AC, tada

vrijedi vy ~' = (v9) (/9) "' € ACCT'ANT = A(CC'NT) A (@ A, dakle Ay = Ay

Sad imamo

P (e -Tac) [dine = / X(Me(vg)lac(vg) | durmea(g
/F\G| oy ( )l \ ne ;A\r (v9) \a(9)
1 d
iy s 3= PO )] darcly)
(5.3)

/ |- Lac|dpna
NG

d . 7.3
/A\AC|90| HA\G (7.3)

A
s |
=
=

130



7.1. Opéi kriterij neponistavanja

S druge strane,

/ |PA\r,x (90 : 1(AC>C> dpre = / > xX(Me(v9) Liacy (v9) | dura(9)
G NG| L&
(M3), (M2)
< / > |e(9) 1y (19)| dura(9)
NG YEA\T
(5-3) /
— . ]]_ c d
A\Glsﬁ (AC)e | AANG
(M1) /
= d . 7.4
o el dune (7.4)
Primijetimo i da je
(M3) (M2)
lz+w|] = 2| =] —w| ="|z] - |w], zweC (7.5)
Sad dobivamo
/F\ G| Prra#| dire
(7.5)
= F\G|PA\F,X (- Iac) | dura - /F\G|PA\P,X (¢ Laoy) |dure
;= d d
) -)
= e Pldme = | leldie
(7.1)
> 0. O
Ocit je primjer funkcije | - | sa svojstvima (M1) — (M3) iz Teorema 7.1 funkcija
apsolutne vrijednosti |-| : C — Rsq. Sljededi ¢e nas niz lema dovesti do jos primjera

takvih funkcija (vidi Lemu 7.4).

Lema 7.2. Neka je f: R>o — R>q konkavna, tj. takva da vrijedi
fA =tz +ty) = A =t)f(x) +tf(y),  t€]0,1], 2,y € Rxp. (7.6)

Tada je f rastuca.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje a € Rsg i 0 € Ry takvi da je f(a) >
f(a+6). Tada za svaki n € Z-, imamo

(76) n — 1 1
fla+d) > Z—=f(a) + ~fla+nd),
dakle
fla+nd) < fla+6) — (n—1)(f(a) = fla+9)) == —o0,
sto je nemoguce s obzirom da je kodomena od f skup Rx. O
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Lema 7.3. Neka je f : Rsog — Rsq konkavna funkcija takva da je f(0) = 0. Tada za

svaki (T4 )nez-, C Rsq takav da je Y20° | x, < oo vrijeds

f <Z :vn> <> flan). (7.7)
n=1 n=1
Dokaz. Primijetimo najprije da je f subaditivna: kako je konkavna i vrijedi f(0) = 0, za
sve x,y € R> takve da je x +y > 0 imamo

(7.6)

f@)+fly) = (aiyf(m+y)+xiyf(0)>+<

Y
0)+ T+ = f(z+y),
SO+ fa ) = fa)
a u slucaju kad je x = y = 0 prethodna je nejednakost trivijalno zadovoljena.

Neka je sad (2 )nez., € Rxo takav da je >20° x, < oo. Ako je z,, = 0 za sve n € Zo,
tada (7.7) ocito vrijedi pa mozemo pretpostaviti da je Yo%, z, € Ryy. Bududéi da je f

subaditivna, imamo

f <§: a:n) < ijlf(:cn), N € Z,.

n=1
Kako je f zbog konkavnosti neprekidna na R [39, Teorem 1.3.3], primjenom limy_,

na ovu nejednakost dobivamo (7.7). O

Lema 7.4. Neka je f : Rsg — Rsq konkavna funkcija takva da je f(0) = 0. Tada je
funkcija | - | : C — Rso,
| 2| == f(I]),
izmjeriva i ima svojstva (M1) — (M3) iz Teorema 7.1.
Dokaz. S obzirom da je po Lemi 7.2 funkcija f rastuca, funkcija | - | je izmjeriva, a ocito

ima i svojstva (M1) i (M2). Dokazimo da ima svojstvo (M3). Za svaki (2,,)nez., € C

takav da je >0°, |z,| < oo imamo

o

00
PREN
n=1

i )g(iw) gilfuzm:ilw,

pri cemu prva nejednakost vrijedi po Lemi 7.2, a druga po Lemi 7.3. O

7.1.2 Neponistavanje Poincaréovih redova na H

Neka sum € % + Z>o, I diskretna podgrupa od SLy(R)™~, A podgrupaod I'i x : I' — C*

unitarni karakter. Neka je f:H — C izmjeriva funkcija sa sljede¢im svojstvima:
(f1) f| A=x(Vf, AeA.

(£2) Jaw |F(2)S(2)%
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7.1. Opéi kriterij neponistavanja

Tada po Lemi 5.8 red Pp\r . f konvergira apsolutno gotovo svuda na H, vrijedi

(PA\F,Xf> ’mfy = X(’}/)PA\F,X.ﬂ Y€ Fa (78)

N\S

Lo | Pread) (320

Lema 7.5. Ako je

dor(z) < 2 [ [F(2)9(2)

AH

X‘FHZ(SLQ (R)~) 7 Xm‘FﬂZ(SL ~)’ (7.9)

tada je Py f = 0.

Dokaz. Tvrdnja je jasna iz jednakosti

(7.8)

X(V)Paryf = 2

(Parad) | 7 E X Prraf.  7E€TNZSL[R)Y). O

Teorem 7.6. Pretpostavimo da je

X‘FOZ(SLQ(R)N) - Xm‘mZ(SLQ(R)~)' (7.10)

Tada vrijedi
(2) >0 (7.11)

/1“\;.[ ‘(PA\RXJC) (2)%(3)%

ako postoji Borel-izmjeriv skup S C H sa sljedecim svojstvima:
(S1) Za sve zy, 29 € S wrijedi: ako je zy # z, tada je I'.zy # I'.zs.

(S2) Uz oznaku (A.S)¢ :=H \ A.S, vrijedi

AMV@W>

za neku izmjerivu funkciju | - | : C — Rso sa svojstvima (M1) — (M3) iz Teorema
7.1.

m
2

F(2)3(2)%

()

dvpu (2 )>/

A\(A.S)e

Dokaz. Imamo

Puryf = > > X0 f| v

YEATNZ(SLa(R)~)\I' 6€A\A(TNZ(SLa(R)™))

= > > X0 1| o7

~EA(TNZ(SLa(R)~)\I' §€ANZ(SLa(R)~)\['NZ(SLy(R)~)

= > > X(Mf| 4

(T10) | A(PNZ(STa(R)~)\T' 6€ANZ(SLa(R)~)\[NZ(SLa(R)~)

T
= — PArnz(sLa®)~)N\x S
€A

133



Poglavlje 7. Neponistavanje Poincaréovih redova

dakle dovoljno je dokazati neponistavanje reda PprnzsL,®)~)\r,f- Drugim rijeima,
bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je I' N Z (SLe(R)™) € A. Pod tom
pretpostavkom skup

C = {nya, :  + iy € S nije elipticka za '} K C SLy(R)~

po (S1) zadovoljava CC~'NT C T'NZ (SLy(R)~) = AN Z (SLy(R)™) pa ima svojstvo (C1)

iz Teorema 7.1.

Dokazimo da funkcija Fy zadovoljava pretpostavke (F1) i (F2) s pocetka potpoglavlja
7.1.1. Zbog (f1) je po Lemi 3.4.(i)

Fy(A-) =x(NFp, Ae A
a po Lemi 3.4.(iii) vrijedi

(12)
(2) < oo,

Fyl d ~:€*1/ 3(2)%
Lo Fol dnisio- = =1 [ [72)8(:)

dakle |Fy| € L' (A\SLa(R)™).

Napokon, dokazimo da C' i Fy zadovoljavaju uvjet (C2) Teorema 7.1. Ocito je
AC = {nza, : x + iy € A.S nije elipticka za ['} K (7.12)

pa imamo

(1.55)

4
Arey /0 /A\H | Ey(neayke) | Lac(naayke) doap (@ + dy) dt

(3.6),(M2) 1 /47T/ .
(7.12) 4mep A\Hlf(x+zy)y

/A o | Fr| dpia\stom)~

1ys(x + ty) duayy(x +iy) dt

N 1
el (=) (7.13)
Analogno je, uz oznaku (AC)° := SLy(R)™~ \ AC,
Fyld = 3(2)%|d 14
/A\(AC | Fy | dpia\stamy~ = €4 /A\(A_S)C F(2)S(2) % | dva(2). (7.14)

Po (7.13) i (7.14) iz (S2) slijedi

Fld . >/ Frld
/A \Acl 7l dpase, ) (e | F'¢ | dpeansi, ey~

dakle C'i Fy zadovoljavaju uvjet (C2) Teorema 7.1.

Dakle, po Teoremu 7.1 vrijedi fF\SLQ(R)N ‘PA\RXFJ«’ dpr\sL, @)~ > 0. Kako je po Lemi
5.7 Parx Iy = Fpy s, po Lemi 3.4.(iii) slijedi (7.11). O
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7.2 Neponistavanje Poincaréovih redova funkcija Fj ,,
i fk:,m

7.2.1 Glavni rezultat

Neka su I' diskretna podgrupa kona¢nog kovolumena u SLy(R)™~ i x : I' — C* karakter
konacnog reda. Neka sum € 2+ Zsq i k € Zxo.

Po Lemi 6.1 i Teoremu 6.4 redovi Pr, F}.m odnosno Pr, fi ., konvergiraju apsolutno
i lokalno uniformno na SLy(R)™~ odnosno na #H. Nadalje, PrFj., € A(I'\SLy(R)™), .,
Pr frm € Sm(L, x) te po Korolaru 4.10 i Lemi 5.7 vrijedi

FPF,)(fk,'m = PFvXszm'
Posebno po Lemi 3.1 vrijedi ekvivalencija
PF,xfk,m =0 < Pp’thm =0. (715)

Lema 7.7. Pretpostavimo da je

X| e 7 Xomok| (7.16)
Tada je PryFym =0 1 Pryfrm = 0.
Dokaz. ITmamo
PF,XFk,m = Z Z X(é‘f)/)Fk,m<5’y ’ )
yelNK\I 6€TNK
(4.5) e —
= > > X0 xma2w(0) | x(¥) Fim(v-), (7.17)
~ETNK\T SEMNK
=0 po (7.16)
kao suma svih vrijednosti netrivijalnog
karaktera konacne Abelove grupe
dakle Pr, Fym =0 pa je po (7.15) i Pry fim = 0. H

U iskazu ¢e se Teorema 7.9 o neponiStavanju Poincaréovih redova Pr, Fj . i Pry fem

pojaviti sljede¢i pojam iz teorije vjerojatnosti.

Definicija 7.8. Medijan beta-distribucije Beta(a,b) s parametrima a,b € R jest
jedinstven M(a,b) € 10, 1[ takav da je

/M(a’b) 21— a2)de = /1 271 =)' du. (7.18)
0 M(a,b)
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Teorem 7.9. Neka je N € Z~y. Pretpostavimo da je T C P~Y(T'(N)) i da vrijedi

X‘mK Xm“k’m}( (7.19)

Ako je 1
- MLy ) —: N, (7.20)

1-M(k+1,2-1)

tada Pr Fim Z0 9 Pryfom Z0.

Dokaz. 1z (7.19) po (7.17) slijedi
PrFim = |I' 0 K| Prag\rxFlem,
Sto zajedno s ekvivalencijom (7.15) pokazuje da je dovoljno dokazati da je
Prag\r oy Frem # 0.
To ¢emo napraviti primjenom Teorema 7.1 na red Prrg\rFrm, koriste¢i skup C oblika
Cr:=K{h:te0,r]} K

za neki r € Ry i stavljajuéi | - | :=|-| (usp. s drugom tvrdnjom leme [32, Lema 6-5]).

Uvjerimo se da funkcija Fy ,, zadovoljava uvjete (F1) i (F2) za A =T'N K. Uvjet (F1)
je zadovoljen po (4.5) i (7.19). Kako je Fy,, € L' (SLy(R)™) (vidi dokaz Leme 6.1), po
(1.47) vrijedi i (F2).

Da bismo istrazili uvjet (C1) Teorema 7.1 za C' = C,. sa r € Ry, definiramo funkciju

area ()4

Iz [32, Lema 6-20] slijedi da je

llo|| < /2 cosh(4r), ocC.C

S druge strane, [32, Lema 6-21] povlaci da je

|:: Va2 + b2+ 2+ d2.

ol > VN?+ 2, o€\ P(SOy(R)) =T\ K.

Dakle, ako r € R. o zadovoljava

VIN? +2 > /2cosh(4r)
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tanh?(r) < (\/]32 +1-— ;) : (7.21)

tada je C,C7'NT C T'N K, tj. tada C, zadovoljava uvjet (C1) Teorema 7.1.
Uvjet (C2) Teorema 7.1 za C = Cp, ¢ = Frm 1| - | = || po (1.47) je ekvivalentan

sljede¢oj nejednakosti:

ili ekvivalentno

Fignl dpsiam > [ Fim| dpispoy~.
/CT| e | HSLy(R) SLg(]R)N\CT| eom| HSLy(R)

Po (1.37) i (4.3) ova je nejednakost ekvivalentna nejednakosti

T hk o hl’C
/ tanh (1) ) dt > / tanh™ () o h(ar) di,
0 cosh™(t) r cosh™(t)

koja supstitucijom 2 = tanh?(t) prelazi u

tanh?(r) m 1 k m
/ 2 (1 — )2 *dr > / 22 (1 — )2 %du,
0 tanh?(r)
sto je ocito ekvivalentno sa
9 k m
tanh(r) > M 3 +1, 5 1. (7.22)

Dakle, ako neki r € R.y zadovoljava (7.21) i (7.22), tada skup C, zadovoljava uvjete
(C1) i (C2) Teorema 7.1 pa je po tom teoremu Pram\r,Frm Z 0. Jasno je da r € Ry sa

svojstvima (7.21) i (7.22) postoji ako i samo ako vrijedi nejednakost

2
k m 4 2
M(Z41 ) <) 2 112
<2+’2 ><(N2+ N)’

koja je ekvivalentna sa (7.20). Ovime je teorem dokazan. O

Analogan nam ra¢un omoguéuje da zapiSemo drugu tvrdnju leme [32, Lema 6-5] u
terminima medijana beta-distribucije, stovise Teorem 7.10 koji slijedi prosiruje tu lemu
na slucaj netrivijalnog karaktera y. Prije nego sto ga iskazemo, sjetimo se da unitarni

dual grupe SO(R) ¢ine karakteri v, : I' = C*, n € Z, zadani sa

cost —sint ‘
Un _ = teR.
sint cost

Nadalje, za k € Zso i m € Zs3 definiramo funkciju Fy,,, € C*(SLy(R)) N L*(SLy(R))
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formulom

tanh” (t)
Fy | P(Kg, ik = Xma2k (Ko, ) ——— Xm(Ka, ), 01,0, e R, t € Ryy.
o (P (0, haria,) ) = Xam bk el)coshm(t)x (Ko,) 1,02 >0
U [32] je dokazano da je funkcija Fy ,, K-konacan matri¢ni koeficijent ireducibilne unitarne
reprezentacije T, grupe SLs(R) koja se kao reprezentacija grupe K rastavlja u ortogonalnu
sumu @0 V2, (dakle reprezentacija 7,0 P je unitarno ekvivalentna reprezentaciji D ).

Definiramo i funkciju fi, : H — C,

(= —i)"

Jrm(2) == (20)™
Funkcije Fj, , 1 fi,m povezane su klasi¢nim liftom teZine m: vrijedi

Fem(9) = fem(g1)j(g,9)"™, g € SLy(R).

Nadalje, po [32, Lema 4-2] za svaku Fuchsovu grupu I' prve vrste i karakter xy : T' — C*
konacnog reda redovi PrFj.m i Pry fr,m konvergiraju apsolutno i lokalno uniformno, i

Pr fr,m pripada standardno definiranom prostoru kusp-formi S, (I, x).

Teorem 7.10. Neka su m € Z>3, k € Z>o 1 N € Z~o. Neka suI' podgrupa konacnog
indeksa w T'(N) i x : I' = C* karakter konacnog reda.

(i) Ako je
X’msog(R) 7 Vm+2k‘FﬁSOQ(R)’
tada je Pr\Fym =0 1 Pryfrm =0.
(ii) Ako vrijede jednakost
X ‘msoQ(R) - Vm“’“‘msoQ(R)

i nejednakost (7.20), tada Pr\Fym Z0 @ Pry frm Z 0.

7.2.2 Posljedice

Da bismo razjasnili posljedice Teorema 7.9 i 7.10, prikupimo nekoliko svojstava medijana

M u sljedec¢oj lemi.
Lema 7.11. Neka su a,b € R.y. Tada vrijedi:
(i) Funkcija M(-,b) : Rsg — 10, 1] je rastuéi difeomorfizam.
(i) Funkcija M(a, - ) : Ry — 10, 1] je padajuci difeomorfizam.
(iii) Vidjedi M(1,b) =1 —27%, M(a,1) = 27# i M(a,a) = 1.
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(iv) Ako je 1 < a < b, tada je ai;Q < M(a,b) < s

(v) Ako je 1 <b < a, tada je ;53 < M(a,b) < aiﬁz‘

(vi) Ako je1<a <b>1, tada je 2545 < M(a,b) < 2%

(vil) Akoje1<b<a>1, tada je ;%5 < M(a,b) < aiﬁz-

Dokaz. Tvrdnja (ii) slijedi iz tvrdnje (i) i elementarne jednakosti M(a,b) = 1 — M(b, a).
Jednakosti u (iii) dokazu se elementarnom provjerom. Tvrdnje (iv) i (v) su dobro poznate
nejednakosti izmedu matematickog ocekivanja, medijana i moda beta-distribucije; njihov
se elementarni dokaz moze naéi u [42]. Tvrdnje (vi) i (vii) slijede po neprekidnosti iz (iv)
i(v).

Dokazimo (i). Koriste¢i monotonost Lebesgueova integrala, za sve a,e € R~ imamo

M(a,b) 1 b1 M(a,b) 1 b1
/ 21 — )"t dx < M(a, b)E/ (1 —x)"de
0 0

(7.18) e ! -1 b—1 ! +e-1 b1
="' M(a,b) / 2 (1—x) de < / 241 — x)° d,
M(a,b) M(a7b)

sto povladi da je M(a,b) < M(a + €,b). Dakle, M(-,b) je strogo rastuca funkcija.

Da je funkcija M(-,b) glatka, mozemo dokazati primjenom Teorema o implicitnoj
funkciji: graf funkcije M(-,b) jednak je F, ! ({%}), gdje je Fy : Ryg x ]0,1[ — R glatka
funkcija dana formulom

L /z N1 — ) at.

B(a,b) Jo

Ovdje je B : Czy»0 X Ci(zy»0 — C beta-funkcija: B(a,b) := [y t*~}(1—¢)*~1 dt. S obzirom

da vrijedi

Fy(a,z) =

0F 1
—(a,z) = N1 —xz) £ 0, (a,x) € Ry x )0, 1],

po Teoremu o implicitnoj funkciji je nivo-skup Fj* ({%}) u okolini svake svoje tocke
graf lokalnog difeomorfizma Ry —]0,1[. Drugim rije¢ima, funkcija M(-,b) je lokalni
difeomorfizam.
Napokon, funkcija M( -, b) : Ry —|0, 1] je surjekcija jer je, s obzirom da je neprekidna
i strogo rastuca, njena slika otvoren interval
lim M(a,b), GEIEOOM(CL, b)| =10,1].

a—0+

Obrazlozimo detaljnije zadnju jednakost. Dokazimo najprije da je lim, ., M(a,b) = 1.
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Za fiksni x € 0, 1] vrijedi

a—1
b ottt (=) dt | imes e I(L) a—ortar ( 0 ) 0
oo [pte Tt (L=t dt gy, (g)“ (1—t)-1at

(primjenom Lebesgueova teorema o dominiranoj odnosno o monotonoj konvergenciji za
izracun limesa u brojniku odnosno u nazivniku) pa posebno za dovoljno velike a € R.q

vrijedi
/ (1 — 1) ldt</ e =0t o< M(a,b)(< 1),

Ovo dokazuje da je lim, o M(a,b) = 1. Da je lim, o+ M(a,b) = 0, slijedi analogno iz
raspisa

JEe 1 —tde fy S g

a0+ [Tga—1(1 _)p-tqf Jr A= gy

= +OO,

pri ¢emu smo u prvoj jednakosti na brojnik i nazivnik primijenili Lebesgueov teorem
o monotonoj konvergenciji, dok druga jednakost slijedi iz primjedbe da je (elementar-
nim ocjenama podintegralnih funkcija) integral u brojniku jednak +oo, dok je integral u

nazivniku strogo pozitivna konstanta. [

Neke posljedice za fiksne k£ i m

Uvjet (7.20) u Teoremima 7.9 i 7.10 ekvivalentan je nejednakosti N > |Ng,,| + 1. U
programskom jeziku R 3.3.2 [47] M(a, b) je implementiran kao gbeta(0.5,a,b) pa je lako
izraCunati vrijednosti | Ny, | + 1. Za m € { .3, ;, o ,8} ike{0,1,2,...,18} one su
dane u Tablici 7.1.

U sljedecoj lemi dajemo ocjenu odozgo vrijednosti | Ny ., | +1 elementarnim funkcijama
za k <1000 i m > 4. NaSa je motivacija za tvrdnje (i) i (ii) Leme 7.12 ideja iz [17] da se

za neki a € 10, 1[.

vrijednosti M(a, b) za sve a,b € R+, aproksimiraju sa My(a,b) := =5~

Zamijenimo li M sa My 3131 u definiciji od Ny, dobivamo:

Lema 7.12. Neka su k € Zxo i m € § + 3Z>g. Definiramo C :=1.3738 i

k+C k+C
Ngose = a4 | ———— 1+ ———— |. 2
k,m \lm—4+0( +m—4+C’> (7.23)

Vrijedi:
(i) Ako je k <1000, tada je | Ngee +6.204] € {[Nem) + 1, [ Nim] + 2, -, [N + 8}

(if) Ako je k < 158, tada je [N + 0.8018| € {[Nim) + 1, | Nim| + 2}
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Tablica 7.1
Viijednosti [Nim) +1zam e {5,3,5,...,8}ike{0,1,2,...,18}

Uvjet (7.20) u Teoremima 7.9 i 7.10 ekvivalentan je nejednakosti N > | N, ] + 1.

m 5

" > 3 L 4 5 5 F 6 ¥ 7 5 8
0 62 14 8 6 5 4 4 4 3 3 3 3
1 107 23 13 9 7 6 5 5 4 4 4 4
2 151 32 17 12 9 8 7 6 6 5 5 5
3 197 40 21 15 12 10 8 7 7 6 6 5
1 242 49 26 18 14 11 10 9 8 7 T 6
5 288 58 30 21 16 13 11 10 9 8 7T 7
6 334 67 35 24 18 15 13 11 10 9 8 8
7 379 75 39 26 20 16 14 12 11 10 9 8
8 425 84 43 29 22 18 15 13 12 11 10 9
9 471 93 48 32 24 20 17 15 13 12 11 10

10 516 102 52 35 27 22 18 16 14 13 12 11
11 562 111 57 38 29 23 20 17 15 14 13 12
12 608 119 61 41 31 25 21 18 16 15 13 12
13 654 128 65 44 33 27 22 19 17 16 14 13
14 699 137 70 47 35 28 24 21 18 16 15 14
15 745 146 74 50 37 30 25 22 19 17 16 15
16 791 154 79 52 39 32 27 23 20 18 17 15
17 837 163 83 55 42 33 28 24 21 19 18 16
18 882 172 87 58 44 35 29 25 22 20 18 17

(i) Ako su k <1000 ¢ m > 26.4 4 16.9431k, tada je | Nkm| +1=1.
Ako su k <1000 i m < 25.34 + 16.9431k, tada je | Ngm] +1 > 1.

Dokaz. Racun u R-u [47] (vidi Dodatak) pokazuje da (i) vrijedi za m < 16970. S obzirom
da su N, i N,ﬁff,fe rastuce funkcije varijable k i padajuce funkcije varijable m (za Ny,
to slijedi iz Leme 7.11.(i) — (ii)), za m > 16970 i k < 1000 vrijedi

< | Nigoo,16970] + 1 B 1, dakle [Ngn,|+1=1,

< [N{loigom +6.204] 8, dakle [Nl +6.204) € {7,8},

7 < [ Nglese + 6.204]

sto dovrsava dokaz tvrdnje (i). Tvrdnja (ii) se dokaze analogno: u R-u se provjeri da
viijedi za m < 2702, dok je | Nissar025) + 1= 11 [ N0, 5 + 0.8018] = 2.

Kako je Ni., padajuca funkcija varijable m, dokaz tvrdnje (iii) svodi se na provjeru u
R-udazasve k € {0,1,2,...,1000} vrijedi

1

.. 9
LNk,m(k)J +1=1, gdjeje m(k):=min (< + 2Z>0> N R226.4+16.9431k) ;

2
{Nk,m/(k)J +1>1, gdjeje m/(k (( + Z>0> N R§25.34+16.9431k> .o
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Korolar 7.13. Neka su N € Z~g, k € Z>y i m € g + %Zzo- Neka je T’

podgrupa od P~Y(D(N)),  ako je m € 5+ Zs,
podgrupa od T'(N), ako je m € Z>s.

Neka je x : I' = C* karakter konacnog reda takav da je

X‘ = Xm+2k‘ ako je m € 3 + L,

|

'nK nk’

= I/erQk‘ ako je m € Z>s.

I'NSO2(R) I'NSO2(R)’

Tada PryFym #0 @ Pryfom Z 0 ako vrijedi barem jedna od sljedecih tvrdngji:
(i) £ <1000 m > 26.4 + 16.9431k
(i) k <158 i N > [Nglose +0.8018]
(i) &k <1000 i N > [Nflo 4 6.204].

Pomoéu Leme 7.11 mozemo dobiti ¢itak (ali u mnogim slucajevima pokrivenim Ko-

rolarom 7.13 slabiji) rezultat za sve k € Zso, — Korolar 7.14. Po Lemi 7.11.(iii) vrijedi

4
N07m =4. Qﬁ \/E, Nk74 = 1 1> Nk,k+4 = 4\/5 (724)

za sve m € 2 + 17> i k € Zxo. Nadalje, ocjene odozgo medijana M iz Leme 7.11.(iv) —

(v) povlace sljedece nejednakosti:

2 2
Nem < 4 ki 1+ki, akoje 0 < k <m — 4,
’ m— 2 m— 2
(7.25)
k k .
Nim < 4| ——[1+ —, akoje 0 <m —4 < k.
’ m —4 m — 4

Po (7.24) i (7.25) iz Teorema 7.9 i 7.10 slijedi:

Korolar 7.14. Neka su N € Z~q, k € Z>y i m € g + %Zzo- Neka je I’

podgrupa od P~ (T(N)),  ako je m € § + Zx,
podgrupa od T'(N), ako je m € Zss.

Neka je x : I' = C* karakter konacnog reda takav da je

_ , 5
X‘FHK - Xm“k’rm(’ ako je m € 5 + Lo,

X‘Fﬂsoz(R) - Vm”k‘rmsog(R)’ ako je m € Zzs.
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Tada PryFym #Z0 @ Pryfrm Z 0 ako vrijedi barem jedna od sljedecih tvrdngji:

() k=0iN>4. 205/ 4wz —1

4

Qk+2 — Q7 k+2

(iid) 0<kgm—4mz4\/gj_22(1+k+z)

m—2

(iv) O<m—4§kiN24\/Wf4(1+mk4).

Neke posljedice za fiksne N i m

Iz Leme 7.11.(i) lako slijedi da je, kao funkcija varijable k, Ny, rastuéi difeomorfizam
R._s — Ryg. Zato za fiksne N € Z-gim € % + %Zzo postoji jedinstveno rjesenje

knm € Ro_5 sljedece jednadzbe s nepoznanicom &:

- 4M(§+1,%—1)%

N1—M(’;+1,gl—1)'

(7.26)

Nadalje, uvjet (7.20) u Teoremima 7.9 i 7.10 ekvivalentan je nejednakosti k& < ky .,
tj. k< [kym]—1.
Vrijednosti [kym] — 1 za m € {3,3, %, e 8} i N e{l,2,...,19}, izracunate u R-u
rjeSavanjem jednadzbe (7.26) uz koristenje paketa rootSolve 1.7, dane su u Tablici 7.2.
Pomocu Leme 7.11 moZemo izracunati ili ocijeniti odozdo brojeve ky ,, za neke vrijed-

nosti NV i m:
Lema 7.15. Neka su N € Z~o, k € Z>p im € 4 + %Zzo- Tada vrijedi:

1) Ako je m =4, tada je kn ., = L — 2.
(i) j ; je kn,

logg(\/%+1+%)

(ii) Akojem >4 i N >6, tadajekzv,mzmg_zl(\/w_ )

(iii) Ako je m >4 i N € {1,2,3,4,5}, tada je max{kyy,, 0} > ™2 (\/1 + NTQ - > -2

Dokaz. Tvrdnja (i) se dobije rjesavanjem jednadzbe (7.26) nakon uvrstavanja u nju vri-
jednosti medijana iz Leme 7.11.(iii) sa a = £ + 1.
(ii) S obzirom da je desna strana jednadzbe (7.26) rastuca funkcija varijable k € R _o,

vrijedi: ako neki k € Ry _5 zadovoljava

. 4M(§+1,%—1)%

T1-M(b+1m-1) (7.27)
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Tablica 7.2
Viijednosti [kym] —1zam e {5,3,5,...,8} i N € {1,2,...,19}.

599
Uvjet (7.20) u Teoremima 7.9 i 7.10 ekvivalentan je nejednakosti k < [kym] — 1.

m
N 23 I 4 2 5 5 6 2 7 5L 3
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 -2 -2
2 2 2 -2 -2 -2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
3 2 -2 -2 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0
4 2 -2 -1-1-1 0 0 0 1 1 1 1
5 2 -2-1-1 0 0 1 1 1 2 2 3
6 2 -1 -1 0 0 1 1 2 2 3 3 4
7 2 -1 -1 0 1 1 2 3 3 4 5 5
8 2 -1 0 0 1 2 3 3 4 5 6 7
9 2 -1 0 1 2 2 3 4 5 6 7 8
10 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
11 2 -1 0 1 2 4 5 6 7 8 9 10
12 2 -1 0 2 3 4 5 7 8 9 10 12
13 2 -1 1 2 3 5 6 8 9 10 12 13
14 2 0 1 2 4 5 7 8 10 11 13 14
15 2 0 1 3 4 6 8 9 11 12 14 16
16 2 0 1 3 5 7 8 10 12 14 15 17
17 2 0 2 3 5 7 9 11 13 15 16 18
18 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
19 2 0 2 4 6 8 10 13 15 17 19 21

tada je kn ., > k.

Pretpostavimo da je m > 4. Svojstvo (7.27), s obzirom da funkcija f(z) := 2% strogo

T 1=z

raste na intervalu ]0, 1], po desnoj nejednakosti iz Leme 7.11.(vii) ima svaki k € Rx,,—4

takav da vrijedi

tj.

dakle svaki
m—4 N2
k -4, —— |1+ —-11].

Ocito takav k postoji ako i samo ako je y/1 + N{ > 3, tj. samo za N > Ph/ﬂ = 6. Ovo
dokazuje tvrdnju (ii).
(iii) Pretpostavimo da sum >4 i N € {1,2,3,4,5}. Slicno kao u dokazu tvrdnje (ii),

koristeci ovaj put desnu nejednakost iz Leme 7.11.(vi), vidimo da svojstvo (7.27) ima svaki
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7.3. Neponistavanje klasi¢nih Poincaréovih redova

k € [0,m — 4] takav da vrijedi

tj.

tj. svaki

b

(zadnja jednakost vrijedi jer je N < 44/2). Tvrdnja slijedi. O

Korolar 7.16. Neka su N € Z~g, k € Z>p i m € 4+ %Zzo- Neka je T’

podgrupa od P~Y(D(N)),  ako je m € § + Zs,
podgrupa od T'(N), ako je m € Z>y.

Neka je x : I' = C* karakter konacnog reda takav da je

X‘ = Xm+2k‘ ako je m € § + Zso,

|

'k Nk’

= I/m+2k’ ako je m € Zsy.

I'NSO2(R) I'NSO2(R)’

Tada PryFym #Z0 @ Pryfrm Z 0 ako vrijedi nesto od sljedeceg:

Ym=4ik< L -2
() log2( ﬁ‘f‘l‘i‘%)

(ii) m>4,Nz6ik<mQ4<\/W_ )

(iii) m >4, N € {1,2,3,4,5} ik<m;2<\/W— >_2,

7.3 Neponistavanje klasi¢nih Poincaréovih redova

Neka je I' diskretna podgrupa od SLy(R)™ takva da je oo kusp od I'. Neka je h € Roq

takav da je
Z (SLa(R)™) T'os = Z (SLa(R)™) (na) - (7.28)
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Nadalje, definiramo

N :=inf {]c] ; (CCL 2) e PI)ic# O} . (7.29)

Iz [28, Lema 1.7.3] slijedi da je
hN >1 (7.30)

pa je posebno N > 0.
Lema 7.17. Svake su dvije razlicite tocke skupa

v
-—, 00
N,

S =10, h[x

medusobno I'-neekvivalentne.

a b

Dokaz. Pretpostavimodasu z € Si~y = (( d) ,777) € I' takvi da je y.z € S. Trebamo
c

dokazati da je 7.z = z. Najprije primijetimo da je ¢ = 0, inace bi vrijedilo

1) W S(2)
N <30r2) R LA+ (€S~ (e

2) 1 1
z

Dakle, v € I'y, pa je po (7.28) 7.z = z + kh za neki k € Z. Kako su R(z), R(~.2) € [0, hl,
nuzno je k = 0, dakle v.z = z. O

U iskazu ¢e se Teorema 7.19 o neponistavanju klasi¢nih Poincaréovih redova pojaviti

sljede¢i pojam iz teorije vjerojatnosti.

Definicija 7.18. Medijan gama-distribucije s parametrima a,b € R+ jest jedins-

tven Mrp(ap) € Rso takav da je

MF(a,b) z © T
/ @ lemb dr = / 2% le % dr.
0

Mr(a,p)

Teorem 7.19. Neka je I' diskretna podgrupa od SLy(R)™ takva da je oo kusp od I'. Neka
su h € Rog odnosno N € Ry definirani sa (7.28) odnosno sa (7.29). Neka je x : I' — C*
karakter konacnog reda takav da vrijedi (5.13). Neka sum € % +Zso in € Zsg. Ako je

2mn
— < MF(ﬂfl,l)’ (7.31)

tada Yr nmy Z 0.

Dokaz. 'Tvrdnja slijedi primjenom Teorema 7.6 na red {r ym, = Ppw\p,xezﬂmﬁ, sa skupom

Siz Leme 7.17isa| - | = |-|. Uvjerimo se da su zadovoljene sve pretpostavke tog teorema.
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7.3. Neponistavanje klasi¢nih Poincaréovih redova

Lako se provjeri da funkcija €*™"% € Hol(H) ima svojstva (f1) i (f2) s pocetka pot-
poglavlja 7.1.2 za A = I'. Da je zadovoljena jednakost (7.10), slijedi iz (5.13) po (3.4).
Skup S po Lemi 7.17 zadovoljava uvjet (S1) Teorema 7.6. Napokon, uvjet (S2) Teorema
7.6 ekvivalentan je, uz oznaku (I's..S)¢ := H \ I'x.S, nejednakosti

/ ‘6271'1'71,% %<2)
Too\'o.S

tj., s obzirom da je [0, h[x |0, oo[ stroga fundamentalna domena za I', u H, nejednakosti

L R PN amny mo
/ / e My dyd:z:>/ / e “Mry2 " dydr,
0 J& 0o Jo

tj., integriranjem po 27wn?,

m
2

e ¥(2)

dor o\ (2) > /

Loo\(Ios.S)e

2mn

/z e VyT 2 dy > /OWL e Yy 2 dy,

Tn
Nh

koja je ekvivalentna sa (7.31). O

Teorem 7.19 je polucijelotezinska varijanta teorema [33, Teoremi 1-7.(i) i 1-8.(i)].
Njihova blaga generalizacija u smislu da grupa I' ne mora biti kona¢nog kovolumena u
SLy(R), iskazana u terminima medijana gama-distribucije, jest sljedeéi teorem, koji se

dokaze analogno Teoremu 7.19.

Teorem 7.20. Neka je I diskretna podgrupa od SLa(R) takva da je oo kusp od T'. Neka
je h € Ryg takav da je

1

N::inf{|c|: (a Z) el C%O}.

Neka je x : I' = C* karakter konacnog reda takav da je

Z (SLe(R)) I's = Z (SLy(R)) < (1 h) > :

Oznacimo

i) =x(), v el
Neka sum € Z>3 i n € Zsg. Ako vrijedi nejednakost (7.31), tada funkcija
Yronmy = Ppoo\nxe%mﬁ € ST, x)
nije identicki jednaka 0.
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Poznata je ocjena [6, Teorem 1]
1
a— 3 < Mr@1 < a, a € Ry, (7.32)

dakle Teoremi 7.19 i 7.20 vrijede i ako u njima uvjet (7.31) zamijenimo sa

2mn m 4
<7_77
hN — 2 3
tj.
hN( 8)
n<—\m-—-],
~ Ar 3
tj.
>47rn+8
m> — + —.
— hN 3

Korolar 7.21. Pretpostavimo da je zadan n € Z~q t jedno od sljedeceg:

(a) m € Zs3, N € Zwq i karakter x grupe I' := T'o(N) konacnog reda sa svojstvima
X () =1ix(=L)=(=1)"

(b) m € Zss, N € Z>3 i karakter x grupe I' := I';(N) konacnog reda sa svojstvom
X () =1

(c) me g + Z>o, N € 4Z~¢ i karakter x : I' — C* konacnog reda grupe I' := T'o(N) sa

svojstvom x(ny) =1
(d) me g + Zso, N € 4Z~ @ karakter x : I' — C* konacnog reda grupe
[=Ty(N) :={(7.J(7, ")) -y € (N)}

sa svojstvom x(ny) = 1.

Tada Yr pmy Z 0 ako vrijedi

47 3
tj.
4mn 8
m [ J—
- N 3

Primjerice, Yr1m Z 0 ako vrijedi nesto od sljedeceg:

N=1im2>3% N=5im>%
N=2im2>9 N=6im2>5
N=3im>T T<N<9im>}
N=4im>6 I0<N<15im>4
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16<N<37im>1 N >38im>3.

Korolar 7.22. Pretpostavimo da je zadan n € Z~q i jedno od sljedeceg:

(a) m € Z>3, N = 2 i karakter x konacnog reda grupe I' :=T'(2) sa svojstvima x(ny) = 1

ix(—1I) = (=1)"

(b) m € Zs3, N € Zs>3 i karakter x konacnog reda grupe I' := T'(N) sa svojstvom

X(QN) =1

(c) me g + Zso, N € 47+ i karakter x konacnog reda grupe
[:=T(N):={(v,J(v, ) : v € L(N)}

sa svojstvom x(ny) = 1.

Tada Yr ymy £ 0 ako vrijedi

~ Ar 3
tj.
4™ 8
m [ J—
- N2 3

Primjerice, Yr1m Z 0 ako vrijedi nesto od sljedeceg:

N=2im>6 4< N<6im>

N=3im> N>T7im>3.

N ©

N
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Poglavlje 8

Analiticko prosirenje i

neponistavanje L-funkcija

Neka su m € % + Z>, I' diskretna podgrupa konacnog kovolumena u SLy(R)™ takva da je
oo kuspod I'i y : I' = C* karakter konacnog reda takav da je n;Qm = x(7) zasve v € T's.
U ovom potpoglavlju metodama iz [35] dokazujemo rezultate o analitickom prosirenju i

neponistavanju L-funkcija pridruzenih kusp-formama iz S,,(T", x):

* Potpoglavlje 8.1 okuplja nekoliko rezultata o gama-funkciji koje ¢emo koristiti u

sljede¢im dvama potpoglavljima.

« U potpoglavlju 8.2 definiramo L-funkciju L(-, f) € Hol (Céﬁ(s)>%+1) pridruzenu
kusp-formi f € S,,(I", x). Dokazujemo da se L( -, f) prosiruje do holomorfne funk-
cije na Cy(s)>z, 1 to proucavanjem Poincaréovih redova W, ym—s koji do na multi-
plikativnu konstantu u smislu Rieszova teorema reprezentiraju linearne funkcionale

Sm(Tix) = C, f = L(s, f).

* U potpoglavlju 8.3 primjenom Teorema 7.6 dokazujemo Teorem 8.6 — rezultat o
neponistavanju redova Wr,, . n»_s iz kojeg slijede dovoljni uvjeti za nejednakost

L (5,Ur mxm—3) > 0: Korolari 8.7 i 8.8.

8.1 Gama-funkcija
Gama-funkcija se najcesée definira kao funkcija I' € Hol ((Cgre(s)>0> dana formulom
['(s) ::/ t5 et dt, R(s) > 0.
0

Analiticki se prosiruje na C \ Z<, po formuli

nlns!

I'(s) = lim

n=0s(s+1)---(s+n—1) s€C\ 2 (8.1)
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[1, Definicija 1.1.1 i Korolar 1.1.5]. Vrijedi
L(s+1) = sI'(s), s € C\ Z<o. (8.2)

U dokazu Teorema 8.5 koristit ¢emo sljede¢u lemu.

Lema 8.1. Neka je a € R.1. Tada vrijedi

1.
2

O O R O H

Dokaz. Dobro je poznato da je I' (%) = /7, $to dokazuje drugu jednakost u (8.3). Prvu
jednakost u (8.3) dokazuje raspis

dx o0 y \*' . dy
O vl A Ee B
(Q)R(oﬂ—i-l)a rJo \z2+1 ‘ x2—|—1ahj
B / /OO ta=te= (=)t gt 4y
R Jo
= 2/ (/ et dm) t* et dt
0 0
9] [e%9) du
- 2/ / —u to=let g
0 ( 0 ‘ 2@) ‘
= (/OO uTTe du) (/OO o2t dt)
0 0
1
()
2 2

¢ija je druga jednakost dobivena supstitucijom t = ﬁ, a Cetvrta supstitucijom u = 2%t

u unutrasnjem integralu. O]

U dokazu Korolara 8.7 koristit ¢emo sljede¢u lemu.

Lema 8.2. Vrijed:
. I'(s+n)
lim ———=
n—=oo ['(n)n*

:1, SGC\ZS().

Dokaz. Imamo

r .
lim Lls+n) ) i I'(s)
Nn—00 F(n)ns Nn—00

s(s+1)---(s+n—1) 1) 1
n!ns—1 B

8.2 Analiticko prosirenje L-funkcija

Neka su I' diskretna podgrupa kona¢nog kovolumena u SLy(R)™, x : I' — C* karakter

konacnog reda i m € % + Z>¢. Pretpostavimo da je oo kusp od I' i da vrijedi

7" =x(y), 7€l (8.4)
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Neka je h € Ry takav da je

Z (SLy(R)™) To = Z (SLa(R)"™) (1)

Po Lemi 5.12 svaka f € S,,(T", x) ima Fourierov razvoj

Z an(f e z€H,
n=1
gdje je
_ ep(dmn)mt
an(f) = Al (m — 1) N (8.5)
Definicija 8.3. L-funkcija kusp-forme f € S, (L', x) jest funkcija L(-, f) : Cpsysm 11 —
C,
) a,
L(s,f):= n(f) (8.6)
n=1

Iz Leme 3.17 je jasno da red na desnoj strani jednakosti (8.6) konvergira apsolutno i
lokalno uniformno za R(s) > % + 1, dakle L( -, f) € Hol (C%(S)>%+1).
Definiramo F': H x C — C,

[e.9]

Z s—1 27r'm7

Red na desnoj strani ocito konvergira apsolutno i lokalno uniformno na H x C, dakle
F € Hol(H x C).
Neka je sad R(s) > % + 1. Imamo

(8.5) 6p(47r

Lis: /)= 1otm §::< W ) - (8.7)

Kako po Lemi 5.13 red 320°, n™ ' =5¢r ,, 1., konvergira u S,, (T, x) i jednak je apsolutno i

lokalno uniformno konvergentnom redu
e (5768 ) = R (o9,
n=1
z (8.7) slijedi

EF(47T)m_1

L) = g =) (> FrawradE (- sm =9))) (8.8)

Sm(Tx)

Ovo daje naslutiti vaznost Poincaréovih redova iz sljedece leme.

Lema 8.4. Neka je R(s) <5 — 1 ili 1 <R(s) < . Tada red

‘;[]F,m,x,s = PFOO\F,X(F ( : 7‘9))
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konvergira apsolutno i lokalno uniformno i pripada prostoru S, (T, x).

Dokaz. U slucaju kad je R(s) < & — 1 tvrdnju dokazuje gornja diskusija.

Dokazimo tvrdnju u slucaju kad je 1 < R(s) < % primjenom Leme 5.10 na Poin-
caréov red Pr_\r(F (-,s)). Trivijalno su zadovoljeni svi uvjeti Leme 5.10 osim mozda
nejednakosti

(2) < o0, 1 <R(s) <

7 (8.9)

/F » F(z,5)3() %

Dokazimo nejednakost (8.9). Njenu lijevu stranu za svaki € € Ry mozemo zapisati kao

/[O,h]x]o,a[

Ocijenimo najprije Is:

sumu

(2) + |F(2,5)5(2)%

[0,h] X [e,00[

= Il = _[2
I :/
2 [Oh}x[soo[ Z

/ / Zyrg 2 dy dx
< Z n%(s)—le—Qr(n—l)fl) h /OO G—QW%y%—2 dy ) (810)
n=1 €

“ir(m-1)<oo

o3

<oo po d’Alembertovu kriteriju < ( %)

Za ocjenu integrala I; koristit ¢emo Lipschitzovu formulu sumacije (vidi [20, Teorem 1]):

- 1
1 2
nile2ming — P(s)(27) %35y —— .z e, R(s) > 1, (8.11)
2 e
gdje je
25— psla(z) (LD) es(lnlzliarg(2)) zeM, seC.

Primijetimo da je za sve z € His e C
|2°] = |z\§R(s) e S(s)arg(z) ¢ “z!ms) min {e’”g(s), 1} , ]z\m(s) max {e’”g(s), 1” . (8.12)

Sad za 1 < R(s) < %§ imamo

(8.11) o 1 m
L = [(s)(2m) %e"2°h® ) ————=5(2)2| doy(z
' [0,h]x]0.] (s)(2m) % (2 + nh)* (2) n(2)

< T'(R(s -— 6_56(8) / 7d”l) ~) max 671'\;(5)’ 1
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2 R (x2 + 1)“25) 0
§R(3) ?R(S)—l m %S
) rR(s)) h Q%Kﬂ)IVG;IW( ) “ (8.13)
o P F o)
< 0.
Ovo zavrsava dokaz nejednakosti (8.9). O

Glavni je rezultat ovog potpoglavlja sljedeci teorem.

Teorem 8.5. Neka je f € S,,(L, x). Tada je funkcija £( -, f) : Cy(sy>m 1 1UCR cp()<m—1 —

C,
Er (47T>m_1

€<37 f) = hmF(m —_ 1) <fa qu’m’va*§>Sm(F,X) 5 (814)

dobro definirana i holomorfna. Ako je m > 4, tada je {( -, f) analiticko prosirenje funkcije
L(-, f) na poluravninu Cyggm.

Dokaz. Funkcija ¢( -, f) je dobro definirana po Lemi 8.4, a jednakost (8.8) dokazuje da je
na Cyp(s)>m 41 jednaka L(-, f).

Da bismo dokazali da je ¢(-, f) holomorfna na Cum p(s)<m-1, zapisimo je u obliku

(s, f) (Sé“mffif)”il) [, £6 X xOFECm=9)] 2) (36" der

YEL o \I'

m 1
(3 17) hmfjf /F\H Z f(v.2)F (yv.z,m —35)(y.2)™ dUr\H(z)

YEL o\

(4m)™! T
T T} Jop TGV G = 903" d (),

odakle tvrdnja slijedi primjenom Leme 6.6: uvjet (a) te leme ocito je zadovoljen; da je

zadovoljen uvjet (b), dokazuje ocjena
Tl =55 4
S T EFGEm =38 duru2)

B ) ~/FOO\H’F(Z,m—s) S(2)%

Cija je desna strana ogranicena za s iz proizvoljnog kompakta u Cm g (s)<m-1 po Propoziciji

< (sulr3 (2),

z€H

3.15.(a)=(b) i po ocjeni lijeve strane nejednakosti (8.9) sumom desnih strana u (8.10) i
(8.13).
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Dokazimo sad zadnju tvrdnju teorema. Ako je m > 4, tada je m —1 > % + 1 pa je
domena funkcije £( -, f) poluravnina Cys)»m. Kako se po (8.8) £(-, f) na poluravnini

Cg(s)>m 41 podudara sa L( -, f), tvrdnja slijedi. O

8.3 Neponistavanje L-funkcija

Neka su I'; x, m i h zadani kao u prvom odlomku potpoglavlja 8.2. Temeljni je rezultat

ovog potpoglavlja sljedeéi teorem.

Teorem 8.6. Neka je N € Ry definiran formulom (7.29). Pretpostavimo da vrijedi

47 8
8 8.15
m=Nn T3 (8.15)

Neka je 1 < R(s) < 5. Ako vrijedi

tada W s Z 0.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati primjenom Teorema 7.6 na red Wr s = Pr\r,y (£ (-, 5))
sa| - | =] Uvjerimo se da su zadovoljene pretpostavke tog teorema. Funkcija F( -, s)
zadovoljava uvjet (f1) s pocetka potpoglavlja 7.1.2 za A = I', jer je h-periodi¢na i vrijedi
(8.4), a po (8.9) ima i svojstvo (f2). Uvjet (7.10) je zadovoljen zbog (8.4) po (3.4).

Definiramo )
RN [ .

N
Po Lemi 7.17 skup S ima svojstvo (S1) iz Teorema 7.6. Preostaje dokazati da ima i
svojstvo (S2), tj. da, uz oznaku (I's.5)¢ := H \ T's.S, vrijedi

F(z,8)9(2)% >/
/ | FE93G) CE

Imamo

S :=1[0,h[x

F(z,5)3(2)

m
2

F(z,9)3(2)% | d /
/Fw\rws\ (2,9)3(2) | dor\n(z ol

- ) /0
/1 / Zns 1 2mi(n—1) +2y dr

_ S 1) Ty
Z/ - le2min—)=E o |
l
n=1 0

1
N’
h

z+7,y Yy m _
Znsl2mn 1) dr e 27rhy2 Qdy

ory m

hyszdy

v

o

2 2W%y%_2 dy
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A\2 ' e
S

N
Kako je
2 (®15) m 4 (7.32)
Nh = 2 3 T Mgy
slijedi
n h\2 " e )
/ ’F(z,s)%(z)? dvr \u(2) > h / e Yy2"*dy
Foo\Too-S 2 Mr<m 1)
2
R\Z 11 oo
_ - Yy -2
h<27r> 2 Jo ¢y dy

_ (Z) osp (72” - 1) . (8.18)

S druge strane, kako je [0, h[x ]0, 0o stroga fundamentalna domena za I', u H, imamo

F(z,8)9(2)%
/Foo\(roo-s)c (2, 8)3(2)

N /[o,h[x]o,}v]

dvr \#n(2)

- g (8 e (M) () Wl o

pri ¢emu je zadnja jednakost dobivena primjenom Legendreove duplikacijske formule [1,
Teorem 1.5.1]:

=T
2%T(z) 2

Iz ocjena (8.18) i (8.19) vidimo da nejednakost (8.17) vrijedi ako je

MNE e m U e (RS (R(s) 41\ L (R(s) — 1 )
(3) = (5= (7)) (M) () S e

a ova je nejednakost ocito ekvivalentna nejednakosti (8.16). O

' 1 1 1
ﬁ (Z) <Z+2>7 266\5230.

Korolar 8.7. Pretpostavimo da jem € %+ZZO. Neka je 5 < R(s) < m—1. Pretpostavimo

da je % veci od ili jednak

219(s)| _ e n_y O\ FOF
s 4 = e r (m R(s) + 1) r (m R(s) 1) 1 _ 2
m— 3 s 2 2 R(s) -5 %_1)
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Tada je
L(5,Yrmym—3) > 0.

Dokaz. Po Teoremu 8.6 je Yr ., .m—35 € Sm(I, x) \ {0} pa je
(s.14) K" (m — 1)
- €<S7 qu,m,x,m—E)a

O < <\I[F7m7x7m—§7 \IJF7m7X7m_§>Sm(F:X) €F<47T)m_1

dakle £(s, Vr 1 y.m—35) > 0. Kako jem > 4, po Teoremu 8.5 to znaci da je L(s, Ur  y.m—3) >
[l

0.

Korolar 8.8. Neka su e € R%, veR..ineR.y Zame g + Z>o definiramo

Ch = [7721—1—6,75-1-1/ x [-n,n] C C.

Tada postoji mgy € g+ L takav da za sve m € my+Zxq @ sve s € Cy,, za svaku diskretnu
podgrupu T' konacnog kovolumena u SLy(R)™ takvu da je oo kusp od T i za svaki karakter

X : T' = C* konacnog reda koji zadovoljava n;°™ = x(7) za sve v € I, vrijedi

L (5, 9r mym—z) > 0.

Dokaz. Ako je m > 2v + 2, tada je 3 + v <m —1pa je C), € Czop(s)<m-1. Dakle, po
Korolaru 8.7 i po (7.30) dovoljno je dokazati da postoji mgy € % + Z>( takav da za sve

m € mo+ Z>o 1 za sve s € Cy, vrijedi

1 4

T om— 2%
3

i
(1)%(5)? S @%IS(S)IF <m —R(s) + 1) r (m —R(s) — 1> 1 _ 2% 1
™ ™ R(s) = 5T (3 -1
(8.21)

m—?RZ(S)-l-l i m—érEQ(s)—l nalaze u segmentu [27 % 4 12

(8.20) ocito vrijedi za sve m > % + 4m. Nadalje, ako je m > 2r + 10, tada se za svaki
s € O, brojevi ’E}, na kojemu je funkcija
I" rastuéa, pa je desna strana nejednakosti (8.21) za sve s € C,,, odozgo ogranicena sa

ez _/m 1l—¢ m 14+e\1 22!
SEISEEPUISES |
T 4 2 4 2 51“(%—1)

1\¥
1)

Kako je uz to lijeva strana nejednakosti (8.21) za sve s € (), veca od ili jednaka (
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(8.21) vrijedi za sve s € (), ako je

v n _ =1
(1) Ze F(m—i—l €)F(m_1+6>1 2
T s 4 2 4 2 eT %_1)

tj. ako vrijedi

n_2
;e_gnﬁé—Vz]j(m_i_l_E)F(m_1+€ 22

4 2 4 2 >\/%F(7;_

=: R(m).
)

Da bismo dokazali tvrdnju, dovoljno je dokazati da je lim,, o, R(m) = 0. Primjenom
Legendreove duplikacijske formule [1, Teorem 1.5.1]
22z71 1

1
\/EF(Zz) _I‘(Z)I‘ (Z+%)7 ZE(C\§Z§07

dobivamo da je

-1
L(n+i-1) T(n+t )
R(dn+1) = i ie I_1ie 41_12) ’ ( ?> L
C(n)nit [(n)ni~ 2 [(n)ni2 ['(n)n1

(8.22)

Za svaki [ € {%, %, g, %} desna strana jednakosti (8.22) tezi u 0 kad n — oo s obzirom da
po Lemi 8.2 vrijedi

. T'(n+ys)
’n,h—)I{OIOW—lj SGC\Z<O,
dok je e > 1. Dakle, lim,,_,oc R(m) = 0. Time je tvrdnja dokazana. O
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Zakljucak

U ovoj je disertaciji dokazan niz originalnih rezultata o Poincaréovim redovima na meta-
plektickom natkrivacu SLo(R)™ grupe SLy(R), s naglaskom na rezultate o neponistavanju
tih redova i na njihove primjene u teoriji modularnih formi polucijele tezine. Dokazi se
temelje na trima osnovnim alatima: Harish-Chandrinu pristupu teoriji reprezentacija po-
vezanih poluprostih Liejevih grupa s konac¢nim centrom, klasi¢noj vezi izmedu kusp-formi
polucijele tezine i kuspidalnih automorfnih formi na grupi SLy(IR)™ i integralnom kriteriju
neponistavanja za Poincaréove redove na lokalno kompaktnim Hausdorffovim grupama
koji je u svojem osnovnom obliku dokazan u [31, Teorem 4-1].

Opisimo ukratko znanstveni doprinos ovog rada.

Kao temelj iz teorije modularnih formi, u radu je uvedena definicija prostora M,,(T", x)
odnosno S, (I, x) modularnih formi odnosno kusp-formi tezine m € %—i-Zzo za proizvoljnu
diskretnu podgrupu I' kona¢nog kovolumena u SLy(R)™ i karakter x : ' — C* konacnog
reda. Ona kao posebne slucajeve ukljuc¢uje definicije standardnih prostora M,, (N, x) i
Sm(N, x) iz [57), gdje sum € § + Zsg, N € 4Z~¢ i x paran Dirichletov karakter modulo
N. Detaljno je dokazana poznata, ali u dostupnoj nam literaturi u ovoj opcenitosti
nedokazana, ¢injenica da je klasi¢ni lift kusp-formi polucijele tezine do automorfnih formi
na grupi SLy(R)™ unitarni izomorfizam prostora S,,(I', 1) i prostora A,s, (I'\SL2(R)™), .
kuspidalnih automorfnih formi tezine m za I.

Kao temelj iz teorije reprezentacija, ali i samostalno zanimljiva tema, istrazena je infi-
nitezimalna struktura reprezentacija iz osnovne serije grupe SLy(R)™, a njena holomorfna
i antiholomorfna diskretna serija realizirane su na prostorima (anti)holomorfnih funkcija
na gornjoj kompleksnoj poluravnini H i na jedini¢nom disku D. Nadalje, izracunati su K-
kona¢ni matri¢ni koeficijenti pravih (engl. genuine) kvadratno integrabilnih reprezentacija
grupe SLy(R)™ koji se s obiju strana transformiraju kao karakteri grupe K. Medu njima
su izdvojeni K-kona¢ni matri¢ni koeficijenti Fj,, (k € Z>o) integrabilnih reprezentacija
grupe SLy(R)™ ¢iji Poincaréovi redovi razapinju prostore A,s, (I'\SL2(R)™), , gdje je
m € % + Z>p. Od pripadnih su kusp-formi konstruirani sustavi izvodnica za prostore
S (LT, x).

U glavnom su dijelu rada dokazane ojacane varijante integralnih kriterija neponista-
vanja [31, Teorem 4-1] i [33, Lema 2-1] odnosno [33, Lema 3-1] za Poincaréove redove na

Liejevim grupama odnosno za Poincaréove redove polucijele tezine na H. Njihovom su
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primjenom dobiveni rezultati o neponistavanju nekih od Poincaréovih redova matri¢nih
koeficijenata Fj, ,,, odnosno o neponistavanju pripadnih kusp-formi. Dokazani su i rezul-
tati o neponistavanju nekih klasi¢nih Poincaréovih redova polucijele tezine i, u zadnjem
dijelu rada, o neponistavanju L-funkcija pridruzenih kusp-formama tezine m € % + Z>o u
tockama pruge Cm cg(s)<m—1-

Nadalje, tehnikama iz teorije reprezentacija izracunat je Peterssonov skalarni pro-
dukt Poincaréovih redova pridruzenih matri¢nim koeficijentima Fj, ,,, s proizvoljnom ¢ €
Acusp (T\SL2(R)™), . Taj je rezultat otkrio vezu pripadnih kusp-formi s kusp-formama koje
u smislu Rieszova teorema reprezentiraju linearne funkcionale S, (', x) — C, f + f®)(€),
¢ime je nastao i reprezentacijski dokaz formula za potonje. Iz dokaza ovih rezultata pro-
izasli su i kratki dokazi nekoliko zanimljivih rezultata o kusp-formama polucijele tezine,
npr. dokazane su neke ocjene derivacija klasi¢nih Poincaréovih redova, kao i ¢injenica da za
svaku kusp-formu f € S,,,(I, x) tezine m € 2 + Z vrijedi sup, ‘f(k)(z)ﬁ(z)%%’ < 00
za sve k € Z>g.

Dakle, u ovom je radu na nekoliko nacina iskoriStena poznata veza izmedu teorije mo-
dularnih formi i teorije reprezentacija koja tradicionalno pojednostavljuje mnoge probleme
iz teorije modularnih formi i daje novi uvid u njih. Nadalje, blago je ojacan, i primi-
jenjen na tri neovisna problema, op¢i integralni kriterij za neponistavanje Poincaréovih
redova originalno razvijen u [31]. U svakom je od triju spomenutih problema proucavana
zanimljiva familija Poincaréovih redova na grupi SLy(R)™, ali dobiveni su rezultati o ne-
ponistavanju samo redova iz neke njene prave potfamlije. To stvara poticaj i potrebu
za daljnjim istrazivanjem, s jedne strane s ciljem ojacanja postojecih i otkrivanja novih
kriterija neponistavanja, a s druge strane s ciljem njihove primjene na neponistavanje

Poincaréovih redova na Liejevim grupama viSeg ranga.
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Dokaz Leme 7.12 upotpunjen racunom u R-u

Najprije se sjetimo definicije od Ny, p,:

1
AM (41,2 -1)2 5 1
(2 2 ) kEZZo, m€§+§Z20,

Nk m = )
T M(E+ -0
gdje je M(a, b) medijan beta-distribucije Beta(a, b) s parametrima a,b € R, implementi-
ran u programskom jeziku R 3.3.2 [47] kao gqbeta(0.5,a,b).
Izraéumajmo | Ny, | + 1 za k € {0,1,2,...,1000} i m € $Z N [3,16970]. (Ovaj racun

traje nekoliko minuta.)

k <- seq(0, 1000, by=1)

m <- seq(9/2, 16970, by=1/2)

f <- function(a, b)
floor(4*sqrt(gbeta(0.5,a/2+1,b/2-1))/(1-gbeta(0.5,a/2+1,b/2-1)))+1

fpl N_km <- outer(k, m, f)

Lema 7.12. Neka su k € Zso i m € § + 3Z>¢. Definiramo C :=1.3738 i

Nilose = 4J LA (1 + M) (8.23)

m—4+C m—4+C
Vrijedi:
(i) Ako je k < 1000, tada je | Ng'o> + 6.204] € {[Nim) + 1, [Nim) +2,. ., [ Nim ] + 8}
(i) Ako je k < 158, tada je [N + 0.8018| € {[Nim) + 1, | Nim| + 2}

(i) Ako su k <1000 ¢ m > 26.4 4 16.9431k, tada je | Nkm| +1=1.
Ako su k <1000 i m < 25.34 + 16.9431k, tada je | Ngm] +1 > 1.

Dokaz. Rac¢un u R-u pokazuje da (i) vrijedi za m < 16970:

163



Dodatak

g <- function(a, b) 4*sqrt((a+1.3738) / (b-2.6262) * (1 + (a+1.3738) /
(b-2.6262)))

N_km_close <- outer(k, m, g)

min(ceiling(N_km_close+6.204) - fpl_N_km)

max (ceiling(N_km_close+6.204) - fpl_N_km)

Output: [1] 0
[11 7

S obzirom da su N, i NV, ,gff,fe rastuce funkcije varijable k i padajuce funkcije varijable m

(za N to slijedi iz Leme 7.11.(1) — (ii)), za m > 16970 i £ < 1000 vrijedi

1 < |Ngml| +1 < [Nigoo6970] + 1 8 1, dakle |[Ng,]+1=1,

fp1l_N_km[which(k==1000), which(m==16970)]

Output: [1] 1

T < | NEoe +6.204] < [Nliiigoro +6.204) 28, dakle | Ngo +6.204] € {7,8},

k,m

ceiling(N_km_close[which(k==1000), which(m==16970)]+6.204)

Output: [1] 8

sto dovrsava dokaz tvrdnje (i). Tvrdnja (ii) se dokaze analogno: u R-u se provjeri da

vrijedi za m < 2702,

min(ceiling(N_km_close[1:which(k==158),1:which(m==2702)]1+0.8018) -
fpl_N_km[1:which(k==158),1:which(m==2702)])

max(ceiling(N_km_close[1:which(k==158),1:which(m==2702)]+0.8018) -
fpl_N_km[1:which(k==158),1:which(m==2702)])

Output: [1] 0

(1] 1

dok je | Nisgomo2s5] +1=1
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fpl _N_km[which(k==158) ,which(m==2702.5)]

Output: [1] 1
i [N{lSr005 + 0.8018] = 2.

ceiling(N_km_close[which(k==158) ,which(m==2702.5)]+0.8018)

Output: [1] 2

Kako je Ny, padajuca funkcija varijable m, dokaz tvrdnje (iii) svodi se na provjeru u
R-u da za sve k € {0,1,2,...,1000} vrijedi

1

. ) 9
LNk,m(k)J +1=1, gdjeje m(k):=min <<2 + 2Z>0) N R>26.4+16.9431k> )

for(a in 0:1000){
if (fp1_N_km[which(k==a) ,which(m==ceiling(2*(26.4+16.9431%a))/2)]1>1)
{print ("F")}
}
print ("DONE")

Output: [1] "DONE"

1

. 9
{N,ﬁm/(k)J +1>1, gdjeje m'(k):=max ((2 + 2Z>o> N R<25.34+16.9431k> -

for(a in 0:1000){
if (fp1_N_km([which(k==a) ,which(m==floor (2*(25.34+16.9431*a))/2)]1==1)
{print ("F")}
}
print ("DONE")

Output: [1] "DONE"
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