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Uvod

Proucavanje i razmisljanje o beskonacnosti vuce svoje korijene jos iz antickog doba. Ta
promisljanja su Cesto nailazila na protivljenje od strane ljudi koji su prihvacali samo ono
Sto je oku vidljivo, dok je beskonacnost opisana kao nesto dostupno samo umu. DanaSnju
opCu prihvacenost tog pojma u velikoj mjeri dugujemo njemackom matematicaru Georgu
Cantoru i njegovoj teoriji skupova u kojoj se bavio proucavanjem beskonacnih skupova te
beskonacnih brojeva.

Zacetkom teorije skupova kao grane matematike se Cesto smatra Cantorov rad iz 1874.
godine, Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen. U njemu
prvi put Cantor pokazuje da postoji vise vrsta beskonacnosti. Dvadesetak godina poslije on
radom Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre predstavlja dobro razvijen
koncept transfinitnih brojeva, koji uz manje izmjene Zivi i danas.

Dvije vrste brojeva koje se proucavaju u teoriji skupova su ordinalni i kardinalni bro-
jevi. Zbog Cestog koristenja, pojam ,,ordinalni broj” ponekad ¢emo skracivati u ,,ordinal”.
Iako ¢e u ovom radu fokus biti na ordinalnim brojevima, za bolje razumijevanje bilo bi do-
bro shvatiti osnovnu razliku ordinalnih u odnosu na kardinalne brojeve. Pojednostavljeno,
kardinalni broj kazuje koliko neega ima, dok ordinalni broj ima veze s time kako je neSto
uredeno. Promatrajuci primjerice skup prirodnih brojeva znamo da ga uglavnom proma-
tramo u obliku 0, 1,2, ..., no mogli bismo ga urediti na druge nacine poput 1,2,3,...,0
i1 0,2,4,...,1,3,5,.... U sva tri prikaza koristimo isti skup elemenata pa je broj eleme-
nata ostao jednak, no nacin na koji je taj skup ureden se promijenio. Ovdje nismo mogli
promatrati skup cijelih brojeva umjesto skupa prirodnih brojeva sa standardnim uredajem,
jer iako pojam kardinalnog broja nije povezan s posebnom vrstom uredaja na skupovima,
ordinalni brojevi su izravno povezani s dobro uredenim skupovima.

Cilj je ovog rada implementirati ordinalni kalkulator koji bi omogucavao racunanje s
ordinalima, sli¢no kao Sto obic¢ni kalkulator raCuna s decimalnim brojevima. Ordinalni
kalkulator moZe sluZiti studentima kao alat za olakSavanje shvadanja ordinala i provjeru
rezultata pri vjeZzbanju. U prvom dijelu rada ¢emo se upoznati s osnovhim pojmovima
potrebnima za razumijevanje ordinalnih brojeva. Pretpostavljat ¢emo osnovno znanje o
skupovima, a poblize ¢emo predstaviti dobro uredene skupove. Kao prikladnu metodu za
dokazivanje tvrdnji o ordinalima uvest ¢emo metodu transfinitne indukcije.



UvVOD 2

Zatim ¢emo opisati aritmetiku ordinala. Dokazat ¢emo osnovna svojstva operacija
1 opcenito opisati kako aritmetika ordinala proSiruje aritmetiku prirodnih brojeva ,,preko
granice beskonacnosti” w. U zadnjem poglavlju éemo za svaku operaciju opisati detaljnije
kako smo je implementirali u programu. ViSe detalja o samom ordinalnom kalkulatoru se
mozZe saznati ¢itanjem dokumentacije ili samog koda.



Poglavlje 1

Ordinalni brojevi

U ovom poglavlju ¢emo opisati pojmove nuzne za shvacanje daljnjeg sadrzaja ovog rada.

Ponovimo da cilj ovog rada nije razrada teorije skupova, nego implementacija kalkulatora

s ordinalnim brojevima i aritmetickim operacijama koje ¢emo detaljnije opisati u iduem

poglavlju. Zato ¢e razrada pojedinih pojmova u ovom poglavlju biti vrlo rudimentarna.
Definicije su uglavnom preuzete iz [5].

1.1 Uredeni skupovi

Neka je A skup. Za binarnu relaciju R C A X A kazemo da je:
o refleksivna na A, ako za sve x € A vrijedi xR x;
o irefleksivna, ako ne postoji x € A tako da vrijedi x R x;
¢ antisimetricna, ako za sve x,y € A takve da vrijedi xRy i y R x slijedi x = y;
e tranzitivna, ako za sve x,y, z € A takve da vrijedi xRy i yR z slijedi xR z;

gdje za parove (x,y) u relaciji R piSemo xR y.
Za parove (x, y) koji nisu u relaciji R piSemo x R y.

Definicija 1.1.1. Neka je R C A X A binarna relacija na A. KaZemo da je R relacija
parcijalnog uredaja ako je irefleksivna i tranzitivna.
Uredeni par (A, R) gdje je R relacija parcijalnog uredaja zovemo parcijalno ureden skup.

Ako se uredaj podrazumijeva, mozemo umjesto ,,(A, <) je parcijalno ureden skup” pi-
sati ,,A je parcijalno ureden skup”.
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Relacije parcijalnog uredaja naj¢eSce oznacavamo oznakama < i <. Neki primjeri koje
¢esto susreemo u matematici su (N, <), (Z, <), (Q, <) i1 (R, <) gdje s < oznacavamo stan-
dardni uredaj na skupovima N, Z, Q i R redom.

Osim obi¢nog (strogog) parcijalnog uredaja, znamo govoriti i 0 nestrogom parcijal-
nom uredaju koji je refleksivna, antisimetricna i tranzitivna relacija. Ozna¢avamo ga s <
1 < ovisno o vezi s relacijama < i <. Relacije < i < su medusobno definabilne:

e ako imamo relaciju <, tada definiramo < sa: x <y akoisamo ako je x < yili x = y;
e ako imamo relaciju <, tada definiramo < sa: x < y akoisamo akoje x < yix # y.

Takoder, kad piSemo x > yto znatidajey < x1ix > yznaci da jey < x. Koristeci

sada tako definirane uredaje mozemo navesti neka svojstva elemenata parcijalno uredenog
skupa koja ¢emo koristiti u daljnjem proucavanju uredenih skupova.

Definicija 1.1.2. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. KaZemo:
o clementi x,y € A su usporedivi ako vrijedi x <y iliy < x;
e skup B C A je lanac ako su svaka dva elementa iz B usporediva;
o clement x € A je maksimalan ako ne postoji y € A takav da vrijedi x < y;
e clement x € A je minimalan ako ne postoji y € A takav da vrijedi y < x;
o clement x € A je najveéi ako za svakiy € A vrijedi y < x;
o clement x € A je najmanji ako za svaki'y € A vrijedi x < y.

Definicija 1.1.3. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i B C A.
Za element x € A kaZemo da je:

e gornja meda od B, ako za svaki 'y € B vrijedi y < x;

e donja meda od B, ako za svaki y € B vrijedi x < y;

e supremum od B, ako je x najmanja gornja meda od B;
e infimum od B, ako je x najveca donja meda od B.

Definicija 1.1.4. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i x € A.
Tada skup ps(x) :={y € A : y < x} nazivamo pocetni komad skupa A ispred elementa x.



POGLAVLIJE 1. ORDINALNI BROJEVI 5

U parcijalno uredenom skupu mogu postojati neusporedivi elementi: to su elementi
x,y € A takvi da vrijedi xKy i y R x. Primjer takvog uredaja je (P(N), C), gdje ne vrijedi
ni {2,3} c {3,7} ni {3,7} C {2,3}. Ponekad nam je korisno promatrati skupove u kojima
mozemo usporediti sve elemente pa zato uvodimo sljedecu klasu uredenih skupova.

Definicija 1.1.5. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. KaZemo da je (A, <) totalno
ureden skup ako su svaka dva njegova elementa usporediva.

(N, <), (Z, <), (Q,<)i (R, <) su totalno uredeni skupovi, dok (P(N), C) nije iz prethodno
opisanog razloga.
Trebamo joS opisati kako mozemo usporedivati razli€ite uredene skupove.

Definicija 1.1.6. Neka su (A, <) i (B, <) parcijalno uredeni skupovi. KaZemoda f: A — B
c¢uva uredaj ako vrijedi:

(Vx,y € A)x <y = f(x) < £()).

Bijekcija g: A — Btakvada gi g™' uvaju uredaj naziva se sliénost izmedu A i B. KaZemo
da su A i B sli¢ni skupovi ako postoji slicnost izmedu njih. To oznacavamo s A ~ B.

Prije uvodenja ordinalnih brojeva joS§ nam je preostalo uvesti posebnu klasu totalno
uredenih skupova.

1.2 Dobro uredeni skupovi

Definicija 1.2.1. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Za (A, <) kaZemo da je dobro
ureden skup ako svaki njegov neprazni podskup ima najmanji element.

Na slici 1.1 prikazan je odnos dosad nabrojenih klasa uredenih skupova. Svaki do-
bro uredeni skup (A, <) je totalno ureden: svaka dva elementa x,y € A su usporedivi jer
neprazni podskup {x, y} skupa A mora imati najmanji element.

Prisjetimo se primjera parcijalno uredenih skupova koje smo naveli. Intuitivno je jasno
da je (N, <) dobro ureden skup, dok (Z, <), (Q,<) i (R, <) to nisu jer njihov neprazni
podskup Z nema najmanji element.

Navest ¢emo neka svojstva dobro uredenih skupova bez njihovih dokaza. Dokazi svih
navedenih tvrdnji mogu se naci u [5, pogl. 1.8].

e Dobro ureden skup ne moZze biti sli¢an podskupu nijednog svog pocetnog komada.
e Razliciti pocetni komadi istog dobro uredenog skupa nisu sli¢ni.

e Sli¢nost izmedu sli¢nih dobro uredenih skupova je jedinstvena.
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dobro
uredeni

totalno uredeni

parcijalno uredeni

Slika 1.1: Odnos razlicitih klasa uredenih skupova

Teorem 1.2.2 (O usporedivosti dobro uredenih skupova). Neka su (A, <) i (B, <) dobro
uredeni skupovi. Tada vrijedi tocno jedno od sljedeceg:

e Ax~B,
e postoji jedinstveni a € A takav da vrijedi ps(a) ~ B, ili
e postoji jedinstveni b € B takav da vrijedi pg(b) ~ A.

Dobro uredeni skupovi su nam bitni jer su ordinalni brojevi njihovi ,reprezentanti”,
Sto ¢e sluzbeno biti iskazano teorem 1.3.5 1 definicijom 1.3.6. Sljedeéi odjeljak govori o
principu koji se koristi za dokazivanje univerzalnih tvrdnji na dobro uredenim skupovima.
U naSem slucaju taj ¢e princip biti vrlo koristan za dokazivanje svojstava aritmetickih ope-
racija na ordinalnim brojevima.

Transfinitna indukcija

Ve¢ od ranog matemati¢kog obrazovanja uci se matematicka indukcija kao nac¢in dokaziva-
nja da neko svojstvo imaju svi prirodni brojevi. Strozi oblik matematicke indukcije glasi:
ako je P neko svojstvo prirodnih brojeva takvo da vrijedi:

(¥Yn € N)((Vk < n) P(k) = P(n)),

onda vrijedi P(n) za sve n € N.
Ovakav pristup dokazivanju nije svojstven samo prirodnim brojevima: postoji transfi-
nitna indukcija koja vrijedi za sve dobro uredene skupove [5, teorem 1.88].
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Definicija 1.2.3. Neka je (A, <) totalno ureden skup. KaZemo da A zadovoljava princip
transfinitne indukcije ako za svaki podskup B C A takav da je

(Vx € A)(pa(x) € B= x € B),
vrijedi B = A.

Teorem 1.2.4. Neka je (A, <) totalno ureden skup. Skup A ima najmanji element i zadovo-
ljava princip transfinitne indukcije ako i samo ako je A neprazni dobro ureden skup.

1.3 Osnovno o ordinalnim brojevima

U uvodu smo ve¢ spomenuli Georga Cantora i njegov ogromni doprinos otkrivanju ordi-
nalnih brojeva, no vrijedan spomena je i poljski matematicar Wactaw Sierpinski. On je
takoder pokazivao veliko zanimanje za beskonacne brojeve te u njegovoj knjizi [3] zainte-
resirani Citatelj moZe produbiti znanje o ordinalima. Uz njega se veZe i anegdota koja daje
dobru podlogu za daljnji razvoj intuicije, a preuzeta je iz [2]. Pri¢a kaze da se Sierpifiski,
jednom dok je putovao sa suprugom, zabrinuo da su izgubili jedan komad prtljage. Su-
pruga mu je rekla da nisu, da su svih Sest komada ovdje. Na to joj je onda Sierpinski rekao:
,»10 ne moze biti istina. Prebrojio sam ih nekoliko puta: nula, jedan, dva, tri, Cetiri, pet.”

Brojenje od nule je cudan koncept jer smo navikli drugacije, no u vecini programskih
jezika uobicCajeno je da se elementi liste indeksiraju od nule. Tada treba paziti jer je broj
izbrojenih objekata najraniji sljedeci neiskoriSteni broj, $to bi u nasoj prici bio broj Sest.
Sli¢no ¢e funkcionirati ordinalni brojevi jer njih koristimo za ,,brojenje”” uredenih skupova
koji mogu biti beskonacni. Njih Cesto usporedujemo s rednim brojevima te predstavljamo
na sljedeci nacin:

0=0,
1 ={0} = {0},
2=1{0,1} = {0,{0}},

Primijetimo da je svaki ordinalni broj skup svih ordinala manjih od njega. To znaci da
za svako monotono svojstvo P (svojstvo koje, kad postane istinito za neki element, je
istinito za sve veée elemente), prvi ordinal za koji vrijedi P je skup svih ordinala za koje ne
vrijedi. Tako je prvi viSeznamenkasti ordinal (10) skup svih jednoznamenkastih te je prvi
beskonacni ordinal (w) skup svih konac¢nih ordinala.

Kao Sto smo ve¢ spomenuli, ordinali postaju zanimljiviji kada dodemo do beskonacno-
sti jer tada ne postoji nuzno,,zadnji brojeni objekt”. Kada bismo koristili brojenje od jedan,
tu bi nastao problem jer je u tom slucaju broj izbrojenih objekata upravo zadnji koriSteni
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broj. No, kako takav broj u slucaju beskonacnih skupova ne mora postojati, umjesto ko-
nvencionalnijeg brojenja od jedan koristimo brojenje od nule.
Podsjetimo se, skup x je tranzitivan ako za svaki y € x vrijedi y C x.

Definicija 1.3.1. Za skup x kaZemo da je ordinalni broj ako je x tranzitivan i (x, €) dobro
ureden skup.

Svi prirodni brojevi su ordinalni brojevi te je w := {0, 1,2, ...} takoder ordinalni broj
— 1 to vrlo bitan. Ordinalne brojeve najceS¢e oznacavamo malim grékim slovima, poput
a, B, y. Kada govorimo specificno o kona¢nim ordinalnim brojevima n € w (odnosno
prirodnim brojevima), oznacavat ¢emo ih malim latini¢nim slovima.

Uredaj < za usporedivanje ordinalnih brojeva a 1 8 definiramo kao:

a<fB:oacep.
Lema 1.3.2. Ako je a ordinalni broj i B € a, tada je 8 ordinalni broj.

Teorija ordinalnih brojeva je kompleksna pa ¢emo ovdje navesti samo neke bitnije tvrd-
nje. Prvo navodimo teorem koji kaZe da su svi ordinalni brojevi usporedivi; to nam je po-
trebno kasnije pri razvijanju algoritma za usporedivanje ordinala. Taj teorem podsjeca na
teorem 1.2.2 te se pomocu njega i dokazuje.

Teorem 1.3.3 (Totalnost uredaja na ordinalnim brojevima). Ako su « i B ordinalni brojevi,
tada vrijedi tocno jedno od sljedeceg:

a=8a<pBilia>p.
Korolar 1.3.4. Svaki skup ordinalnih brojeva je dobro ureden relacijom €.

Sljededi teorem iznimno je vaZan jer opravdava definiciju ordinalnog broja kao repre-
zentanta klase svih medusobno sli¢nih dobro uredenih skupova.

Teorem 1.3.5 (Teorem enumeracije). Za svaki dobro uredeni skup (A, <) postoji jedinstveni
ordinalni broj a takav da je (a, €) ~ (A, <).

Definicija 1.3.6. Neka je (A, <) dobro ureden skup. Jedinstveni ordinalni broj a za koji
vrijedi (a, €) =~ (A, <) zovemo ordinalni broj skupa A. Oznacavamo ga s o(A).

Vidjeli smo da je (N, <) dobro ureden skup. Ordinalni broj o((N, <)) je upravo w.
Za klasu svih ordinalnih brojeva koristimo oznaku On.

Za definiciju aritmeti¢kih operacija joS ¢e biti bitno da za svaki neprazan skup ordi-
nalnih brojeva postoji supremum i infimum: ako je A # 0 neki skup ordinalnih brojeva,

vrijedi
infA=(JaisupA=|Jo

a€cA a€cA
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Znamo da je svaki prirodni broj osim nule sljedbenik nekog prirodnog broja. Proma-
trajuci ordinale vidimo da takva tvrdnja ne vrijedi, odnosno da nam treba jo$ jedna katego-
rija za brojeve poput w. Kako bismo mogli definirati te kategorije, prvo iskazimo sljedecu
propoziciju.

Propozicija 1.3.7. Za svaki ordinalni broj a, skup a* := a U {a} je ordinalni broj, koji
zovemo neposrednim sljedbenikom od «. Takoder, za ordinalne brojeve « i B vrijedi a < 8
ako i samo ako je a* < B.

Definicija 1.3.8. Za ordinalni broj a kaZemo da je sljedbenik ako postoji ordinalni broj 3
takav da vrijedi « = B*. Ako je ordinalni broj razlicit od nule i nije sljedbenik, tada za
njega kaZemo da je granicni ordinal.

Kao §to smo ve¢ spomenuli, svi prirodni brojevi osim nule su sljedbenici. No postoje
i sljedbenici koji nisu prirodni brojevi, poput w + 1 = w1 w + 2 = (0*)". S druge
strane, w je najmanji granini ordinal. Primjenjujuéi aritmeticke operacije dobivamo jo§
mnogo ordinala, kao $to ¢emo vidjeti u sljedecem poglavlju. No, prije nastavka trebamo
navesti teorem transfinitne indukcije za ordinalne brojeve, koji ¢emo koristiti u dokaziva-
nju svojstava spomenutih aritmetickih operacija. Transfinitna indukcija je generalizacija
matematicke indukcije u smislu da umjesto skupa prirodnih brojeva promatramo klasu or-
dinalnih brojeva. Zbog toga nam je potrebna sljedeca pomoc¢na tvrdnja.

Lema 1.3.9. Ako je P svojstvo ordinalnih brojeva takvo da postoji ordinalni broj s tim
svojstvom, onda postoji i najmanji ordinalni broj sa svojstvom P.

Dokaz. Neka je a neki ordinalni broj takav da vrijedi P(). Oznacimo B := {8 € a : P(B)}.
To je skup ordinalnih brojeva jer vrijedi B C a. Ako je B prazan, tada je upravo @ najmanji
ordinal sa svojstvom P. Ako je B neprazan, prema korolaru 1.3.4 znamo da ima najmanji
element: oznaCimo ga s y. Pretpostavimo da postoji ordinal 6 < vy koji ima svojstvo P.
Tada prema tranzitivnosti iz 6 <y < a slijedi 6 < « pa bi bio ¢ € B, §to je u kontradikciji s
minimalno$¢u elementa y. Dakle, y je najmanji ordinal sa svojstvom P. O

Teorem 1.3.10 (Stroga transfinitna indukcija). Neka je P neko svojstvo ordinalnih brojeva.
Ako vrijedi:
(Ya € On)((YB < @) P(B) = P(@)) ()

tada za svaki ordinalni broj a vrijedi P(«).

Dokaz. Neka vrijedi (x). Pretpostavimo suprotno, da postoji ordinalni broj « takav da ne
vrijedi P(@). Definiramo svojstvo R pomocu R(¢) :& —P(¢). Tada vrijedi R(«) pa prema
lemi 1.3.9 postoji najmanji ordinal sa svojstvom R, ozna¢imo ga s y. Zbog minimalnosti od
v znamo da za sve 8 < y vrijedi P(8) pa prema (x) vrijedi P(y). Dosli smo do kontradikcije
s R(y), pa zakljuCujemo da je pretpostavka bila kriva. m|
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Cesto je zgodnije koristiti oblik transfinitne indukcije koji odvojeno promatra slu¢ajeve
ovisno o kategoriji ordinala.

Teorem 1.3.11 (Transfinitna indukcija). Neka je P neko svojstvo ordinalnih brojeva.
Ako vrijedi:

I P0),
(I1) za svaki ordinalni broj a, ako P(a) onda P(a*), te
(IIT) za svaki granicni ordinalni broj vy, ako (VB < y)P(B) onda P(y),
tada za svaki ordinalni broj « vrijedi P(«).

Dokaz. Neka vrijede (I), (II) 1 (IIT). Pretpostavimo suprotno, da postoji ordinalni broj «
takav da ne vrijedi P(a).

Definiramo svojstvo R pomocu R(¢) :& —P(§). Tada vrijedi R(@) pa prema lemi 1.3.9
postoji najmanji ordinal sa svojstvom R, ozna¢imo ga s y. RaspiSimo slucajeve ovisno o
tome kakav je 7.

Ako je y = 0, to znaci da ne vrijedi P(0) Sto je u kontradikciji s tvrdnjom (I).

Ako je vy sljedbenik, postoji 8 takav da y = 5. Po definiciji neposrednog sljedbenika
znamo da vrijedi 8 < B* = y pa zbog minimalnosti y mora vrijediti P(8). No, sada smo
dosli do kontradikcije s tvrdnjom (II) jer vrijedi P(8) i =P(8").

Ako je y grani¢ni ordinal, zbog minimalnosti od y znamo da za sve 8 < y vrijedi P(B).
No, sada smo dosli do kontradikcije s tvrdnjom (III).

To znaci da ne postoji ordinalni broj za koji ne vrijedi svojstvo P, odnosno, za svaki
ordinalni broj @ vrijedi P(a). O

Kako bismo mogli uvesti operacije zbrajanja, mnoZenja i potenciranja ordinalnih bro-
jeva, nije dovoljno imati princip transfinite indukcije, nego je definiciju potrebno opravdati
transfinitnom rekurzijom iskazanom u sljedeCem teoremu. Dokaz teorema se moZe naci
u [4].

Teorem 1.3.12 (Teorem rekurzije). Neka je S klasa. Neka je sy € S i neka je G: S — S
proizvoljna skupovna operacija. Oznacimo

® = {f : postoji granicni ordinalni broj B takav da je f: B — S}.

Neka je F: ® — S proizvoljna skupovna operacija. Tada postoji jedinstvena skupovna
operacija @: On — S takva da za sve B € On vrijedi

50, ako je B = 0,
®(B) =1G(@(y)). akojep =",
F ((plﬁ) ,  ako je B granicni ordinal.
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Napomena 1.3.13. Na osnovi teorema rekurzije moZemo konstruirati opéu rekurzivnu
shemu.

Neka je x € On i G: On — On skupovna operacija. Tada iz teorema rekurzije slijedi da
postoji jedinstvena @ : On — On takva da vrijedi:

1) @0) = x;
(i) @(B") = G(e(B));
(i) @(B) = sup{@(y) : v < B}, ako je B granicni ordinal.

Zbog te napomene, ubuduce ¢emo navodenje tri svojstva operacije iz rekurzivne sheme
smatrati definicijom, $to ona 1 jest jer doista u potpunosti odreduje traZenu operaciju.

Binarnu operaciju * rekurzivno definiramo tako da fiksiramo lijevi operand @ € On.
Ako a * 8 za fiksni @ oznacimo s @,(8), tada svaku funkciju ¢, mozemo definirati rekur-
zivnom shemom. Nakon toga jednostavno definiramo @ * 8 := @.(8) za sve @, € On.
Sli¢no moZemo, koriste¢i ekivalencije umjesto jednakosti, definirati i relacije na On (po-
gledajte definiciju 2.0.6 za primjer).



Poglavlje 2

Aritmetika ordinalnih brojeva

U prethodnom smo se poglavlju upoznali s pojmom ordinalnih brojeva; u ovome nam je
cilj predstaviti aritmeticke operacije s njima. U prva tri potpoglavlja ¢emo rekurzivno
definirati operacije zbrajanja, mnoZenja i potenciranja te dokazati njihova svojstva. Zatim
¢emo opisati Cantorovu normalnu formu u kojoj zapisujemo ordinalne brojeve te koja sluzi
kao osnova implementacije ordinala u kalkulatoru. Za kraj pokazujemo svojstvo apsorpcije
za zbrajanje 1 mnoZenje.

Prije nego krenemo s definiranjem operacija pokazat ¢emo nekoliko tvrdnji koje ¢e
nam pomo¢i u dokazivanju njihovih svojstava. U svim tvrdnjama ¢emo pretpostavljati da
su a, B, v, 01 € ordinalni brojevi.

Lema 2.0.1. Neka su A, B skupovi ordinala. Ako vrijedi Na € A)(AB € B)(a < B), tada je
supA < sup B.

Dokaz. 1z definicije 1.1.3 znamo da je supremum skupa A najmanja gornja meda skupa A.
Dovoljno ¢e nam biti pokazati da je svaka gornja meda od B (pa specijalno i sup B) ujedno
1 gornja meda od A (i kao takva veca ili jednaka sup A).

Neka je y gornja meda od B, i neka je a’ proizvoljni element skupa A. Tada po pret-
postavci postoji f € Btakavda ' > o’ pajeonday > > @’. ToznaCidajey > a za
sve @ € A, odnosno vy je gornja meda skupa A. Dobili smo sup A < sup B. O

Sljedecu lemu navodimo kao shemu u koju ¢emo po potrebi mo¢i uvesti operacije zbra-
janja, mnozenja ili potenciranja. Podsjetimo se: za binarnu operaciju o kazemo da je strogo
monotona slijeva ako postoji u, € On takav da @ > p, 18 < y povlate @ o8 < @ovy. Vidjet
cemodajeu, =0, u. =11ipur =2.

Lema 2.0.2. Neka su o i = binarne operacije definirane pomocu rekurzivne sheme uvedene
napomenom 1.3.13 za koje vrijedi stroga monotonost slijeva. Neka su a,f,y € On takvi
da sua > u, i > u. te y granicni ordinal. Tada skupovi ordinala A := {a@ o : & < 8%}
i B:={ao(B*0):0 <vy}imajuisti supremum.

12
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Dokaz. Pokazimo da su A i B skupovi ordinala. Za o o € € A vrijedi € < S * y. Koristeci
strogu lijevu monotonost od o dobivamo @ o & < @ o (8x*7y). ToznaCidaje A C ao (B *7y).

Za a o (B *0) € Bvrijedi 6 < y. Koristeci strogu lijevu monotonost od * dobivamo
B0 < By, aonda koristeci strogu lijevu monotonost od o dobivamo ao(8*0) < ao(Bx7y).
To znacidaje BC ao (B *vy).

Preostalo je pokazati sup A = sup B. Neka je 6 < y (dakle, @ o (8 * §) € B). Ozna¢imo
£ := 6. Primjenjujuci lijevu monotonost operacije * (vrijedi 8 > u.) dobivamo £ < S,
odnosno vrijedi @ o € € A. 1z jednakosti @ o (8 *0) = @ o e slijedi @ o (8% 0) < a o &. Dakle,
vrijedi pretpostavka leme 2.0.1 pa slijedi sup B < sup A.

Neka je € < B+ 7y (dakle, ¥ 0o € € A). OznaCimo D :={{ : f*{ > &}. Vrijedi y € D,
odnosno D je neprazna. Tada prema lemi 1.3.9 postoji najmanji ordinalni broj ¢ takav da
vrijedi B * 6 > €. 1zy € D slijedi 6 < y. Ako je 6 = 7, tada za svaki { < y vrijedi { ¢ D,
odnosno 8 = { < &. Tada koristeci tvrdnju (iii) definicije operacije * imamo :

e<BryTsupiBrlil<yi<e,

a znamo da ne moZe vrijediti € < & zbog irefleksivnosti. Dobili smo da vrijedi 6 < 7,
odnosno vrijedi @ o (8 * y) € B. Odabrali smo ¢ takav da je € < 8 * ¢ pa primjenjujuci
lijevu monotonost operacije o (vrijedi @ > u,) dobivamo @ o &€ < @ o (8 * ¢). Dakle, vrijedi
pretpostavka leme 2.0.1 pa slijedi supA < sup B. O

Lema 2.0.3. Neka je a granicni ordinal. Ako je B € «a, tada je B* € a.

Dokaz. Zbog B € a, vrijedi B < @ pa je B+ < a prema propoziciji 1.3.7. Ne moZe vrijediti
a = B* jer je a grani¢ni ordinal. Dobivamo 8* < a, odnosno 8* € a. O

Lema 2.0.4. Ako je a granicni ordinal, tada vrijedi sup {5 : f < a} = a.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada zbog totalnosti uredaja na ordinalima (teorem 1.3.3)
vrijedi sup{B: B <a} <ailisup{f:fp <a}>a.

Ako vrijedi sup{8 : B < a} < a, tada je (sup{B:8 < a})’ < a prema lemi 2.0.3.
Onda znamo da je on, kao element skupa {§ : B < «}, sigurno manji od supremuma tog
skupa: (sup{8:B8<a})" < sup{B8 : B < a}, a s druge strane po definiciji 1.3.7 znamo
sup{B: B < a} < (sup{B:p < a})". Dakle, dosli smo do kontradikcije s teoremom 1.3.3.

Ako vrijedi sup {8 : f < a} > «, to znaci da postoji 5 < a takav da je @ < S. 1z toga po
tranzitivnosti uredaja slijedi 8 < B, Sto ne mozZe vrijediti zbog irefleksivnosti pa smo dosli
do kontradikcije.

Dakle, pretpostavka je bila kriva, odnosno vrijedi sup {8 : 8 < a} = a. O

Direktna posljedica leme 2.0.3 je sljedeca tvrdnja.

Korolar 2.0.5. Ako je n € w, tada je n* € w.
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NapiSimo joS transfinitnu definiciju relacije <.

Definicija 2.0.6. Postoji jedinstvena binarna relacija (<) € On X On
takva da za sve a, 8 € On vrijedi:

ui) a<0e L;
u(ii) a<pBrea<BVa=8;
u(iii) @ < B & (Jy € B)(a < y), ako je B granicni ordinalni broj.
Teorem 2.0.7. Definicija 2.0.6 je ekvivalentna uobicajenoj definiciji:
a<pB:oacep.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti transfinitnom indukcijom po S.

I. Neka je @ € 0. Ako je 8 = 0, to zapravo znaci da je 8 = (0. Znamo da ni za koji
ordinal @ ne vrijedi @« € 0. Dobili smo kontradikciju pa je prema tvrdnji u(i) to
ekvivalentno s @ < 0.

II. Neka je B = y*, i pretpostavimo da vrijedi @ < vy © «a € 7y. Prema definiciji
neposrednog sljedbenika 1.3.7 znamo da je y* = y U {y} pa koriste¢i tvrdnju u(ii)
imamo:

i u(ii)
afeﬁ(:)a/eyu{y}(:)ozeyVa/E{y}p@a<yVa=y S a<p.

ITI. Neka je 8 grani¢ni ordinal, i pretpostavimo da zasve y < Svrijedia <y © a € y.
Prema lemi 2.0.4 znamo da vrijedi 8 = sup{y : y € B} = U{y : ¥ € B} pa koristeci
tvrdnju u(iil) imamo:

aeﬁ@an{y:yeﬁ}(:)(376,8)(a€y)g(El)/e,B)(a<7)ug)a<,8. O

2.1 Zbrajanje ordinalnih brojeva

Prije formalne definicije objasnimo intuiciju zbrajanja ordinalnih brojeva. Principi arit-
metike ordinalnih brojeva u velikoj se mjeri temelje na tome kako su elementi poredani
(prisjetimo se usporedbe s rednim brojevima).

Zbrajanje konac¢nih ordinala odgovara u potpunosti zbrajanju prirodnih brojeva pa nema
smisla dublje ga objasnjavati. Kod beskonac¢nih ordinala je drugacije — na primjer, zbra-
janje viSe nije komutativno. Uzmimo za primjer izraze w + 3 1 3 + w te ih izraCunajmo.
Broj w + 3 moZemo prikazati na sljedeci nacin:

0,1,2,...;0,1,2
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1 raCunamo ga tako da iznova prebrojimo niz te stavimo prikladne ,,redne brojeve” za svaki
njegov Clan:
0,1,2,...; w,w+1,0w+2.

Prikladnim smatramo prvi neiskoriSteni ordinal, a kako znamo da ¢e se medu O, 1, ...
pojaviti svi ordinali manji od w, prvi neiskoriSten ¢e biti upravo w. Ovo se moZzda na prvi
pogled €ini vrlo jasnim jer smo dobili sve ordinalne brojeve manje od w+ 3, no pogledajmo
Sto se dogodi kod raCunanja 3 + w. Njega prikazujemo kao:

0,1,2;0,1,2,...
1 ponovnim prebrojavanjem dobivamo:
0,1,2; 3,4,5,...

Imamo navedene sve ordinale manje od w pa je 3 + w = w. Znaci, poredak pribrojnika u
zbrajanju ordinalnih brojeva je bitan, odnosno ne vrijedi svojstvo komutativnosti.

Sada mozemo formalno uvesti zbrajanje ordinala koriste¢i rekurzivnu shemu uvedenu
napomenom 1.3.13, rekurzivnu s obzirom na oblik desnog pribrojnika. Definicija je pre-
uzeta iz [5].

Definicija 2.1.1. Postoji jedinstvena funkcija +: On X On — On
takva da za sve a, B € On vrijedi:

z(G) a+0=aq;
z(1l) a + B = (@ +p)*;
z(iil) a + B =sup{a + vy :y < B}, ako je B grani¢ni ordinalni broj.

Upravo opisanu funkciju zovemo zbrajanje ordinalnih brojeva.

Svojstva zbrajanja

Pokazat ¢emo elementarna svojstva zbrajanja ordinalnih brojeva. U svim tvrdnjama ¢emo
pretpostavljati da su a, S, vy, 0, € 1 £ ordinalni brojevi.

Lema2.1.2. 0+ a = a.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeéi transfinitnu indukciju (1.3.11) u tri koraka.

I. Neka je @ = 0. Trebamo pokazati da je 0 + 0 = 0, a to vrijedi prema tvrdnji z(i).
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II. Pretpostavimo da je 0 + @ = . Tada koriste¢i tvrdnju z(i1) dobivamo trazeno:
0+ 2 0+a) o
ITI. Neka je a grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki 8 < @ vrijedi 0 + 8 = 8. Tada
koristeci tvrdnju z(ii1) dobivamo traZzeno:
0+a ™ sup{O+B8:8<a} i sup{B: B < a} 2'2'4,8.
Sada mozZzemo zakljuciti da 0 + @ = a vrijedi za sve ordinalne brojeve a. O

Lema2.13. ¢ +1 =ca".

Dokaz. Koristeéi tvrdnje definicije 2.1.1 dobivamo:
a+l=a+0""2 @+0) Yot o
Pokazat ¢emo da je zbrajanje strogo monotono slijeva, dok zdesna imamo monotonost,
no ne strogu.

Teorem 2.1.4. Ako je B <y, tadajea + < a+.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeci transfinitnu indukciju po .
I. Nekajey = 0. Prema tvrdnji u(i) ne moze vrijediti § < 0 pa tvrdnja trivijalno vrijedi.

II. Pretpostavimo da ako 8 < v, tada je @ + 8 < a + y. Sada neka je 8 < y*, Sto po
tvrdnji u(ii) znaci da je ili B < 7y ili B = y. RaspiSimo $§to vrijedi ovisno o slucaju.

B < 7y: Znamo da po definiciji neposrednog sljedbenika 1.3.7 vrijedi @ +y < (@ + y)*
pa dobivamo:

+ 2(iD)

p-i. 1.3.7
a+B<a+y < (@+y)" = a+y".

B = vy: Tada vrijedi @+ = a+7y. Ponovno koriste¢i definiciju neposrednog sljedbenika
imamo:

+ 2(iD)

13.7
a+B=a+y < (@+y)" = a+y".

ITI. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki 6 < vy vrijedi: ako je 8 < ¢
onda je @ + 8 < a + 6. Sada neka je 8 < y. Znamo po lemi 2.0.3 da tada vrijedi
B < y. Koristeéi tvrdnju z(iii) dobivamo:
(i Q
a+y (:)sup{a+5:6<y} >a+B">a+p,
gdje () vrijedi jer je supremum skupa ordinalnih brojeva sigurno veci ili jednak bilo
kojem elementu tog skupa, a znamo da je 8 jedan od mogucéih 6. m|
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Direktne posljedice teorema 2.1.4 i teorema 1.3.3 su sljedece dvije tvrdnje.
Korolar 2.1.5. Ako vrijedi « + B = a + vy, tada je 5 = vy.

Dokaz. Pretpostavimo o+ = a+yif # y. Tadapo teoremu 1.3.3 morabitig < yili > y.
Ako je 8 < vy, prema teoremu 2.1.4 slijedi @ + 8 < @ + y §to je u kontradikciji s poCetnom
tvrdnjom po irefleksivnosti. U sluc¢aju S > y bismo jednako tako dobili kontradikciju.
Znaci, mora biti 8 = vy. m|

Korolar 2.1.6. Ako je a + B < a + v, tada je B < .

Dokaz. Pretpostavimoa+S <a+vyif>7y. AkojeS =vy,tadajea+ 5 = a+ vy Sto je
kontradikcija s teoremom 1.3.3. Ako je 5 > v, tada po teoremu 2.1.4 vrijedia + 8> a +y
Sto je ponovno kontradikcija s teoremom 1.3.3. Znaci, mora biti g < . O

Teorem 2.1.7. Ako je a < B, tada jea +y < B+ .

Dokaz. Neka su a i S proizvoljni ordinalni brojevi takvi da je a < .
Sada tvrdnju @ + y < 8 + vy dokazujemo koriste¢i transfinitnu indukciju po 7.

I. Neka je y = 0. Prema tvrdnji z(i) direktno slijedi:

a+0%q¢ < g p 0.

II. Pretpostavimo daje @+ vy < B+vy. Ako je @ +y < B+, po propoziciji 1.3.7 znamo
da onda vrijedi (@ + y)* < B+7y < (B+7y)", aako je @ +y = B+ y onda vrijedi
(@ +7y)" =(B+7y)" padobivamo:

z(_ii)

2(ii p.i.
a+y @y < B+y) LBy

III. Neka je y granicni ordinal. Pretpostavimo da za svaki 6 < y vrijedi @ + 6 < 8+ 6.
Koristeci tvrdnju z(iii) dobivamo:

(iii z(iii)

z ()
a+vy :)sup{a/+5:6<y}§ sup{B+d0:0<y} = B+.

Do nejednakosti (*) dolazimo koristeéi lemu 2.0.1 uz oznake A :={@+ 96 : 6 < y}1i
B :={B+0: 6 < y}. Prema pretpostavci indukcije znamo da vrijedi @ + 6 < 8+ 6 pa
slijedi sup A < sup B. O

Napomena 2.1.8. Monotonost zdesna nije stroga, sto lako vidimo iz sljedeceg protupri-
mjera. Znamo da je 1 < 2 jer je 1 € 2 = {0, 1}. Odredimo odnos izmedu 1 + wi?2 + w:

l+w=sup{l+n:n<owl=w=sup{2+n:n<w}=2+w,

Sto znaci da ne vrijedi 1 + w < 2 + w po irefleksivnosti.
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Lema 2.1.9. Ako je B granicni ordinal, tada je a + B takoder granicni ordinal.

Dokaz. Pretpostavimo da @ + 8 nije grani¢ni ordinal. Kako za svaki ordinal zbog te-
orema 1.3.3 i tvrdnje u(i) vrijedi @ > 0, dobivamo:

2,12

217
a+pB > 0+ = 8>0,

tako da @ + 8 mora biti sljedbenik. Tada postoji y takav da je y* = a + 8. Primjenjujuéi

tvrdnju z(iii) definicije 2.1.1 dobivamo y* = sup{a + ¢ : 6 < B}. Prema propoziciji 1.3.7

znamo da je onda y < sup{a + ¢ : 6 < B}, pa to znaci (po u(iii)) da postoji 6 < 8 takav da

v < a + 6. Ponovno koristeéi propoziciju 1.3.7 i onda teorem 2.1.4 dobivamo:

N 2.1.4
v Za+6 < a+p.

Sada imamo y* = @ + 81 y" < a + B, a to je kontradikcija s teoremom 1.3.3. Dakle,
pretpostavka je bila kriva. O

Sljedece pokazujemo asocijativnost zbrajanja.
Teorem 2.1.10. o+ (B+vy) = (@ +B) + .
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeci transfinitnu indukciju po 7.
I. Neka je y = 0. Tada ocito vrijedi @ + (8+0) = ¢+ = (@ + ) + 0 prema tvrdnji z(1).

II. Pretpostavimo da je @ + (8 + y) = (@ + B) + v za sve «, 81 y. Pokazimo da tvrdnja
vrijedi za sljedbenik od y:

a+(ﬁ+y+)zg)a+(ﬁ+y)+
T a+B+y)

A +

E(@+p+y)

W (@ +p)+y".

III. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki 6 < y vrijedi @ + (8 + 9) =
(o + B) + 6. Tada koriste¢i tvrdnju z(iii) i ¢injenicu da je 8 + vy grani¢ni ordinal
(lema 2.1.9) dobivamo:

2.1.9
a+(ﬁ+y)z(§1) supla+e:e<fB+vy})

Y supla+(B+6):6<y)

o
=

sup{(a@+pB)+9):0 <y}
Z(Ei)

= (x+p)+vy.
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Pojasnimo kako smo dosli do jednakosti (). U shemu leme 2.0.2 stavimo o := * :=
+. Za strogu lijevu monotonost zbrajanja vrijedi u, = 0, odnosno to svojstvo vrijedi
iza @ izaf. Ozna¢imo skupove

A=supla+e:e<fB+vy}iB:=supla+(B+0):6 <y}
Vrijede pretpostavke leme 2.0.2 pa je supA = sup B. O

Od sada nadalje, zbog asocijativnosti, mozemo izostavljati zagrade u viSestrukim zbro-
jevima ordinalnih brojeva.

Napomena 2.1.11. Zbrajanje ordinalnih brojeva nije komutativno. To smo vec pokazali
kod opisivanja intuicije zbrajanja, no navedimo sada formalni protuprimjer:

l+w=sup{l+n:n<wl=w<w" =w+l.
Dobili smo 1 + w < w + 1 pa prema teoremu 1.3.3 znamo da ne vrijedi 1 + w = w + 1.

Za kraj dokazimo teorem koji pokazuje da za ordinale postoji operacija sli¢na oduzi-
manju.

Teorem 2.1.12. Ako je 8 < a, tada postoji jedinstveni y takav da je « = B + 7.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi 8 < @. Ozna¢imo A = {¢ : B+ & < a}. To je skup
ordinala jer je A C a*, Sto lako vidimo:

feAsazp+é s 046 esa > teal,

Znamo i da je neprazan jer prema tvrdnji z(i) vrijedi 8 + 0 = 5 < @, odnosno 0 € A. Sada
znamo da postoji supremum skupa A te ga oznacimo s y. Tvrdimo da vrijedi 8 + y = «.

Prvo ¢emo pokazati da vrijedi 8 + v < a. Dokaz ¢emo rastaviti na slucajeve ovisno
o kategoriji od y. Za y = 0 smo vec vidjeli da ta nejednakost vrijedi. To znaci da nam
je preostalo provjeriti tvrdnju za y = 6" i za y grani¢ni ordinal. U prvom slucaju prema
definiciji neposrednog sljedbenika 1.3.7 znamo da vrijedi 6 < . Tada je 6 € y, odnosno &
nije gornja meda od A, pa postoji £ € A takav daje d € £ te §+ ¢ < . Koristeci teorem
2.1.4 dobivamo S + 6 < 8 + ¢ < . Prema propoziciji 1.3.7 1 tvrdnji z(i1) ¢e onda vrijediti
a>B+0) " =+0"=L+7.

U drugom slucaju vy je grani¢ni ordinal. Znamo (kao u prvom slucaju) da za sve 6 <y
vrijedi 8 + ¢ < a pa koristeci lemu 2.0.1 dobivamo:

2(ii 201
B+y (:)sup{ﬁ+6:5<y} < supia} =a.

Dakle, vrijedi § + v < a.
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Pretpostavimo da je S + ¥y < a, tada po propoziciji 1.3.7 imamo (8 + y)* < a. Prema
tvrdnji z(ii) znamo da je B+ y* = (B + y)* < «a pa iz toga slijedi y* € A. Dobili smo
kontradikciju jer je y* >y = sup A. Kako pretpostavka 8 + ¥ < @ vodi na kontradikciju, a
znamo da vrijedi S + y < @, po teoremu 1.3.3 mora biti 8 + v = a.

Pretpostavimo li sada da postoje y; 1y, takvi da je
a+yr=B=a+7y,,
oni ¢e prema korolaru 2.1.5 biti jednaki: y; = y,. Dobili smo da je y jedinstven. O

Za kraj ponovimo zakljucke o svojstvima zbrajanja ordinalnih brojeva izvedene iz te-
orema i protuprimjera. Pokazali smo da je O neutralni element za zbrajanje (lema 2.1.2
i tvrdnja z(i)). Zbrajanje je asocijativno te monotono zdesna, a strogo monotono slijeva.
Komutativnost ne vrijedi openito.

2.2 MnozZenje ordinalnih brojeva

MnozZenje shvaéamo kao ponavljanje zbrajanja — pa kako smo ve¢ vidjeli da se ordinalno
zbrajanje ne ponasa kao zbrajanje prirodnih brojeva, nije tesko pretpostaviti da to nece biti
slu¢aj ni s ordinalnim mnoZenjem.

Sli¢no kao kod zbrajanja demonstrirat ¢emo intuiciju mnozenja ordinalnih brojeva tako
da izraCunamo w - 21 2 - w. Prvi izraz moZemo shvatiti na nacin da svakom elementu
ordinala 2 = {0, 1} dodijelimo jednu kopiju ordinala w = {0, 1,2, ...}, time dobivamo:

0,1,2,...;0,1,2,...
1 sada prebrojimo ponovno sve elemente:
0,1,2,...; w,w+1,w+2,...

Vidimo da su navedeni svi ordinali manji od w + w. Drugi izraz shva¢amo tako da svakom
elementu ordinala w = {0, 1,2, ...} dodijelimo jednu kopiju ordinala 2 = {0, 1}:

0,1;0,1; 0,1;...

te onda ponovnim brojenjem:
0,1;2,3;4,5;...

Navedeni su svi ordinali manji od w pa vidimo da vrijedi 2 - w = w. Dolazimo do istog
zakljucka (kao kod zbrajanja), da je poredak faktora bitan.

Sada moZemo formalno uvesti mnoZenje ordinala koristeci rekurzivnu shemu uvedenu
napomenom 1.3.13, rekurzivnu s obzirom na oblik desnog faktora. Definicija je preuzeta
iz [5].
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Definicija 2.2.1. Postoji jedinstvena funkcija -: On x On — On
takva da za sve a, 3 € On vrijedi:

m@) a-0=0;
m(ii) a-BF=a-B+a;
m(iil) a-B =supla-y:vy <P}, ako je B granicni ordinalni broj.

Upravo opisanu funkciju zovemo mnoZenje ordinalnih brojeva.

Svojstva mnozenja

Pokazat ¢emo elementarna svojstva mnoZenja ordinalnih brojeva. U svim tvrdnjama ¢emo
pretpostavljati da su «, B, v, 9, &, {1 & ordinalni brojevi.

Teorem 2.2.2. 0-a = 0.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeéi transfinitnu indukciju po a.
I. Neka je @ = 0. Tada vrijedi O - 0 = O prema tvrdnji m(i).
II. Pretpostavimo da je O - @ = 0. Koriste¢i tvrdnju m(ii) dobivamo:

12

0-ar™0.a+0%0+0%2%0.

III. Neka je a grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki § < a vrijedi 0 - 8 = 0.
Koristeci tvrdnju m(iii) dobivamo traZeno:

m(iii)

0-0™ sup(0-8:8<a) ™ sup{0:8<al=0. O

Iz narednih lema slijedit ¢e da je 1 neutralni element za ordinalno mnoZenje.

Lema2.23. a-1=a.
Dokaz. Znamo da je 1 = 0F pa koristeéi tvrdnju m(ii) dobivamo:

ii i 212
a-lmgl)a-0+azg)0+a:a/. O

Lema224. 1 -a=a.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeéi transfinitnu indukciju po a.

I. Neka je @ = 0. Tada vrijedi 1 - 0 = O prema tvrdnji m(i).
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II. Pretpostavimo da je 1 - @ = . Koristeéi tvrdnju m(ii) dobivamo:

loar™ . g+1 % g+l =0

ITI. Neka je a grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki § < « vrijedi 1 - 8 = .
Koristeéi tvrdnju m(iii) dobivamo :

m(iif)

l-a = sup{l~,8:ﬁ<a}g'sup{,8:ﬁ<a}2’g'4a. O

MnoZenje ordinalima ve¢ima od nule je strogo monotono slijeva, dok zdesna ponovno
nemamo strogu monotonost. U iskazu stroge monotonosti moramo dodati uvjet @ > 0
zbog teorema 2.2.2. Odnosno, vrijedit ée u. = 1 iz definicije stroge lijeve monotnonosti.

Teorem 2.2.5. AkojeB<yia >0, tadajea-B < a-Yy.

Dokaz. Neka je a proizvoljni ordinalni broj takav da je @ > 0. Sada tvrdnjuda g < y
povlaci @ - B8 < «a - y dokazujemo koristeci transfinitnu indukciju po .

I. Nekajey = 0. Prema tvrdnji u(i) ne moze vrijediti 8 < 0 pa tvrdnja trivijalno vrijedi.

II. Pretpostavimo daf < vy povlaci a-8 < a-y. Sada pretpostavka 5 < y* po tvrdnji u(ii)
znacidajeili 8 < yili B = y. RaspiSimo §to vrijedi ovisno o slucaju.

B < vy: Kako je @ > 0, koristeéi strogu lijevu monotonost zbrajanja dobivamo:

pi. 214 i
a-B<a-y=a-y+0 < a-y+am§l>oz-y+.

B =: Tada vrijedi @ - 8 = « - y. Ponovno koriste¢i nejednakost kao u prethodnom
slucaju imamo:

2.14 i
a-B=a-y=a-y+0 < a-y+am§l)a-y+.

ITI. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki 6 < vy vrijedi: ako je 8 < 6,
tadaje @ - B < @ - 8. Neka je 8 < y. Znamo po lemi 2.0.4 da tada vrijedi 8 < v.
Koristeci tvrdnju m(iii) i nejednakost iz II. koraka dobivamo:

miii) Q) LI
a-y ='supfla-0:0<yl=za- - >a-pB,
gdje () vrijedi jer je supremum skupa ordinalnih brojeva sigurno veci ili jednak bilo
kojem elementu tog skupa, a znamo da je 8 jedan od mogudih §. O
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Kao posljedicu ovog teorema i totalnosti uredaja lako je pokazati da vrijedi i suprotni
smjer.

Korolar 2.2.6. Akojea-f<a-vy, tadaje <vyia>0.

Dokaz. Nekajea-B<a-vy.
Znamo da za ordinalni broj « sigurno vrijedi @ > 0 zbog teorema 1.3.3 1 tvrdnje u(i).
Pretpostavimo da je @ = 0. Tada koriste¢i teorem 2.2.2 dobivamo:

a-=0-=0=0-y=a-v,

Sto je u kontradikciji s teoremom 1.3.3. To znaci da je pretpostavka kriva, odnosno vrijedi
a>0.

Sada pretpostavimo da nije 8 < y. Tadajeilig = yili 8 > y. Ako je 8 = v, tada
vrijedi ponovno « - 8 = « - y §to je u kontradikciji s teoremom 1.3.3. Ako je 8 > y, prema
teoremu 2.2.5 (ve¢ smo pokazali @ > 0) je -8 > @-y. Ponovno smo dosli do kontradikcije
s teoremom 1.3.3. Dakle, pokazali smo da vrijedia > 018 < y. O

Teorem 2.2.7. Ako je a <, tadajea-y <5 -.

Dokaz. Neka su a 1 g proizvoljni ordinalni brojevi takvi da je @ < 6.
Sada tvrdnju « - y < 8 - v dokazujemo koristeci transfinitnu indukciju po vy.

I. Neka je y = 0. Prema tvrdnji m(i) direktno slijedi:

a-0=0<0=4-0.

II. Pretpostavimo da je a -y < 8- y. Tada vrijedi:

i 2.1.7 2.14 .
+mgl)cx-y+cx < B-y+a < ﬁ-y+ﬁm§l)ﬁ-y+.

a-y
ITI. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki 6 < y vrijedi@ -6 < 8- 9.
Koristeci tvrdnju m(iii) dobivamo:
m(ii) ) () ) m(ii)
a-y = supla-0:0<y}<sup{f-6:0<y} = By
Do nejednakosti (*) dolazimo koriste¢i lemu 2.0.1 uz oznake A ;= {a -0 : 6 < y} 1
B :={B-0 : 06 < y}. Prema pretpostavci indukcije znamo da vrijedi @ - 6 < -9 pa
slijedi sup A < sup B. O
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Napomena 2.2.8. Monotonost zdesna nije stroga. Za protuprimjer uzmimo ponovno 1 < 2

te odredimo odnos izmedu 1 - wi?2 - w:
1-w:sup{l-n:n<w}2'g'4w:sup{2-n:n<w}:2-w,

sto znaci da ne vrijedi 1 - w < 2 - w po irefleksivnosti.

Lema 2.2.9. Ako je B granicni ordinal i @ > 0, tada je « - B takoder granic¢ni ordinal.

Dokaz. Pretpostavimo da a8 nije grani¢ni ordinal. 1z @ > 0 prema propoziciji 1.3.7 slijedi
a > 0* = 1 pa dobivamo:
2.2.7 224
a-f > 1= >0,

tako da @ - B mora biti sljedbenik. Onda postoji y takav da y* = a - 8. Primjenjujuci
tvrdnju m(iii) dobivamo y* = sup {@ -6 : 6 < S}. Prema propoziciji 1.3.7 znamo da je onda
v <supfla -0 :6 < p}, Sto znaci da postoji 6 < S takav da je y < a - 6. Ponovno koristeci
propoziciju 1.3.7 1 onda teorem 2.2.5 dobivamo:

L 137 22.5
v L a6 < a-p.

Sada imamo y* = a-B1y" < a -, §to je kontradikcija s teoremom 1.3.3. Dakle,
pretpostavka je bila kriva. O

Kao i zbrajanje, mnoZenje je takoder asocijativno. No, prvo trebamo pokazati njegovu
distributivnost prema zbrajanju.

Teorem 2.2.10. - (B+y)=a-B+a Y.
Dokaz. Ako je @ = 0, koristeci teorem 2.2.2 1 lemu 2.1.2 lako dobivamo
0-B+y)=0=0+0=0-+0-v.

To znaci da u daljnjem dokazu moZemo pretpostavljati @ > 0 (to e biti bitno kasnije zbog
primjene stroge lijeve monotonosti). Dokaz ¢emo provesti koristeci transfinitnu indukciju
poYy.
I. Neka je y = 0. Tada vrijedi:
01~(,8+0)Zg)oz~ﬁzg)a/~ﬁ+0m:(i)a/~ﬁ+a-0.

II. Pretpostavimo da je a-(8+7y) = a-S+a-y. PokaZzimo da tvrdnja vrijedi za sljedbenik
od y:
a-B+y) T a- B+’

Kod jednakosti gdje smo primijenili pretpostavku indukcije, takoder implicitno ko-
ristimo 1 asocijativnost zbrajanja (teorem 2.1.10).

m(ii) m(ii)

= a/-(,B+7)+apii' a-B+ra-y+a = a-B+a-y".
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III. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki 6 < vy vrijedi @ - (8 + 0) =
a-B+a-9. Koristeci toda su S+ 7y (lema 2.1.9) i @ -y (lema 2.2.9) grani¢ni ordinali

dobivamo:
2.1.9

a-(B+y)m(:iii)sup{a-s:s<ﬁ+y}
(;)sup{a/-(ﬂ+6):5<y}
o sup{a-B+a-0:6 <y}
(%

g supla-B+{:{<a-vy}

2.2.9
Z(Ei)

= a-B+a-vy.

Pojasnimo kako smo dosli do jednakosti (). U shemu leme 2.0.2 stavimo o := - i
* 1= +. Za strogu lijevu monotonost mnozenja vrijedi u. = 1 pa prema pretpostavci
vrijedi @ > p.. Za strogu lijevu monotonost zbrajanja je . = 0 pa je § > u, uvijek
zadovoljeno. Oznacimo skupove

A:=supfa-e:e<B+y}liB:=supl{a-(B+0):0 <y}

Dakle, vrijede pretpostavke leme 2.0.2 pa je sup A = sup B.

Jo$ pojasnimo kako smo dosli do jednakosti (xx). Ozna¢imo 7 := « - . U shemu
leme 2.0.2 stavimo o := + i % := -, Ponovno znamo da je n > u, i @ > u.. Uvedimo
skupove

B={a-f+a-0:0<yl={n+a-6:0<vy},1

A=la-B+l:{<a-yi=n+{:{<a-y}
Tada jednakost dobivamo primjenom leme 2.0.2. O

Napomena 2.2.11. MnoZenje ordinalnih brojeva opcenito nije distributivno zdesna, od-
nosno ne vrijedi (¢ + ) -y = a -y + B -y. Navedimo konkretan protuprimjer za to svojstvo:

A+ w=2-w=w=w-l<w-2=w-1"=w-1ltw=w+w=1-w+1-w.

Dobili smo (1 +1)-w < 1-w+ 1w pa prema teoremu 1.3.3 znamo da ne vrijedi
T+ w=1-w+1-w.

Teorem 2.2.12. a - (B-y) = (a-p) - .

Dokaz. Ako je a = 0, koristeéi teorem 2.2.2 dobivamo

222 222 222

0-B»=0=0y=0-a-
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Ako je g = 0, koristeci teorem 2.2.2 1 tvrdnju m(i) dobivamo

0920020y (@-0)-7.
To znaci da u daljnjem dokazu moZemo pretpostavljati @ > 018 > 0 (Sto e biti bitno kas-
nije zbog primjene stroge lijeve monotonosti). Dokaz ¢emo provesti koristeéi transfinitnu
indukciju po y.

I. Neka je y = 0. Tada ocito vrijedi:

m(i) m(i) 111(1)

a-B-0) =a-0=0= (a-p)-0.
II. Pretpostavimo da je @ - (B -y) = (a - ) - y. Pokazimo da tvrdnja vrijedi za sljedbenik
od y:

111(11)

2. m(ii)
a-(B-y aBy+pEa-@yrapE@pyrap™ @ py.
ITI. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki 6 < y vrijedi a-(8-6) = (a-f)-9.
Tada koristeci da je 8 - y grani¢ni ordinal (lema 2.2.9) i tvrdnju m(iii) dobivamo:

229
(111

a-(B-y) = supla-e:e<B-v}

Y supla-(B-6):6 <)
> supf(@-f)-6:06<y)

111(111)
a-p)-y.

o

Do jednakosti (*) dolazimo tako da u shemu leme 2.0.2 stavimo o := * := -. Za strogu
lijevu monotonost mnoZenja je u. = 1 pa prema pretpostavci i propoziciji 1.3.7 vri-
jedi @ > u. i > p.. Oznacimo skupove

A:=supfa-e:e<fB-y}iB:=supla-(B-9):0 <y}
Dakle, vrijede pretpostavke leme 2.0.2 pa je sup A = sup B. O
Od sada nadalje ne trebamo koristiti zagrade pri zapisivanju viSestrukih umnozaka.
Napomena 2.2.13. MnoZenje ordinalnih brojeva nije komutativno. Protuprimjer:
2 w=sup{2-n:n<wl=w<w-2.

Dobili smo 2 - w < w - 2 pa prema teoremu 1.3.3 znamo da ne vrijedi 2 - w = w - 2.
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Sli¢no kao Sto smo vidjeli da za ordinale postoji operacija slicna oduzimanju (te-
orem 2.1.12), ovdje ¢emo pokazati da za ordinale postoji operacija slicna dijeljenju s os-
tatkom.

Teorem 2.2.14. Ako je B > 0 i a proizvoljni ordinal, tada postoje jedinstveni ordinalni
brojevidiptakvidajea =6-0+pip <p.

Dokaz. Neka je g > 0. Dokazimo prvo egzistenciju ¢ i p. OznaCimo A = {£ : B- & < a}.
To je skup ordinala jer je A € a*, Sto lako vidimo:

2.1.7 224
feA=sa>2B-éE > 15 ¢éEsa >éE=¢eal.

Znamo 1 da je neprazan jer vrijedi -0 = 0 < @, odnosno 0 € A. Sada znamo da postoji
supremum skupa A te ga oznacimo s 6. Tvrdimo da vrijedi 8- 9 < a.

Dokaz ¢emo rastaviti na slucajeve ovisno o kategoriji od 6. Za 6 = 0 smo vec vidjeli
da ta nejednakost vrijedi. To znaci da nam je preostalo provjeriti tvrdnju za d = €*iza d
grani¢ni ordinal. U prvom slu€aju prema definiciji neposrednog sljedbenika 1.3.7 znamo
da vrijedi € < 6. Tada je & € 6 pa postoji € € Atakavdajee € £te f-& < a. Prema
propoziciji 1.3.7 iz € < & slijedi 6 < &. Ne moze vrijediti 6 < & jer bi to bilo u kontradikciji
s time da je ¢ supremum skupa A. Dakle, vrijedi 6 = &, odnosno -6 =5+ ¢ < a.

U drugom slucaju imamo da je ¢ grani¢ni ordinal. Znamo da za sve y < ¢ vrijedi
B -y < a pakoristeci lemu 2.0.1 dobivamo:

2.0.1
ﬁ-dm(:nl) sup{f-y:y <6} < supfa}=a.

To znaci da vrijedi 8- 6 < « pa iz teorema o oduzimanju 2.1.12 znamo da postoji p
takav da je @ = 8- 6 + p. Trebamo joS dokazati da je p < 8.

Pretpostavimo suprotno, da vrijedi p > 5. Tada imamo:

2.14 m(ii) "
a=p-0+p 2 -6+ = B0,
pa iz toga slijedi 6* € A. Dobili smo kontradikciju jer je 6* > ¢ = sup A. To znaci da mora
vrijediti p < .

Preostalo nam je provjeriti jedinstvenost od ¢ i p. Provjerimo je li moguce da vrijedi
a=B-{+vy,zaneke { # 61y < B. Vrijedi { # 0 pa je prema teoremu 1.3.31li { < ¢ ili
¢ > 6. U prvom slucaju, prema propoziciji 1.3.7 je {* < § pa imamo:

2.14 m(ii) " 225 2.14
a=F-L{+y < B L+ B L S5 S pory=a,
Sto je kontradikcija s irefleksivnoscu relacije <. U drugom slucaju, prema propoziciji 1.3.7
je { > 6" paimamo:

2.14 225 . mii) 2.14
a=B-{+y =2 - =2 B0 =pB-6+B > P-o+y=a,
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Sto je opet kontradikcija s irefleksivnoScu. Dobili smo da je ¢ jedinstven. Pretpostavimo li
sada da postoje p; 1 p; takvi da je

B-d+pi=a=B-6+p
oni ¢e prema korolaru 2.1.5 biti jednaki: p; = p,. Dobili smo da je i p jedinstven. O

Za kraj ponovimo zakljucke o svojstvima mnozenja ordinalnih brojeva izvedene iz te-
orema 1 protuprimjera. Ordinal 1 je neutralni element za mnoZenje. MnoZenje je strogo
monotono slijeva (za lijevi faktor barem pu. = 1) i nestrogo monotono zdesna. Vrijedi
asocijativnost, dok komutativnost ne vrijedi opéenito. Distributivnost mnoZenja prema
zbrajanju vrijedi opéenito samo slijeva.

2.3 Potenciranje ordinalnih brojeva

Potenciranje shva¢amo kao ponavljanje mnoZenja pa ¢e nam razumijevanje operacije mno-
Zenja pomo¢i u daljnjem razvoju intuicije. S obzirom na to da ni kod konac¢nih ordinalnih
brojeva potenciranje nije komutativno, nema smisla promatrati razliku izmedu 2 i w?.
Pokazimo za sada kako raunamo izraz 2¢.

Za svaki element ordinala w = {0, 1,2, ... } pomnozit ¢emo dosadaSnji rezultat (poCevsi
od 1 = {0}) ordinalom 2 = {0, 1} na nacin opisan kod intuicije mnoZenja: svakom elementu
rezultata ¢emo dodijeliti jednu kopiju 2 = {0, 1}. Postupak je prikazan na slici 2.1.

Ovdje za razliku od zbrajanja i mnoZenja nemamo vise jedan niz kojem bi svaka pret-
hodna razina bila pocetni podniz, nego

0. 0

1. 0, 1
2.0, 1; 0, 1
3. 0,1,0,1;0,1,0,1

— grupe postaju sve vece i vece, a redoslijed elemenata se zadrzava. To znali da 2¢
moZzemo prikazati kao
0,1,0,1,0,1,...

i onda ponovnim prebrojavanjem na nacin opisan kod zbrajanja dobivamo
0,1,2,3,4,5,...

Dobili smo da je u ordinalnoj aritmetici 2“ = w. Prethodno smo pokazali dajei2 - w = w.
To znaci da, mnozimo li ili zbrajamo ordinal 2 ,,w puta”, dolazimo do istog rezultata.
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Slika 2.1: Vizualizacija potencije 2¢.

Sada moZemo formalno uvesti potenciranje ordinala koriste¢i rekurzivnu shemu uve-
denu teoremom 1.3.12, rekurzivnu s obzirom na oblik eksponenta.
Definicija je preuzeta iz [5] uz sitnu izmjenu po uzoru na [4].

Definicija 2.3.1. Postoji jedinstvena skupovna operacija na On x On
takva da za sve a, B € On vrijedi:

p() a°=1;
p(ii) & =d - a;
p(iii) of = sup{a” : y < B}, ako je B granicni ordinalni broj i a > 0;
p(iv) 0P =0, ako je B granic¢ni ordinalni broj.
Upravo opisanu skupovnu operaciju zovemo potenciranje ordinalnih brojeva.

Napomena 2.3.2. Kada budemo specificno trebali potenciranje promatrati kao binarnu
operaciju koristit éemo notaciju a ™ B za izraz o®.

Svojstva potenciranja

Istaknimo osnovna svojstva potenciranja ordinalnih brojeva. U svim tvrdnjama ¢emo pret-
postavljati da su @, B, y, 6, €1 ordinalni brojevi.
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Teorem 2.3.3. Ako je @ > 0, tada je 0* = 0.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeéi transfinitnu indukciju po a.
I. Neka je @ = 0. Tada ne vrijedi @ > 0 pa je tvrdnja trivijalno istinita.

II. Pretpostavimo da je 0 = 0 za svaki @ > 0. Koriste¢i tvrdnje p(ii) i m(ii) dobivamo:
0" " o0 o

ITI. Neka je a grani¢ni ordinal. Tada direktno prema tvrdnji p(iv) slijedi 0% = 0. O

Iz zadnjeg dijela dokaza prethodnog teorema je jasno zaSto nam je potrebno bilo dodati
tvrdnju p(iv) u definiciju 2.3.1. Inace bismo koriStenjem tvrdnje p(iii) trebali promatrati
supremum skupa {0” : ¥y < B}. Znamo da je 0 < 8 za proizvoljni grani¢ni ordinal 5 pa
bismo imali 0 = sup {0” : v < B} = 0° = 1 prema tvrdnji p(i), §to ne Zelimo.

Sada ¢emo karakterizirati kada je potencija jednaka nuli.

Korolar 2.3.4. o = 0 ako i samo ako jea = 0i 3 > 0.

Dokaz. Jedan smjer ekvivalencije (ako je @ = 018 > 0, tada je @® = 0) je upravo te-
orem 2.3.3. Preostalo nam je pokazati drugi smjer.

Pokazat ¢emo obrat po kontrapoziciji: ako vrijedi @ > 01ili 8 = 0, tada je o > 0. Ako
je B =0, tada je o = a° = 1 prema tvrdnji p(i). Preostaje promotriti slu¢aj & > 0. U tom
sluaju tvrdnju o > 0 dokazujemo koriste¢i transfinitnu indukciju po .

I. Ako je 8 = 0, tada prema tvrdnji p(i) vrijedi o = a® = 1 > 0.

II. Pretpostavimo da je & > 0. Iz @ > 0 slijedi @ > 1. Koristeéi tvrdnju p(ii) dobivamo:

225

L I = L
ITI. Neka je S granicni ordinal. Koristeci tvrdnju p(iii) (znamo da je @ > 0) dobivamo:

iii ()
" supla? iy <Bl=a’ =150,

gdje () vrijedi jer znamo da je supremum skupa veci ili jednak od bilo kojeg ele-
menta tog skupa, a 0 < g po teoremu 1.3.3. |

Lema 2.3.5. ¢! = a.
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Dokaz. Znamo daje 1 =0+ 1 = 0". Koristeci tvrdnje definicije 2.3.1 dobivamo:

+ p(ii) p(@i) 224
ad=ad 2 a=1a= a O

Lema 2.3.6. 1¢ = 1.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeéi transfinitnu indukciju po a.
I. Neka je @ = 0. Tada prema tvrdnji p(i) dobivamo 1° = 1.

II. Pretpostavimo da je 1* = 1. Koristeci tvrdnju p(ii) dobivamo:

I R R R

III. Neka je a grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za sve 8 < a vrijedi 1# = 1. Koriste¢i
tvrdnju p(iii) dobivamo:

1"p(§i)sup{1ﬂ:ﬁ<a}§' sup{l : B <a}=1. .

Potenciranje je (za dovoljno velike baze) kao 1 prijasnje operacije strogo monotono
slijeva te nestrogo monotono zdesna. Pri ispitivanju monotonosti morat ¢emo dodati uvjete
na bazu zbog prethodnih lema, odnosno bit ¢e pu» = 2.

Teorem 2.3.7. Akoje B <vyia > 1, tadaje d® < o.

Dokaz. Neka je a proizvoljni ordinalni broj takav da je @ > 1. Sada tvrdnjuda g < y
povladi @® < a” dokazujemo koristeéi transfinitnu indukciju po .

I. Neka je y = 0. Tada prema tvrdnji u(i) ne moze vrijediti 8 < O pa tvrdnja trivijalno
vrijedi.

II. Pretpostavimo da 3 < y povlati @® < a”. Sada iz pretpostavke 8 < y* slijedi po u(ii)
ili B < y ili B = y. RaspiSimo §to vrijedi ovisno o slucaju.

B <vy: Kako je @ > 1 te ondaia” > 0 zbog korolara 2.3.4, po strogoj lijevoj monoto-
nosti mnoZenja dobivamo:

pi 223 2.2.5 pi) .+
< E 1< a=a.

B =vy: Tada vrijedi o = a”. Ponovno koriste¢i nejednakost kao u prethodnom slu¢aju

1mamo:
223 225 pGii) .+
FP= T 1< a=a.
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ITI. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za sve ¢ < y vrijedi: ako je 8 < 9, tada
je @ < a’. Neka je B < . Tada po lemi 2.0.3 vrijedi 87 < y. Iz > 1 slijedi & > 0
prema korolaru 2.3.4. Koristeci tvrdnju p(iii) dobivamo:

(%) + p(ii 225 223
aypgl)sup{a6:5<,y} ZQ"B p:u)aﬁ-a/ > G"BI = Q"B,

gdje () vrijedi jer je supremum skupa ordinalnih brojeva sigurno veci ili jednak bilo
kojem elementu tog skupa, a znamo da je 5 jedan od mogudih ¢. O

Korolar 2.3.8. Akojea > 0iad® <, tadajeB<yia> 1.

Dokaz. Nekajea > 0tea? < .
Iz @ > Oslijedi @ > 0" = 1. Pretpostavimo da je @ = 1. Koriste¢i lemu 2.3.6 dobivamo:

oA =121 2w,

Sto je u kontradikciji s @® < o prema teoremu 1.3.3. Dakle, mora biti & > 1.

Sada pretpostavimo da nije 8 < y. Tada jeili g = yili > y. ZaB = vy vrijedi & = o?,
Sto je u kontradikciji s teoremom 1.3.3. Ako je 8 > vy, prema teoremu 2.3.7 (ve¢ smo
pokazali & > 1) je @ > a”. Ponovno smo dosli do kontradikcije s teoremom 1.3.3. Time
smo pokazali da vrijedia > 118 <. O

Teorem 2.3.9. Ako je a < S, tada je o’ < 3.

Dokaz. Neka su a 1 proizvoljni ordinalni brojevi takvi da je @« < 5. Tvrdnju @ < g7
dokazujemo koristeéi transfinitnu indukciju po 7.

I. Neka je y = 0. Tada koriste¢i tvrdnju p(i) imamo:
o° Pg) Pg) ,BO’
pa vrijedi a° < °.
II. Pretpostavimo da vrijedi a” < 7. Koristeci te nejednakosti i tvrdnju p(ii) dobivamo:
B AU 2%7 o -a™® o,
IIT. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za sve 6 < y vrijedi: ako je @ < 3, tada
je @® < @°. Koriste¢i tvrdnju p(iii) dobivamo:

i () i
o P sup{a’ : 6 <y} < sup{B’: 6 <y} Py

B

Do nejednakosti () dolazimo koristeéi lemu 2.0.1 uz oznake A := {a° : § < y} i
B := {° : § < ). Prema pretpostavci indukcije znamo da vrijedi o’ < 8° pa slijedi
supA < supB. m|
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Napomena 2.3.10. Monotonost zdesna nije stroga. Za protuprimjer uzmimo 2 < 3 te
odredimo odnos izmedu 2¢ i 3“:

2 =sup{2" :n<w}=w=sup{3" :n < w} =3,
sto znaci da ne vrijedi 2“ < 3“ po irefleksivnosti.
Lema 2.3.11. Ako je B granic¢ni ordinal i a > 1, tada je of takoder graniéni ordinal.

Dokaz. Pretpostavimo da o nije grani¢ni ordinal. Iz « > 1 slijedi @ > 1 pa dobivamo:

239
>

o >

5 236

1 1>0,

tako da @ mora biti sljedbenik. Tada postoji y takav da je y* = o”. Primjenjujuci tvrd-
nju p(iii) (iz @ > 1 slijedi @ > 0) dobivamo y* = sup {@’ : 6 < B}. Prema propoziciji 1.3.7
znamo da je onda y < sup{a® : § < B}, pa to znaci da postoji § < S takav da y < a’.
Ponovno koristec¢i propoziciju 1.3.7 i onda teorem 2.3.7 (ovdje nam je potrebno @ > 1)

dobivamo:
137

237
Yyt < < A

Sadaimamo y* = o i y" < @, $to je kontradikcija s teoremom 1.3.3. Dakle, pretpostavka
je bila kriva. O

Lema 2.3.12. Za sve k > 1 takve da je k < w vrijedi k* = w.

Dokaz. Neka je k < w. Tada koristeéi da je potencija dva prirodna broja ponovno prirodan
broj, odnosno k" < w, dobivamo:

k? =sup{k" :n<w} <w

S druge strane, prema lemi 2.3.11 slijedi da je k¥ grani¢ni ordinal pa mora biti veci ili
jednak najmanjem grani¢nom ordinalu: w < k“. Dakle vrijedi w < k“ < w, odnosno po
antisimetri¢nosti k“ = w. O

PokaZimo da vrijedi ,,distributivnost” potenciranja prema zbrajanju.

Teorem 2.3.13. oY = of - .

Dokaz. Dokazimo za pocetak da tvrdnja vrijedi za rubne slucajeve.
Ako je B+ vy =0, tada koriste¢i § > 01y > 0 prema teoremu 2.1.7 dobivamo:

212 2.1.7
0<y =04y < B+y=0.
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Po antisimetri¢nosti, tada je y = 0. Analogno pokazemo da je 5 = 0. Koristeci tvrdnju p(1)

definicije 2.3.1 imamo:

Dakle, dalje moZemo pretpostaviti 5+ y > 0.
Ako je g = 0, tada imamo:
QO 2 g 2 g 0. a’,

pa dalje moZemo pretpostaviti 5 > O.
Ako je a € {0, 1}, tada imamo:

0P 220 0. 072 0 07,

236 4 224 23.6

1721 =E 1 1= 1R D,

pa napokon moZemo pretpostaviti @ > 1. Daljnji dokaz ¢emo provesti koristeci transfi-

nitnu indukciju po y.

I. Neka je y = 0. Tada vrijedi:

PO = 1 B0

II. Pretpostavimo da je @ = o - @”. Pokazimo da tvrdnja vrijedi za y™:

oD G P sy o BB o PR B

Kod jednakosti gdje smo primijenili pretpostavku indukcije, takoder implicitno ko-

ristimo 1 asocijativnost mnozZenja (teorem 2.2.12).

III. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki § < vy vrijedi o®*° = o - o°.
Koristeci to da su S+ y (lema 2.1.9) i @” (lema 2.3.11) grani¢ni ordinali dobivamo:

219
oty P sup{a®: e < B+ vy}

= sup (#1015 < v}

= sup{a/ﬂ~a6:6<y}

@ osuplef -7 ¢ <)

23.11
i ko
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Pojasnimo kako smo dosli do jednakosti (). U shemu leme 2.0.2 stavimo o := " i

* 1= +. Za strogu lijevu monotonost potenciranja je u» = 2, a prema pretpostavci i

propoziciji 1.3.7 vrijedi @ > 1* = 2. Za strogu lijevu monotonost zbrajanja je u, = 0

paje 8 > u, uvijek zadovoljeno. Oznacimo skupove
A:=supla®:e<B+yliB:=sup{®”:5<v).

Dakle, vrijede pretpostavke leme 2.0.2 pa je sup A = sup B.

Jo$ pojasnimo kako smo dosli do jednakosti (+*). Oznac¢imo s 1 := @®. U shemu
leme 2.0.2 stavimo o := - i % := ". Za strogu lijevu monotonost mnoZenja vrijedi
u- =1,an > 1slijedi iz @ > 0 prema korolaru 2.3.4 i1 propoziciji 1.3.7. Ve¢ smo
pokazali da vrijedi @ > u~. Uvedimo skupove

={df-a’:6<y)={n-:6<yliAd={f - C:t<a}={n-:(<a}.
Tada jednakost dobivamo primjenom leme 2.0.2. O

Napomena 2.3.14. Desna distibutivnost potenciranja prema mnoZenju ne vrijedi opcenito,
odnosno ne vrijedi (a - B)” = " - 57 (iako vrijedi za prirodne brojeve). Navedimo protupri-
mjer. Znamo da je 2 < 4 jer je 2 € 4 = {0, 1,2, 3} pa imamo:

0202 @2 T w202 w02 2T dm0 2

Dobili smo (w-2)* < w?*-2* pa prema teoremu 1.3.3 znamo da ne vrijedi (w - 2)> = w?* - 22
Teorem 2.3.15. (o) = o#7.

Dokaz. Dokazimo za pocetak da tvrdnja vrijedi za rubne slucajeve.
Ako je B = 0, tada imamo:

2. 22 (
o0 ao p() 17 p@) (a o)y,

pa dalje moZemo pretpostaviti 5 > 0.
Ako je y = 0, tada imamo:

wg.o m:(1) ao Pg) p(l) ((KB)

pa dalje moZemo pretpostaviti y > 0.
Ako je a € {0, 1}, tada imamo:

Oﬁ.y 2.;.3 0 2.;.3 ¥ 2.;.3 (Oﬁ)y

1ﬁ-7 2.;.6 1 236 (1ﬂ)7

pa napokon mozemo pretpostaviti @ > 1. Daljnji dokaz ¢emo provesti koristeci transfinitnu
indukciju po .
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I. Neka je y = 0. Tada vrijedi:
(aﬁ)o Pg) 1 Péi) o° m:(i) )
II. Pretpostavimo da je (a#)” = o””. Pokazimo da tvrdnja vrijedi za y*:
@) "2 (@) - of B BT P e

III. Neka je y grani¢ni ordinal. Pretpostavimo da za svaki § < y vrijedi ()’ = o??.

Tada koristeci da je 8 - y grani¢ni ordinal (lema 2.2.9) i tvrdnju p(iii) dobivamo:
2.2.9

A" suplaf e <B-y)

@ sup {@?? : 6 < y)
= sup (@) : 6 <)
"2 .

Pojasnimo kako smo dosli do jednakosti (x). U shemu leme 2.0.2 stavimo o := "
i* := .. Za strogu lijevu monotonost potenciranja je yu» = 2, a prema pretpostavci
i propoziciji 1.3.7 vrijedi @« > 17 = 2. Za strogu lijevu monotonost mnoZenja je
ur = 1, a prema pretpostavci i propziciji 1.3.7 vrijedi 8 > 0% = 1. Oznacimo
skupove A := sup{a® : € < B-y}i B := sup {a?? : § < y}. Dakle, vrijede pretpostavke
leme 2.0.2 pa je supA = sup B. O

Za kraj ponovimo zakljucke o svojstvima potenciranja ordinalnih brojeva izvedene iz
teorema i protuprimjera. Potencija s bazom ili eksponentom 1 je jednaka bazi. Potenciranje
je strogo monotono slijeva (za baze barem u. = 2) i nestrogo monotono zdesna. ,,Distri-
butivnost” potenciranja prema zbrajanju vrijedi opéenito samo slijeva, dok distributivnost
potenciranja prema mnoZzenju ne vrijedi.

2.4 Cantorova normalna forma

Koristec¢i do sada definirane aritmeti¢ke operacije na ordinalnim brojevima moZemo kons-
truirati hijerarhiju ordinala:

0,1,2,...,0,w0+1,....0-2,w-2+1,...,0% ...,0° ..., 0°...

1 tako dalje.

Ordinal w*’ := sup{0,1,w,w*,w*,...} oznaavamo s ¢ i to je najmanji ordinal

takav da vrijedi € = ¢ Ordinale s tim svojstvom nazivamo e-ordinalima. U ovom
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radu ¢emo se usredotociti na reprezentaciju ordinala manjih od €. Prije dokaza da se
svaki ordinalni broj moZe reprezentirati u Cantorovoj normalnoj formi pokazimo sljedecée
pomocne tvrdnje. Pretpostavljat éemo da su @, B, v, 0, €, {, £ 1 y; zai € w ordinalni
brojevi.

Lema 2.4.1. 0® > «.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti transfinitnom indukcijom po a.

I. Ako je @ = 0, tada imamo:

° b 1>0.

II. Pretpostavimo da vrijedi w®* > a@. Prema korolaru 2.3.4 vrijedi w® > 0. Koristeci

tvrdnju p(ii) definicije 2.3.1 dobivamo:

+ p(ii) 225 p-i.
W 2w > 0l =0 > .

Sada prema propoziciji 1.3.7 znamo da w® > @ povladi w* > a*.
III. Pretpostavimo da za sve § < a vrijedi w® > 6. Koristeéi tvrdnju p(iii) dobivamo:

Q 2,04
W P sup{w’ 16 <a} >sup{d:d<a} = a,

gdje (*) dobivamo koristeéi lemu 2.0.1uzA :={§: 6 < a}iB:={uw’ : 6 < a}, a
prema pretpostavci indukcije znamo § < «°, iz ¢ega slijedi sup B > sup A. O

Ubuduce ¢emo koristiti notaciju w”m za izraze oblika w” - m.

Lema 24.2. Akojene€ w, a >y, >y, >+ >y, temy,...,m, € w, tada je:
W > w'mp+wmy + -+ W' m,.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po n.

BAZA: Ako je n = 0, tada je suma s desne strane nejednakosti prazna i vrijednost joj je O pa
onda tvrdnja vrijedi.

Ako je n = 1, tada trebamo pokazati w® > w”'m;. Prema korolaru 2.3.4 vrijedi
w” > 0. Iz a > y;, prema propoziciji 1.3.7 je @ > | pa koristeci lijevu monotonost
mnoZenja (teorem 2.2.5) i potenciranja (teorem 2.3.7) imamo:

225 . 237
w'm < 0"'w=w" < W
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KORAK: Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za neki n. Zelimo pokazati tu tvrdnju za n*.
Prema pretpostavci indukcije Ce vrijediti:

W’ > Ww’Pmy + -+ W My

Sada koristeci lijevu monotonost zbrajanja (teorem 2.1.4) i slu€ajn = 1 uz @ > y,;
imamo:

2.14 n=1
W'mp+0Pmy o+ O My < W'm + " = w'mp < . O

Teorem 2.4.3 (Cantorova normalna forma). Za svaki ordinalni broj a postoji jedinstveni
broj n € w te konacni nizovi ordinalnih brojeva y, > y, > -+ > y, i m;,my,...,m, €

w \ {0}, takvi da vrijedi
a=w'm +wm+ -+ w"m,.
Taj prikaz ordinalnog broja a nazivamo Cantorovom normalnom formom.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati postojanje Cantorove normalne forme indukcijom po @. Ovdje
koristimo strogu transfinitnu indukciju 1.3.10.

Ako je @ = 0, tada jednostavno uzmemo n = 0. Neka je @ > 0 proizvoljan. Pretposta-
vimo da svi ordinali { < @ imaju Cantorovu normalnu formu. Oznaéimo A := {¢£ : o < a}.
To je skup ordinala jer A C o™, §to lako vidimo:

2.4.1
EeA=a>0 > émat>Eécal.

Znamo i da je neprazan jer vrijedi w® = 1 < a, odnosno 0 € A. Sada znamo da postoji
supremum skupa A te ga oznaéimo s 5. Tvrdimo da vrijedi o < a.

Za 3 = 0 smo ve¢ vidjeli da ta nejednakost vrijedi. To znaci da nam je preostalo
provjeriti tvrdnju za 8 = y* i za B grani¢ni ordinal. U prvom slucaju prema definiciji
neposrednog sljedbenika 1.3.7 znamo da vrijedi y < 5. Tada je y € B pa postoji & takav
dajey € £ te w® < a. Prema propoziciji 1.3.7 znamo da iz y < ¢ slijedi 8 < £. Ne moZe
vrijediti 8 < £ jer bi to bilo u kontradikciji s time da je 8 supremum skupa A. Dakle, vrijedi
B = &, odnosno «* = ¢ < a.

U drugom sluc¢aju imamo da je 8 grani¢ni ordinal. Znamo da za sve y < S vrijedi
w” < « pa koristeci tvrdnju p(iil) imamo:

- 20.1
a)ﬂp(:l)sup{w7:7<,3} < sup{a:y<p}=a

Dakle, svakako vrijedi «” < a.
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Prema teoremu 2.2.14 znamo da postoje § i p < « takvi da je @ = - § + p. Ordinal
0 mora biti konacan. Inace je 6 > w prema teoremu 1.3.3 te dobivamo:

2.1.4 225

a=d-6+p = -6 > a)ﬁ-cup(:ﬁ)ww.

1z toga slijedi da je 8" € A. Dobili smo kontradikciju jer je 8* > 8 = sup A. Takoder vrijedi
0#0,jerzad =0 vrijedia = -0+ p =0+ p = p < P §to je u kontradikciji s @ >
prema teoremu 1.3.3.

Ako je p = 0, tada je prema bazi indukcije @ = «” - § ve¢ u normalnoj formi. Ako je

p >0, tadaiz

225 214
p<wﬂ2%3a)ﬁ-l <9< P s+p=a

slijedi p < @ po tranzitivnosti pa prema pretpostavci indukcije postoji broj n € w te kona¢ni
nizovi ordinalnih brojeva y; >y, > -+ >y, imy,m,,...,m, tako da

p=w'm +w?my+ -+ 0"m,.
To znaci da se ordinal @ moZe zapisati kao:
=l 5+ w'm +wm+ -+ w'm,.
Da bi to bila Cantorova normalna forma treba vrijediti:
e n" € w. Kako je n € w to slijedi prema korolaru 2.0.5.

e >y > vy, > -+ > 7, Trebamo pokazati samo > v, jer ostale nejedna-
kosti slijede prema pretpostavci indukcije. Prema lijevoj monotonosti zbrajanja (te-
orem 2.1.4) i mnoZenja (teorem 2.2.5) znamo da vrijedi p > w”". Prethodno smo vec
dobili p <  pa vrijedi w”' < . Direktno prema korolaru 2.3.8 slijedi y; < S.

® 0,my,my,...,m, € w\ {0}. Pokazali smo to za 9, a za m;, my, ..., m, tvrdnja vrijedi
po pretpostavci indukcije.

PokaZimo sada da je Cantorova normalna forma jedinstvena za svaki ordinalni broj.
Pretpostavimo suprotno. Tada po lemi 1.3.9 postoji najmanji ordinal @ koji ima barem
dvije Cantorove normalne forme, odnosno vrijedi

a=d"k +Pky+ -+ Py = O+ O+ + @,

gdje su te dvije Cantorove normalne forme razliCite.
Pokazimo da vrijedi 8, = ;. Pretpostavimo li da je 8; > v, onda vrijedi 8, > y; >
vy > >y,tely, b, ..., 1, € wpamoZemo primijeniti lemu 2.4.2:

P> ol + b+ -+ 0, = a.
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No to je u kontradikciji s @ > @P'k; > «®' prema teoremu 1.3.3. U slucaju da je y; > B, na
isti bismo nacin dosli do kontradikcije. Zaklju€ujemo po teoremu 1.3.3 da vrijedi 81 = y;.
Sada ako uvedemo oznake

0= aff = w],
pP1 = aﬁ2k2+-~-+wﬁ"kn, 1
P2 =W+ -+ Wy,
imamodajed -k +p; =a =01 +p, te znamo dasup; <d1ip, <9 prema lemi 2.4.2.
Tada prema teoremu 2.2.14 vrijedi k; = [ 1 p; = p,. Kako su p; < @ (uz isti dokaz kao za

p < @), oni moraju imati jedinstvenu Cantorovu normalnu formu pa bi stoga moralo biti
n=m,B; =y, te k; = ;, Sto je kontradikcija. O

Sljedeca lema pokazuje da promatrajuci samo ordinale manje od €, eliminiramo mogu-
¢nost neogranicene rekurzivnosti u Cantorovoj normalnoj formi.

Lema 2.4.4. Neka je w"'m; + - - - + w"m, Cantorova normalna forma ordinalnog broja a.
Ako je a < €y, tada je v, < a (pa su onda i svi ostali y; < ).
Dokaz. Neka je a < g. Prvo pokazimo da je y; < a:

2.1.4 225 24.1
a > w'm = 0" = .

Ako vrijedi @ = 7y, tada je po antisimetri€nosti y; = w”' pa je y; e-ordinal. Kako je
€ najmanji takav ordinal vrijedi y; > ¢ > «. Sada imamo y; = a1y, > @, Sto je
kontradikcija s teoremom 1.3.3. Dakle, mora biti @ > ;. O

2.5 Apsorpcija
U ovom odjeljku cilj nam je pokazati apsorpcijsko svojstvo za zbrajanje i mnoZenje.

Definicija 2.5.1. Ordinalni broj « je apsorpcijski za operaciju o ako za sve > u, takve
daje B < avrijedifoa = a.

Apsorpcijsko svojstvo za zbrajanje

Jos tijekom opisivanja zbrajanja ordinalnih brojeva u primjerima smo nailazili na jedna-
kosti poput:
lv+w=w,2+w=w,3+w=0w,...

Vodedi se time dolazimo do ideje da bi moglo vrijediti £ + w = w za sve konacne ordinale
k < w (znamo da su konacni ordinali zapravo prirodni brojevi).
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Teorem 2.5.2. Za sve k < w vrijedi k + w = w.
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po k.
BAZA: Ako je k = 0, tada prema lemi 2.1.2 znamo da je 0 + w = w.
Ako je k = 1, tada koristeéi tvrdnju z(iii) imamo:
l+w=sup{l+n:n<w}=w.
KORAK: Pretpostavimo da k + w = w vrijedi za neki k. Tada koristeéi slucaj k = 1 iz baze

dobivamo:
+ k=1 p.i.
kKT+tw=k+1+w =k+w=w. O

Koristeci taj teorem mozemo dobiti opCenitiju verziju.
Korolar 2.5.3. Ako je a > 0, tada je k + w* = W% za sve k < w.

Dokaz. 1z a > 0 prema propoziciji 1.3.7 slijedi @ > 1. Tada primjenom teorema 2.3.7

dobivamo w < w® pa prema teoremu 2.1.12 postoji y takav da w® = w + y. Sada koristeci
teorem 2.5.2 dobivamo za proizvoljni k < w:

k+w'"=k+w+y=w+y=uw". O
Lema 2.5.4. Ako je B < a te k < w, tada je o - k + w* = w®.

Dokaz. Znamo da je < a pa prema teoremu 2.1.12 postoji y takav da @ = S+ 7y, a znamo
da je y # 0 jer inaCe bismo imali @ = S $to bi dalo kontradikciju s teoremom 1.3.3. Sada
moZemo prema teoremu 2.3.13 zapisati 0% = " = «* - w”. Koristeéi teorem 2.2.10 i
korolar 2.5.3 dobivamo:

Fok+o =P k+d W0 =kt W) =W = WO O
Teorem 2.5.5. Ako je B < w? tada je B + w* = w*.

Dokaz. Prema teoremu 2.4.3 znamo da za ordinalni broj S postoji jedinstveni n € w te
konacni nizoviy; >y, > -+ >y, 1my,my,...,m, € w \ {0} takvi da:

B=w'm +w”m+ -+ w"m,.

Ako je B = 0, tada 0 + w® = w” vrijedi prema lemi 2.1.2. To znaci da dalje moZemo
pretpostavljati da je 5 > 0 te da suma s desne strane ima bar jedan pribrojnik.
Zelimo pokazati da je @ > ;. Znamo da je 8 > w”"' §to vrijedi zbog:

2.14 225
B = w'm > W,



POGLAVLIJE 2. ARITMETIKA ORDINALNIH BROJEVA 42

gdje smo koristili w”?m; + -+ + w”m, > 01m; > 1. Iz upravo dokazane nejednakosti i
pretpostavke leme slijedi w”' < 8 < w® pa prema korolaru 2.3.8 vrijedi & > ;.

Dobili smoa > y; > y, > --+ > 7,, odnosno @ > y; zasve i € {1,...,n}. Takoder
znamo da vrijedi m; < w za sve i € {l,...,n}. Sada primjenjujuci n puta lemu 2.5.4
dobivamo:

B+ 0" =w'm +wPmy+ -+ 0"my, + O

= w'm + w’m; + "
=w'm +w*

= w". O

Apsorpcijsko svojstvo za mnoZenje
Razmisljamo sli¢no kao kod zbrajanja.
Teorem 2.5.6. Za sve k > 0 takve da je k < w vrijedi k - w = w.

Dokaz. Neka je k < w. Tada koristeéi da je umnoZak dva prirodna broja ponovno prirodan
broj, odnosno k - n < w za n € w, dobivamo:
k-w=supfk-n:n<w}<w.

S druge strane, iz k > 0O prema propoziciji 1.3.7 slijedi k > 0" = 1. Koriste¢i desnu
monotonost mnozenja (teorem 2.2.7) imamo:

224
k-w>1-w = w

Dakle vrijedi w < k - w < w, odnosno po antisimetriénosti k - w = w. |
Lema 2.5.7. Za sve k > 0 takve da je k < w vrijedi k - 0" = w*".

Dokaz. Nekajek < wik > 0. Ako je a = 0, tada je:
w0 o0 P 1235
w’ =w = w =
Tvrdnja teorema tada direktno slijedi iz teorema 2.5.6.
Ako je pak @ > 0, tada koristeci lijevu monotonost potenciranja (teorem 2.3.7) imamo:
12,0 23<7 W
Sada po teoremu 2.1.12 postoji y takav da je w* = 1 + vy, a znamo da je y # O jer inace
bismo imali w* = 1 $to bi dalo kontradikciju s teoremom 1.3.3. Sada moZemo zapisati

w” = " = ' W = w- . Koristedi teorem 2.2.12 i teorem 2.5.6 dobivamo:

(03 (03
k-ow =k w0 =0w-0 =0 O
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@

Teorem 2.5.8. Akoje 3> 0if < w, tada je B - w*" = w*".

Dokaz. Prema teoremu 2.4.3 znamo da za ordinalni broj S postoji jedinstveni n € w te
konacni nizovi y; >y, > -+ >y, imy,my,...,m, € w \ {0} takvi da:

B=w'"m +w?m+ -+ w"m,.

Zbog > 0 znamo da suma s desne strane ima bar jedan pribrojnik.
Dokaz ¢éemo provesti primjenom antisimetri¢nosti, odnosno pokazat éemo 8-w®" > w*"
lﬁ . a)w(t S a)wa‘

>: Pokazimo prvo da je 8 > w”'. Koristeci lijevu monotnost zbrajanja (teorem 2.1.4) i
mnoZenja (teorem 2.2.5) dobivamo:

2.1.4 2.5
ﬁ > a))’lml > a))’l’

gdje smo koristili w”my + -+ + w’"m, > 0im; > 1.

Pokazimo joS 1y, < w” kako bismo mogli iskoristiti apsorpcijsko svojstvo zbrajanja.

Iz nejednakosti w”' < 8 < w*" prema korolaru 2.3.8 slijedi y; < w?.

Sada koristeci teorem 2.2.7 zbog S > «”' imamo:

@ 2.3.13

B-w” 37 WY - PR et 223

w

IA

: PokaZzimo prvo da je 8 < w”'m]. Ako je f = w”'m, tada direktno koriste¢i lijevu
monotonost mnoZenja (teorem 2.2.5) dobivamo 8 = w”'m; < w”'mj. Inace prema
lemi 2.4.2 znamo da vrijedi "' > w”m, +- - - + w""m, pa koristeci lijevu monotonost
zbrajanja (teorem 2.1.4) dobivamo:

B<w'm + 0" =w'mj.

Nejednakost y; < w?® vrijedi kao i u prethodnom smjeru.

Sada koristeci teorem 2.2.7 zbog f < w”' - m} imamo:

(02

27 @ 2.2.12 o
< (W' -my)-w? TET W (m - w?)
257 o 23.13 « 255 L0
=" T MY TS v

B-w”



Poglavlje 3

Ordinalni kalkulator

U ovom poglavlju navodimo neke detalje o implementaciji ordinalnog kalkulatora. Vise
detalja se moze doznati Citaju¢i dokumentaciju i kod, koji su dostupni na [1]. Za implemen-
taciju smo koristili programski jezik Python zbog njegove javne dostupnosti i velikog broja
korisnika. Takoder, postojanje grafickog sucelja Jupyter Notebook za Python olakSava lijep
prikaz racunalne reprezentacije ordinalnih brojeva.

Citav izvorni kod, koji ukljutuje glavnu biblioteku, aplikaciju za koristenje te Jupyte-
rovu biljeZnicu s mnogim primjerima, moze se naci u [1].

3.1 Implementacija

Za pocetak je potrebno odabrati kako ¢emo reprezentirati ordinalni broj. Zbog postojanja
Cantorove normalne forme za sve ordinale te njezinog oblika odabiremo ga reprezentirati
kao listu parova gdje svaki par predstavlja jedan pribrojnik Cantorove normalne forme.
Znamo da su pribrojnici oblika w” - 8 pa u paru pamtimo eksponent i koeficijent, odnosno
7.B).

Sada koristeci svojstva ordinalne aritmetike pokazana u prethodnom poglavlju Zelimo
razviti algoritme za usporedivanje, zbrajanje, mnoZenje i potenciranje ordinalnih brojeva u
Cantorovoj normalnoj formi. Promatrat ¢emo ordinalne brojeve manje od €):

a=w'"m +wm;+---+w'im;, i

B=0u"n +w”ny+ -+ n,.
S obzirom da promatramo ordinalne brojeve manje od g, znamo prema lemi 2.4.4 da je
a >y, > vy, > - >v. Toznali da svaki y, mozemo napisati u Cantorovoj normalnoj

formi te ée za njegove eksponente vrijediti da su strogo manji od y itd. Citav taj postupak
stat ¢e u konacno mnogo koraka zbog dobre utemeljenosti klase On.

44
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Usporedivanje
Za usporedivanje ordinala « i 8 potrebno je leksikografski usporediti (yy, my, 2, ,...,m;)
i(01,n1,62,,...,n;); odnosno, redom usporedivati y; i 61, pa m; i ny, pay, i s, ...Kada

dodemo do prvih razli¢itih komponenti, tada je veéi onaj ordinal kojem pripada veca kom-
ponenta. Ako smo dosli do kraja komponenti za usporedivanje 1 sve su bile jednake, tada
je manji onaj ordinal u kojem je ponestalo komponenti, a ako smo u oba dosli do kraja,
ordinali su jednaki.

Pokazimo korektnost algoritma. Ako je @ = 0 ili 8 = 0, tada odmah dolazimo do kraja
algoritma te vidimo da to¢no radi. Pretpostavimo da su oba ordinala ve¢a od nule, odnosno
da njihove Cantorove normalne forme imaju barem jedan pribrojnik. Pokazimo da y; > ¢,
povla¢i @ > f. Pretpostavimo da je y; > ), onda vrijedi y; > 6; > 6, > -+ > J, te
ni,ny,...,Nn; € w pa mozemo primijeniti lemu 2.4.2:

2.14 225 242 s 5
a > Ww'm > 0" > W'n +w?n -+ 00 =g

Analogno bismo pokazali da y; < d; povlaci @ < . Neka je y; = §;. Pokazimo da onda
my > ny povlaci @ > S. Pretpostavimo da je m; > n;, onda prema propoziciji 1.3.7 vrijedi
my > nj pa dobivamo:

2.14 225 (i) 242 _
a > W'm=o"m > 0= O+ 0" S W0+ 0Py + w‘sfnj =p.

Analogno bismo pokazali da m; < n; povla¢i @ < B. Ako vrijedi m; = n;, tada imamo
w"'m; = w’'n,. Koristeéi teorem 2.1.4 znamo da pokazemo li za a; = w”?m, + - -+ + W'm;
iB1 = w”ny + -+ wn; da vrijedi @) < By ili @y > B ili @) = By isti odnos ée vrijediti i
za « 1 3, tako da nastavljamo usporedivanje a; i 3 istim postupkom.

Zbrajanje

Zbroj ordinala a + 8 moZemo lako pojednostaviti koristeci svojstvo apsorpcije za zbrajanje.
Ako je @ = 0, tada je @ + 8 = B prema lemi 2.1.2. Ako je 8 = 0, tada je  + 8 = @ prema
tvrdnji z(i). Pretpostavimo da su oba ordinala veca od nule, odnosno da njihove Cantorove
normalne forme imaju barem jedan pribrojnik. Neka je y;,k < i najmanji eksponent za

koji vrijedi y; > 6;. Tada primjenjujuci i — k puta lemu 2.5.4 dobijemo:
a+B=w"m + e+ Wyt + O+ g+ e+ 0n;
=w'my + e+ Oy + Oy e+ 0 (%)
Ako vrijedi y;, = 9; koristeéi distributivnost slijeva (teorem 2.2.10) imamo:

a+B=w"m + -+ Oy +ny) + 0%+ + Wny,
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a inace je y; > 0; pa je (x) ve¢ Cantorova normalna forma za a + .
Ako ne postoji takav eksponent y;, jednostavno je @ +8 = f = w’'ny +- - -+ w’n; (Citav
a se apsorbira u ).

MnozZenje

Odredimo umnozak ordinala 5. Ako je @ = 0, tada je -8 = 0 prema teoremu 2.2.2. Ako
jeB =0, tadaje a-B = 0 prema tvrdnji m(i). Pretpostavimo da su oba ordinala veéa od nule,
odnosno da njihove Cantorove normalne forme imaju barem jedan pribrojnik. RaspiSimo
izraz « - 3 koristeéi distributivnost slijeva (teorem 2.2.10):

a-f=@'m + - +0"m) - n e+ (@my e+ @V my) - Wn.

Sada redom za sve pribrojnike Cantorove normalne forme od g8 gdje je 6, > 0 pokazimo da
je (W"'my+ - -+w"m;)-w*n; = w’'%n,. Dokaz éemo provesti primjenom antisimetri¢nosti.
Koristec¢i nejednakost:

242 (i)
W'm+ -+ 0'm < 'm0 < W'mi,

primjenom teorema 2.2.7 dobivamo:

, 2.2.7 2.5.6 23.13
(W'my + -+ w'm) - On, < w’'mj - W TE W - W%y TET W %y
Koristeci nejednakost:
2.14
w'mp+ -+ W'm; > w'my,
primjenom teorema 2.2.7 dobivamo:
. 2.2.7 2.5.6 2.3.13
(W'my + -+ W'm) - O*n > Wm0 = W Wy =T W0 %y

Po antisimetri¢nosti slijedi (w”'m; + -+ - + w"'m;) - w%n; = W %n;. Ako smo na taj nacin
prosli kroz sve pribrojnike vrijedi:

Y1+61

.8 = Y140, .
a-B=w n o+ +w"n;.

Inace, ako je 6; = 0, tada je zadnji pribrojnik Cantorove normalne forme od  jednak n; i
imamo:

a-f=w"n + e+ 0"+ (0 + WP+ 0T
pa koristeci algoritam koji smo razvili za zbrajanje dobijemo:

n;j puta

(W'm +W’my + -+ 0"m;) -n;=a+ +a=w'mn;+w’m + -+ 0'm;.
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Potenciranje

Odredimo potenciju ordinala o®. Ako je = 0, tada je o = 1 prema tvrdnji p(i). Ako je
a=018> 0, tada je @® = 0 prema teoremu 2.3.3. Pretpostavimo da su oba ordinala veca
od nule, odnosno da njihove Cantorove normalne forme imaju barem jedan pribrojnik. Ako
je B =1, tada je @® = @ prema lemi 2.3.5. Ako je a = 1, tada je o = 1 prema lemi 2.3.6.

Akojel <o < w,tadajey; = 0ia =m; > 1. Zasve 6, > 0, vrijedi 6; > 1 pa
koristeci teorem 2.1.12 dobivamo da postoje g takvi da je 6, = 1 + &;. Ako to vrijedi za
sve 0y, k < j dobivamo:

. . 1 . N . N .
(Yﬁ w‘5|n1+~-~+w51nj L VT RNEA) +‘9/nj 23.13 w-wé1n1+-~~+w-w£1nj 2.2.10 w-(wbln1+~~-+w‘9/nj)
=m, =m, = 1 = 1

2315 0 inoflng++0ing 2312 ofing 4t 0ing
(m7) = w Lo (%)

InacCe, ako je 6; = 0, tada raspisujemo jednako kao u prethodnom slucaju jednakost (x),
no koristeci ,,distributivnost” slijeva (teorem 2.3.13) dobivamo:

5 Jj-1 3 Jj-1 Y T
WOlng+e+w’ i Tnjo+nj 2313 @lng+e+w’i-njog nj () Elp et n; nj
— — . — 1 w nj-1 | J
G’ﬁ ml 1 ml w m

Ako je a > w, raspi$imo izraz o koristeci opet teorem 2.3.13:

Qﬂ — V1 Vi Winy V1 Vi ’in;
= (@' + o+ M) (@ e+ 0

Sada redom za sve pribrojnike Cantorove normalne forme od S gdje je 6, > 0 pokazimo da
. , 5 ) L . .. . v .
je (W"'my + -+ -+ w'im)@" ™ = "% Dokaz ¢emo provesti primjenom antisimetri¢nosti.
Koristec¢i nejednakost:

242
W'my e+ Wimg < "

primjenom teorema 2.3.9 dobivamo:
Y1 Vi, \Oknk 239 yi-2ywkn 2315y 0.wfkn 23:6 0k
(W'mp + -+ w'm;) < (W) = w = w .

S druge strane, koriste¢i nejednakost:
2.14
o'm 4+ 0m > w'm > ",

primjenom teorema 2.3.9 dobivamo:
) 5, 2.3.9 5 2.3.15 0
(w71m1 4o+ w%mi)w kny > (a)'}’l)w kng <22 WY knk_
.. v . e . . 5 ) .-
Po antisimetri¢nosti vrijedi (w”'m; + - - - + w”im)*™* "™ = "% Ako smo prosli kroz sve

pribrojnike vrijedi:
O”B — wyl-(w51n1+---+w6/'nj).
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Inace, ako je 6; = 0, tada je zadnji pribrojnik Cantorove normalne forme od  jednak n; i
imamo: ‘

aﬂ = aﬁ’l'(w°1n1+"'+wdj’l”j—1) . (aﬁ’lml + .o 4 wyimi)nj,
gdje drugi faktor raspisemo koristeci algoritam koji smo razvili za mnozenje. Ako jey; > 0,
tada dobivamo:

(W'my + -+ Wm)V =a-"P% g = 0"my 4 QT 4 DYy
A ako je y; = 0, tada dobivamo:

njputa

(W'm +--+0"m)" =a- a=

nj—l

i i
Wiy + Z W DOy, Z WDy m + Z W =D g, |
k=2 =1 k=2
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Sazetak

U ovom radu razvili smo racunalnu reprezentaciju ordinala do g u Cantorovoj normalnoj
formi. Nad njome smo implementirali usporedivanje te operacije zbrajanja, mnoZenja i
potenciranja u sklopu programa Ordinalni kalkulator. U prvom poglavlju smo se upoznali
s raznim klasama uredenih skupova te pojmom ordinalnog broja. U drugom poglavlju smo
definirali navedene relacije 1 operacije te dokazali njihova osnovna svojstva. Posebno smo
dokazali apsorcijsko svojstvo za zbrajanje i mnoZenje. Takoder smo dokazali teoreme o
oduzimanju i dijeljenju na kojima se temelji implementacija tih dviju operacija. U zadnjem
poglavlju smo koristeci razvijenu aritmetiku ordinala izveli algoritme za ostale operacije
na kojima se temelji njihova implementacija u Ordinalnom kalkulatoru.



Summary

In this paper, we have developed a computer representation of the ordinals up to ¢ in Can-
tor’s normal form. Using it we have implemented comparison, addition, multiplication and
exponentiation as a part of the OrdCalc program. In the first chapter, we introduced vari-
ous classes of ordered sets and the concept of ordinal number. In the second chapter, we
defined the mentioned relations and operations and proved their basic properties. In par-
ticular, we proved the absorption property of addition and multiplication. We also proved
the subtraction and division theorems on which the implementation of these two operations
is based. In the last chapter, using the developed ordinal arithmetic, we derived algorithms
for other operations on which their implementation in the Ordinal Calculator is based.
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