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Sazetak

Tema ovog rada je degeneracija problema kod linearnog programiranja. U ovom radu
prvo je objadnjeno 3to su operacijska istraZivanja i linearno programiranje te primjena
danas. Rad se fokusira na linearno programiranje. Kroz rad navedeni su i objasnjeni opéi,
standardni i kanonski problem kod linearnog programiranja, te dualni oblik. U nastavku
objasnjena je simpleks metoda koja je jedna od metoda rjeSavanja problema linearnog
programiranja, te graficka metoda i problem transporta. Isto tako objasnjeno je u radu §to
je degeneracija i kruzenje kod simpleks metode i kod transportnog problema te na
primjeru prikazano kako rijeSiti takve zadatke. Na kraju je programsko rjeSenje za 2

primjera degeneracije kod simpleks algoritma.

Kljuéne rije€i: simpleks, linearno programiranje, minimum, maksimum,

degeneracija, opéi problem, standardni problem, kanonski, dual, transportni
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1.Uvod

Tema ovog zavrdnog rada je degeneracija problema kod linearnog programiranja.
Svrha ovog rada je poblize objasniti $to je degeneracija te kako se rjeSava simpleks
metodom. Kod svakog problema rjeSavanog pomocu simpleks metode raCunamo maksimalni
profit ili minimalni utro8ak resursa. Kod stvarnih primjera proizvodnje u nekom poduzecu
simpleks metoda predstavlja nacin kako izraCunati koje proizvode, u kojoj koli€ini i na kojim

radnim mjestima proizvoditi u odredenim uvjetima.

Najprije su opisana operacijska istrazivanja i linearno programiranje. Poblize je
objasnjena vaznost linearnog programiranja na primjeni danas. Kroz rad objasnjeni su opdi,
kanonski i standardni oblik problema te dual istih. Problemi su prikazani u matrichom i
vektorskom zapisu. Potom je objasSnjena simpleks metoda koja je jedna od najpoznatijih
metoda za rjeSavanje problema linearnog programiranja. Navedene su razlike izmedu
problema za maksimum i minimum dok je cilj simpleks metode optimizacija funkcije, tj.
pronalazenje najboljeg odnosa inputa i outputa kako bi se ostvario maksimalni profit ili
minimalni troskovi. Uz simpleks metodu postoje i graficka metoda koja se koristi kada imamo
problem optimizacije s dvije varijable, te problem transporta kod kojeg trazimo najisplativiji
transport nekog tereta. RjeSenje koje odabiremo naziva se optimalno rieSenje kod kojeg su

svi uvjeti zadovoljeni. Mogucée je jedno ili viSe optimalnih rieSenja.

Potom je objasnjen problem degeneracije, kada nastaje i kako se manifestira, te koji
su problemi kod pojave istog. Kada dode do degeneracije to znaci da se rjeSenja svake
iduce iteracije u simpleks tablici neée razlikovati od prethodnog, tj. ne dolazi do poboljSanja
programa i porasta funkcije. Radi toga moZze doci do kruzenja riedenja koja su izvan dometa
optimalnog rjeSenja. Zato je potrebno obratiti pozornost na metode rjeSavanja degeneriranih

problema.

Na kraju je na aplikaciji prikazano rjeSenje problema simpleks metodom kod kojeg je

doslo do degeneracije i izveden je kratki zakljuCak ovog rada.



2.Metode | tehnike rada

U ovom radu koridtena je metoda istraZivanja i analize za prikupljanje podataka.
NajviSe koriStene su informacije i podaci iz strucne literature o ovom znanstvenom podrucju.
Uz knjige, koriSteno je i nekoliko internetskih izvora za izradu teoretskog dijela zavrSnog

rada.
Za izradu programskog rjeSenja zavrSnog rada koristeni su sljededi alati i biblioteke:

o Programski jezik Python
e Python 3.7

e Jupyter Notebook

e Scipy



3.0peracijska istrazivanja i linearno programiranje

Operacijska istrazivanja nemaju jedinstvenu definiciju, ali taj pojam je moguce
opisati. ,Hrvatsko drustvo za operacijska istraZivanja (HDOI) izdalo je 1994. Godine broSuru
[56], u kojoj se kaze ,da se operacijska istrazivanja bave matemati¢kim modeliranjem realnih
procesa u svrhu donosenja optimalnih odluka“. (Lukac, Nerali¢, 2012, str 1). Operacijska
istrazivanja koriste se kako bi omogucila i pripomogla kod dono$enja odluka unutar nekog
sustava kako bi taj sustav bio Sto efikasniji. Koriste matemati¢ke modele za optimizaciju tih
sustava. RjeSavanje problema kod operacijskih istrazivanja provodi se u 4 faze po Lukac i

Nerali¢ (2012.) :

1. Prikupljanje podataka za formulaciju realnog problema koji treba rijesiti.
U prvoj fazi prikupljaju se podaci od strane formiranog tima koji dobro poznaje
zadani problem. Veliki je naglasak na ciljeve koji se zele ostvariti. Isto tako
veliku ulogu kod formuliranja problema imaju pretpostavke i uvjeti unutar kojih
je zadani problem. Kod prikupljanja podataka isto tako pozornost se obraca i
na buduce parametre po kojima ¢e se poslije zadani problem rjeSavati. Zato je
bitno da tim koji prikuplja podatke je upoznat s podru&jem problema kako bi za
vrijeme prikupljanja podataka imali na umu cilieve poduzecCa te zadane
parametre koji ¢e se kasnije koristiti kod rjeSavanja problema.

2. Formulacija odgovaraju¢eg matematic¢kog modela. U drugoj fazi formulira
se matematic¢ki model koji opisuje stvarni model $to je to€nije moguée. Taj
matematiCki model ima realno znacenje i zadanu funkciju cilia koja je
odredena ograni¢enjima. Ovdje dolazimo do pojma linearnog programiranja u
slu€aju da su za matemati¢ki model ispunjene pretpostavke linearnosti pri
¢emu je funkcija cilja linearna, a ograniCenja su linearne jednadzbe ili
nejednadzbe a da pritom varijable imaju uvjet nenegativnosti.

3. Rjesavanje modela, odnosno problema matemati¢kog programiranja. U
tre¢oj fazi pronalazi se optimalna metoda za rjeSavanje modela na racunalu
uz koriStenje odgovaraju¢e programske podrske. Ako je nas matematicki
model problem linearnog programiranja koristimo se simpleks metodom i
odgovaraju¢im programom. U slu€aju da ne postoji odgovarajuce programsko
rieSenja, izraduje se.

4. Implementacija dobivenog rjesenja. U posljednjoj fazi dobiveno rjeSenje se
implementira za koriStenje donoSenja odluka u daljnjim postupcima unutar
zadanog sustava. Dobiveno matematicko rjeSenje ne mora nuzno biti

realizirano, ali mozZe uvelike doprinijeti kod donoSenja odluka. Ako dobiveno



rieSenje nije zadovoljavajuce, dolazi do potrebe za poboljSanjem
matematiCkog modela i ponavljanja jedne ili viSe faza dok se ne dobije

prihvatljivo rjeSenje.

Dakle linearno programiranje ili linearna optimizacija je najbitnija metoda za
rieSavanje problema unutar operacijskih istraZivanja. Sluzi za pronalaZenje optimalnog
rieSenja kod nekog problema kako bi se maksimizirao profit ili minimalizirali troSkovi. Kod
svakog problema optimizacije rijeSenje se pronalazi unutar zadanih ograni¢enja i uvjeta tog
sustava. Ako rieSavamo linearni problem za maksimum, cilj je pronaci rjeSenje kod kojeg je
profit, tj. output maksimiziran. Kod linearnog problema za minimum trazimo optimalno

rieSenje kod kojeg su troskovi, tj. inputi minimizirani.
Po autorima Kalpié, D. i Mornar V. linearno programiranje objasnjeno je kao:

Samo linearno programiranje (LP) je specijalan slu¢aj matemati¢kog programiranja,

definiran kao: min/max f(x) uz gi(x)<0;i=1,...m
h(x)=0;j=1,....k

gdje je x vektor od n komponenti X;, X, ... Xp, @ Q1,.er, On, 1 hy,... hy, jesu funkcije
definirane u n-dimenzionalnom euklidskom prostoru. Kod linearnog programiranja za zadanu
realnu linearnu funkciju od n strukturnih varijabli trazi se ekstrem (minimum ili maksimum), uz
uvjet da bude zadovoljeno m+k linearnih ograniCenja postavljenih na strukturne varijable, a

formuliranih u obliku linearnih jednadZbi i nejednadzbi. (Kalpi¢ D., Mornar V., 1996, str 5.)

3.1. Primjena linearnog programiranja

Po Fergusonu i Sargentu (1964.) (kao Sto citira Loomba) linearno programiranje koje je
relativno nova metoda vec je demonstrirala svoju vrijednost kao pomagalo donoSenja odluka
u poslovanju, industriji i vladi. Kao neke primjere vrsta problema koje je moguce rijesiti
linearnim programiranjem navode odredivanje rasporeda unutar postrojenja poduzeca,
distribuciju robe i optimalne mjeSavine proizvoda te raspodjelu rada i drugih resursa.
,<Ukratko, linearno programiranje je metoda odredivanja optimalnog proizvoda meduovisnih

aktivnosti s obzirom na raspolozive resurse.“(N. Paul Loomba, 1964, str 1).

Danas linearno programiranje uvelike olak8ava donoSenje odluka kod problema
proizvodnje proizvoda unutar nekog poduzeéa s ograniCenim resursima. Na primjer
zamislimo da neko poduzeée X proizvodi 3 proizvoda koja ¢emo nazvati A, B i C. Unutar
proizvodnog pogona tog poduzecéa postoje 3 radne stanice koje ¢éemo nazvati stanica 1,

stanica 2 i stanica 3. Isto tako sva 3 proizvoda A, B i C zahtijevaju odredeno vrijeme obrade
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po radnoj stanici od kojih svaka ima vremensko ograni¢enje. Kao Sto vidimo iz tablice
proizvodnja svakog proizvoda razlikuje se po potrebnom vremenu obrade po radnoj stanici i
neto prihodu po jedinici proizvoda za poduzece. Kod ovakvih problema odluke se mogu
donijeti koristenjem simpleks metode linearnog programiranja. Pomoc¢u simpleks metode za
ovakav problem nizom matemati¢kih operacija dolazimo do optimalnog rjeSenja iz kojeg
vidimo koji proizvod je najisplativiji za poduzeCe X s obzirom na utroSak resursa, u ovom
primjeru vremensko ograni¢enje po radnoj stanici, i/ili donosi najveéi profit poduzecu po
jedinici proizvoda. Ova tablica je prikazana samo kao vizualno pomagalo za predodzbu
problema, a kasnije u radu objadnjeni su nacini rijeSavanja slicnih problema koristeci
simpleks metodu linearnog programiranja. Ovakav jednostavni problem mozZzemo prevesti u

problem raspodjele rada unutar poduzeca, problem alokacije resursa ili transporta i mnoge

druge.
Tablica 1. Primjer proizvodnje poduzec¢a X
Proizvod Vremensko
Radna stanica ograni¢enje po
A B C . ..
radnoj stanici
Stanica 1 5 5 1 15
Stanica 2 4 2 7 20
Stanica 3 1 4 1 24
Net prihod po
e PO 5 7 10
jedinici proizvoda

Kod linearnog programiranja simpleks metodom svaki problem je standardni ili opci
problem za maksimum ili minimum. Posto se ne moZzZe racunati sa standardnim ili opéim
problemom, moguce je svaki pretvoriti u kanonski koji se kasnije koristi za rjeSavanje

problema simpleks algoritmom.

3.1.1.Standardni, opé€i i kanonski problem linearnog programiranja

S matematickog glediSta problemi linearnog programiranja svode se na standardni,
opCi i kanonski problem. Isto tako sva tri problema mogu biti problem za maksimum gdje je
cili maksimalni profit ili problem za minimum gdje je pozornost usmjerena na minimalizaciju
troSkova. Uzmimo za primjer tablicu iz prethodnog poglavlja. Elementi u sredini tablice su
tehnicki koeficijenti koje oznatavamo s a;. Strukturne varijable, tj. proizvode oznatavamo s
X;. Sama funkcija cilja ima oznaku Z. Cijena j-tog proizvoda ili komponente je oznacCena s c;.
Kapaciteti ili resursi oznaCeni su s b; dok s n oznaCujemo broj proizvoda a s m broj
ograniCenja. Isto tako imamo i uvjete nenegativnosti koje mozemo oznaciti kao x > 0. |z toga

slijedi da funkcija cilja prema Babic¢u (2010.) glasi:




n

Opt. Z CjX;

j=1

A skup ogranienja na strukturne varijable :

n
z aijxjgbi
j=1

Isto tako zadani problem mozemo prikazati u vektorskom i matricnom obliku zapisa. Po
Babi¢u (2010) problem matemati¢kog programiranja moze se definirati na sljedeéi nacin:
Max(Min){f (x1,x3, ..., xp)|X € S}
Sto znadi da se zapravo radi o odredivanju maksimuma ili minimuma neke funkcije koja ima
n varijabli f(x1,x5,...,%,), gdje X predstavlja vektor iz euklidskog vektorskog prostora R™
kojemu su te varijable komponente, tj.
X1

x ="
%
Vektor X pripada nekom skupu S koji smo definirali ograni¢enjima zadanim u pocetnom
problemu, a on predstavlja skup mogucih rieSenja problema, te zato za skup S vrijedi da je
S © R™. Prema Pericu(2017.) skup dopustivih rijeSenja je dobiven presjekom hiperravnina, {j.
presjekom skupova svih to€aka svih poluprostora (xi, X, ..., X,). Problem je problem
linearnog programiranja ako je f(xq,x,, ..., x,) linearna funkcija i ako su ogranienja skupa S
linearna. Prema Peri¢u(2017.) ako neku to¢ku duZine koja spaja toCke x; i X, izrazimo kao
x=2Ax; + (1 —2A)x, uz uvjet 0 <A<1 onda za tu linearnu kombinaciju vrijedi da je ta
kombinacija konveksna kombinacija dviju to€aka. Skup dopustivih rjeSenja S u linearnom
programu ima osobine konveksnog skupa toCaka. Na konveksnom skupu S postoje
ekstremne i neekstremne toCke. Ako je broj ekstremnih toCaka (u ekstremnoj tocci P u
nekom skupu S vrijednost funkcije poprima ekstremnu vrijednost.) skupa konacan onda taj
skup nazivamo konveksnim poliedrom. Prema Neralicu (2016) neka to¢ka T skupa S je
ekstremna toCka tog skupa, ako za svaku duZzinu kojoj pripada to¢ka T u skupu S vrijedi da je
to¢ka T ujedno i krajnja toC¢ka te duzine. U ekstremnim to¢kama skupa nalazi se optimalno

rieSenje funkcije. Standardni problem maksimuma kod kojeg su sva ograni¢enja na skup S

n
Maxz CjXj
j=1
n
Z aijxj < bi,i
Jj=1

tipa £ mozemo zapisati kao:

I
P
N
3



Sto nam govori da standardni problem maksimuma linearnog programiranja ima n varijabli i
m ograni¢enja koja su sva tipa <. Za matri¢ni prikaz problema prema Babiéu (2010) potrebno
je uvodenje sljedecih matrica i vektora:
X1 €1 a1 A1z o Qqp by
X= xﬂ,c - lcf e R 7
Xn Cn Am1 Amz *° QAmn b,
Sto mozemo zapisati kao:
MaxCTX
uz uvjete:
AX <B
X=>0
Kompletni problem proizvodnje za prethodno navedeni primjer prema Babi¢u (2010) ima
oblik:
Z = 5x1 + 7x, + 10x3 - max
5x; +5x, + 1x3 < 15
4x1 + 2x5 + 7x3 < 20
1xq +4x, + 1x3 < 24
X1,%2,%X3 =0
Ovako zadani problem naziva se standardni problem maksimuma linearnog programiranja.
Kao $to je veé prije spomenuto, simpleks metoda raCuna s kanonskim oblikom problema,
zato je potrebno standardni problem transformirati u kanonski. Kanonski problem se od
standardnog razlikuje po tome da kod uvjeta nejednadZbe zamijenimo odgovaraju¢im
jednadzbama, osim uvjeta nenegativnosti. Kako bismo standardni problem pretvorili u
kanonski prema Marti¢u(1979) potrebno je nejednadzbu AX < B zamijeniti s jednadZzbom
AX + IU = B uz dodatni uvjet U > 0. Varijable vektora U koje su dodane zovu se oslabljene

varijable.

Uz standardni i kanonski problem postoji i opéi problem kod linearnog programiranja.
Kao $to je prije spomenuto, kod standardnog problema svi uvjeti su nejednadzbe koje kako
bismo preveli u kanonski svodimo na jednadzbe. Kod opcCeg problema uvjeti ne moraju
nuzno biti nejednadzbe, ve¢ mogu biti i jednadzbe. Isto tako standardni problem za
maksimum moze kao uvjete imati nejednadzbe tipa vecée ili jednako (=), a isto tako i
nejednadzbe tipa manje ili jednako (). Analogno vrijedi i za op¢i problem za minimum.
Prema Martiéu (1979) ako s A' oznagimo i-ti redak — vektor od A i s M i N skupove M =
{1,2,---,m},N = {1,2,---,n}. Neka vrijedi za skup SEM i C(S)=M\S i TSN i C(T)=N\T onda

matri¢ni zapis opceg problema glasi:
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Max CTX
uz uvjete:
x=20,j€eT
AX <b,i€S
A'X = b;,i € C(S)
Kako bi bilo moguce rijeSiti opCi problem, potrebno ga je prvo prevesti u kanonski oblik
zapisa. Matricnom obliku zapisa MaxCTx dodaje se manjak i artificijelne varijable. Na
nejednadzbu Alx < b; potrebno je dodati manjak U kako bi bilo moguce istu preoblikovati u
jednadzbu uz uvjet da je x,U > 0. lako je Ax = b; veé u obliku jednadzbe, na nju se dodaje
artificijelna varijabla W uz uvjet da je x, W > 0. Pa matri¢ni oblik zapisa izgleda:
MaxCTx
Alx +U = b;
Alx + W = b;
X, UW=0

3.1.2.Dual kod problema linearnog programiranja

Kod linearnog programiranja zadani problem nazivamo originalnim problemom ili
primalom, no isto tako postoji i dualni problem ili dual. Dual primala je novi problem linearnog
programiranja koji se dobiva iz primala. Dual se formira iz podataka iz primala tako da svaka
varijabla u primalu postaje ograni€enje duala, dok svako ograniCenje primala postaje
varijabla u dualu. Dual je zapravo inverzna funkcija primala $to znaci da ako je problem
primala standardi problem za maksimum onda je njegov dual standardni problem za
minimum. Uzmimo za primjer primala prethodni zapis standardnog problema za maksimum i
njegov dual.

Tablica 2: Usporedba primala i duala

Primal Dual

n

m
Maxz CjX; Minz y;b;
i=1

M=
8
&
IA
&
-
[uny
N
3
NgE

yiaij > C]',j = 1,2, W, n

-
1l
[y
1l
[y

x20,j=12,..,n y;=0,i=12,..,m
Max CTX MinYTB
AX<B YTA=CT
X=0 Y=>0

Kao &to je vidljivo iz tablice, po Babi¢u (2010.) ograniCenja primala m u dualu postaju

varijable m, a varijable n iz primala u dualu postaju ograni¢enja n. Dual je inverzna funkcija
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primala pa je zato dual duala ponovno primal, tj. originalni problem. Kod pretvorbe primala u

V1

dual dodaje se novi vektor Y = [3’2
Y3

samo desnu stranu ograni¢enja originalnog problema pomnoziti s novim vektorom varijabli Y.

. Kako bi bilo moguce iz primala dobili dual potrebno je

Naime ograni¢enja u dualu dobiju se tako da se redom mnoze varijable pocevsi od prve iz
primala s y;. Svaka varijabla iz primala transformira se u odgovarajuce ograni¢enje u dualu.
Desna strana ograni¢enja u primalu isto tako postaju odredeni koeficijenti duala, redom od
prvog uz x; do zadnjeg.

Tablica 3: Zapis primala i duala

Primal Dual
Z = 5x1 + 7%, + 10x3 - max Z% = 15y, + 20y, + 24y; — min
5x; + 5%, + 1x3 < 15 5x1 +4x, + 1x3 25
4xq, + 2%, + 7x3 < 20 S5x1 4+ 2x, +4x3 27
1x, +4x, + 1x3 < 24 1x; + 7x5 + 1x3 = 10
Xy, %2,%3 20 Y1,¥2,¥3 20

Analogno tome ako bismo radili dual duala primala, dobili bismo pocetni primal. Isto tako
dual nije potrebno posebno rjeSavati jer se njegovo rjeSenje dobije iz rjeSenja primala kod

koristenja simpleks algoritma.

3.2. Simpleks algoritam

~oimpleks metoda je jedna od najpoznatijih metoda za rjeSavanje problema linearnog
programiranja. Autor simpleks metode je G. Dantzig, koji veliki dio zasluga za temeljne ideje
sam pripisuje J. Von Neumanu.“(Babi¢, 2010, str 121). Simpleks metoda otkrivena je izmedu
kasnih 1940-ih i ranih 1950-ih godina. Simpleks metoda sastoji se od viSe koraka koji se
ponavljaju kako bi se doslo do optimalnog rjeSenja zadanog problema ako ono postoiji, te je
ona zato iterativna metoda. Kod algoritma simpleks metode postoje 4 glavna koraka a to su:
1. Formuliranje nekog poc¢etnog moguceg rjeSenja.
2. Testiranje rjeSenja kako bi se odredilo da li je ono i optimalno.
3. Ako pocetno rjeSenje nije optimalno, zadaju se upute kako doéi do
boljeg rjeSenja.
4. Nakon konaéno mnogo koraka utvrduje se da li rjeSenje postoji i ono je
optimalno ili uopée ne postoji.
Prema Marti¢u (1979) kod simpleks metode potrebno je rijesiti sustav jednadzbi A;x; +

Ayxy + -+ Apx, = B, gdje su vektori Ay, A,,..., A, stupci matrice A. Problem je u tome da se
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vektor B izrazava kao kombinacija vektora A;, (j=1, 2, ..., n). U poCetku nije poznato kako B
izraziti u terminima vektora A;, pa se uvode jedinicni vektori Iy, 1,, ..., I, Koji Cine bazu prostora
R™. Za B pisemo:
B =1,b; + Iyby + -+ I,byy,

Potrebno je jedini¢ne vektore zamijeniti vektorima A;i ta se operacija nastavlja sve dok se ne
zamijene svi jedini¢ni vektori. Ako to nije moguce tada problem nema rjeSenje ili se vektor B
moze izraziti s manje od m vektora A; (ako ta pretpostavka vrijedi, dolazi do degeneracije).
Simpleks algoritam samo moze raditi s kanonskim problemom koji se dobije iz svakog
standardnog problema. RjeSavanjem standardnog problema koiji je preveden u kanonski i
pronalazenjem optimalnog rjeSenja za kanonski problem ujedno pronalazimo i optimalno
rjeSenje za pocetni standardni problem. Dopunske varijable, tj. jediniCni vektori ulaze u
funkciju cilja s koeficijentom nula jer ne smiju utjecati na vrijednost funkcije, tj. ne doprinose
nikakav prihod i koeficijenti koji se dodaju tim varijablama u poc&etnoj tablici su 1. Kada je

standardni problem pretvoren u kanonski postavija se pocetna simpleks tablica &iji je cilj

pronalazenje bazi€énog moguceg rieSenja.

Tablica 4: PocCetna tablica za problem maksimuma

Cj— C1 C2 Cs Cn 0 0 0 0
Cs Bazi¢no rjeSenje Strukturalne varijable Dopunske varijable
l Varijabla | Koli¢ina X1 X2 . Xs Xn Ui uz Uy Um
0 Uz aio an aiz .. ais ain 1 0
0 u2 azo a1 az .. aos aon 0
-«
0 Ur aro ar1 ar2 ars Arn 0 0 1 0
0 Um amo am1 am2 ... Ams . Amn
Z-Cj 0 -C1  -C - Cs f ... -Cp 0 0 0 0

(Prema: Dolprenié, 1978.)

Prema Dobreni¢u (1978.) simpleks tablica u prvom redu zaglavlja sadrzava koeficijente
varijabli ¢;iz jednadzbe cilja a u prvom stupcu c koeficijente iz jednadzbe cilja varijabli koje
se nalaze u poCetnom bazicnom rjeSenju. U drugom stupcu su varijable iz bazi¢nog rieSenja i
njihove vrijednosti u treéem stupcu. U drugom stupcu pocCetne simpleks tablice nalaze se
dopunske varijable Cije se vrijednosti koje su jednake ogranienjima b; nalaze u tre¢em
stupcu. Vrijednost tre¢eg stupca na pocetku je O jer je vrijednost strukturnih varijabli na
pocetku jednaka 0. Isto tako za lak$e razumijevanje daljnjih koraka umjesto oznaka b; koristit
e se oznake aj SrediSnji dio pocCetne tablice je matrica input-output Kkoeficijenata a;

strukturnih varijabli, a desni dio tablice je jedini€na matrica dopunskih varijabli. Zadnji red u
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tablici Z-c; je red kriterija optimalnosti. Relativni troSkovi u tom redu predstavljaju povecanje
il umanjenje za Z.
Na prvu tablicu dodana su jo§ dva stupca K i R. Stupac K je stupac kontrole gdje
provjeravamo tocnost izraCuna nakon svake transformacije tablice. Stupac R je stupac u koji
se upisuju kvocijenti koliCina u bazicnom rjeSenju i pozitivnih koeficijenata aj. U stupcu R
traZimo najmanji od izraCunatih kvocijenata. Postavljanjem pocetnog bazi¢nog rjeSenja
zavrSena je prva faza simpleks algoritma. Prelazi se na drugu fazu jer prvo rjeSenje nije
prihvatljivo posto se sastoji samo od dopunskih varijabli. U drugoj fazi poboljSava se
simpleks algoritmom rjeSenje i pokuSava se doc¢i do optimalnog rjeSenja. U drugoj fazi
ponavljaju se iteracije koje se sastoje od tri koraka prema Dobrenicu (1978.):
1. Odredivanje vodeceg stupca
2. Odredivanje vodeceg retka
3. Transformacija koeficijenata tabele
a. Transformacija koeficijenata vodeéeg reda
b. Transformacija koeficijenata ostalih redova
Dobreni¢ (1978.) govori da u prvom koraku prvo se testira da li vrijedi (Z; —¢;) = 0,Vj,j =
1,2,..,n, tj. da li su sve vrijednosti u redu Z-c; vece ili jednake nuli. Ako ta pretpostavka
vrijedi, dobiveno rjeSenje je optimalno i problem se ne rjeSava dalje. Ako ne vrijedi zadana

pretpostavka, to znacdi da postoje vrijednosti cjf < 0 Sto znaCi da se program moZze dalje
optimizirati. Prvo se odreduje vodeéi stupac. Za vodeci stupac uzima se stupac cj' < 0 koji
po apsolutnoj vrijednosti ima najveéu vrijednost, max{|cj |} i taj vektor se uvodi u bazu. U

navedenom primjeru najve¢u negativnu vrijednost poprima stupac x, pa je to vektor koji se
odabire za vodeci stupac i ulazi u bazu.

U drugom koraku odreduje se vodedi red, tj. odreduje se vektor koji izlazi iz baze. Prema
Dobreni¢u (1978.) prvo u vodec¢em stupcu provjeravamo da li za sve input-output koeficijente

vrijedi da su maniji ili jednaki nuli. Ako da, to znaci da ne postoji konacni maksimum. Ako ne

vrijedi pretpostavka a;; < 0 onda se trazi min {a—i_"},‘v’ais > 0. Dakle raCunamo koeficijente

Qis
koje zapisujemo u stupac R a racunaju se kao omjer koli¢ine bazi€nog rjeSenja i strukturne

70

varijable. Ako je minimalni koeficijent od izragunatih “2 tada je vodedi red r, a broj a

Ars

nazivamo kljucni broj ili pivot. 1z baze izlazi vektor za koji je taj koeficijent minimalan, a ako
minimalan koeficijent nije jedinstven onda dolazi do degeneracije.

Sada dolazi do prve iteracije, tj. nove simpleks tablice. Nova simpleks tablica popunjava se
po trecem koraku, transformacija koeficijenata tabele a; u koeficijente a';. Prema Dobrenicu
(1978.) prvo transformiramo vodeci stupac tako da postaje jediniéni stupac tako da pivot

poprimi vrijednost 1 a svi ostali u stupcu 0. Potom transformiramo koeficijente vodeceg reda
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tako da svaki element vodeCeg reda podijelimo s pivotom, tj. za i=r,aij=%,(j=

0,1,2,...,n + m).

Kada smo transformirali vodeci red i stupac prelazimo na transformaciju koeficijenata ostalih
redova. Dobreni¢ (1978.) govori da koeficijente ostalih redova transformiramo po pravilu za
[ £, a{j =a; — a;j *ai, (j =0,1,2,...,n+m). Dakle nove vrijednosti racunaju se tako da se
od stare vrijednosti oduzme umnoZak nove vrijednosti iz vodeéeg retka u istom stupcu i stare
vrijednosti elementa u vode¢em stupcu i istom retku. Isto pravilo vrijedi i za red Z-c. Radi
lak8eg popunjavanja simpleks tablice vrijede pravila ako u vodeéem stupcu u prethodnoj
tablici postoji vrijednost 0, vrijednosti tog reda se prepisuje te analogno vrijedi i za vodedi red.
Nakon prve transformacije prije nego se nastavi s raunanjem sada je moguée pomocu
neobaveznog stupca K, tj. kontrole provjeriti da li je u prethodnim koracima sve dobro
izraCunato. Ako je vrijednost u stupcu K koja je izraCunata po formuli jednaka vrijednosti koja
se dobije zbrajanjem elemenata u redu onda to znaci da je prethodni korak transformacije
elemenata to€an. Nakon svake iteracije provjerava se da li je rjeSenje optimalno, tj. dali

vrijedi Z; — ¢; = 0. Na isti nacin rjeSava se i problem za minimum samo je razlika u tome da u
bazu ulazi vektor za koji vrijedi da je (zj - cj) > 0,a optimalno rjeSenje je dobiveno u iteraciji
za koju vrijedi (zj —cj) <0, tj. u zadnjem redu u tablici ne postoje pozitivha rjeSenja. Iz
rieSenja primala pomocu simpleks algoritma moguce je odrediti i rijeSenje duala istog
problema. RjeSenje dualne funkcije optimalno je i isto je kao i rieSenje funkcije primala, dakle

Z% = 7, a vrijednosti varijabli ¢itaju se ispod dopunskih varijabli u zadnjem redu tablice.

3.3. Druge metode rjeSavanja problema linearnog

programiranja

Osim simpleks metode postoje i druge metode rjeSavanja problema linearnog
programiranja. Postoji grafiCcka metoda koja se koristi kod problema linearnog programiranja
ako problem ima samo dvije varijable i transportni problem kada je potrebno prevesti

istovrsni teret do odredista iz ishodiSta uz najmanje moguce troskove.

3.3.1.Graficka metoda

Kao Sto je ve¢ spomenuto, graficka metoda se koristi kada problem linearnog
programiranja koji se rjeSava ima samo dvije varijable. Graficka metoda poblize je
objasnjena na sljede¢em primjeru:

Z = 2x1 + 4x, - max
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3x; + 6x, < 21
10x; + 5x, < 35
X1,%; =20
Skup toCaka koje zadovoljavaju zadane nejednadzbe nazivamo skup mogucih rieSenja. Iz
uvjeta nenegativnosti x;,x, = 0 oCito je da je rjeSenje u prvom kvadrantu koordinatnog
sustava ukljuéujuéi ishodiste i pozitivhe dijelove koordinatnih osi. Skup rjeSenja, tj. ostale
nejednadzbe nalaze se izmedu navedenih osi. Uzimamo pravac po pravac, odredujemo
nultocke ili bilo koje dvije tocke koje leze na tom pravcu i nacrtamo ga spajajuci tocke.

Za prvu nejednadzbu odredene su dvije tocCke:

A (o, ;) ,B(7,0)

Analogno kao s prvim pravcem odreduju se dvije to¢ke i na drugom pravcu:

comol(2)

Potom izjednaavamo obadva pravca kako bismo odredili tocku u kojoj se ta dva pravca

M(7 7)
3’3

Pravci se sijeku u to¢ci M s koordinatama M(%,%). Vrijednosti tocke M, tj. koordinate

sijeku:

uvrstavaju se u funkciju cilja kako bi se dobilo optimalno rjeSenje.
Z=1

10x1+5x2<=35

3x1+6x2<=21

-4 -2 0 2 4 6

-2

Slika 1: Grafic¢ko rjeSenje problema linearnog programiranja
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Iz grafa vidljivo je sjeciSte toCaka, tj optimalno rjeSenje, a podrucje mogucih rjeSenja je

zajedni¢ko podrudje ispod pravaca pobojano plavom bojom.

3.3.2.Problem transporta

.Problem transporta (transportation problem) jedan je od prvih problema
formuliranih u terminima linearnog programiranja.“(Luka¢, Nerali¢, 2012, str, 31). ,Klasi¢ni
transportni problem javlja se kao problem linearnog programiranja, gdje je potrebno prevesti
homogeni (istovrsni) teret iz skupa ishodista u skup odredista uz najnize moguce troskove.*
(Babic¢, 2010, str, 229). Kako bi bilo moguée formulirati problem transporta i navesti njegova
svojstva pretpostavimo da postoji m ishodiSta, tj. centara ponude robe koju je potrebno
prevesti u n odredista, tj. centara potraznje. Ishodista m imaju odredenu koli¢inu ponude
robe koju oznaCavamo s a; gdje je i = 1,2,3,...,m. Isto tako odrediSta n imaju odredenu
koliCinu potraznje robe koju oznacavamo s b; gdje je j = 1,2,3,...n. S x; oznacavamo koli¢inu
tereta koji se prevozi iz i-tog ishodiSta do j-tog odrediSta uz pretpostavku da je ukupna
koli¢ina ponude jednaka ukopnoj koli€ini potraznje i da vrijedi da je a; b; > 0. Ako
pretpostavka ne vrijedi onda je to otvoreni transportni problem koji kako bi ga bilo mogucée
pretvoriti u zatvoreni uvodimo fiktivno ishodiste ili odrediSte, ovisno o problemu, koje ima
potrebnu koli¢inu potraznje odnosno ponude. Zbog toga takav se model transporta ujedno
naziva zatvorenim modelom jer prema Babicu (2010) vrijedi :

n
b:

a; = j

i=1 j=1

Isto tako mora vrijediti pretpostavka da je roba koja se transportira homogena te da
se prevozi direktno od odrediSta do ishodiSta bez pretovara. S c; oznaCava se konstantni
troSak transporta po jedinici tereta iz i-tog ishodiSta u j-to odrediSte koji je linearan te za
posiliku mora vrijediti ¢;; * x;;. TroSkovi transporta c; mogu biti pozitivni, negativni ili jednaki
nuli ( u slu¢aju kada se uvode fiktivna ishodista ili odredidta). Sam problem transporta sastoji
se u tome da se odrede nepoznate koli€ine robe x; koja se prevozi od ishodiSta do odredista
uz uvjet da se preveze sva roba iz ishodiSta i da se zadovolje sve potrebe odredista uz

minimalne ukupne troSkove transporta. Babi¢(2010) navodi da formulacija transportnog

m n
Min ZZciij

i=1j=1

problema glasi:

s ogranicenjima:
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j=1

m

inj = ],] = 1,2,...,')’1.
i=1

xij = O,Vi,j

Transportni problem obiéno se zapisuje u obliku tablice.

Tablica 5: Po€etna tablica za transportni problem

Odredista
Ishodista a
O]_ O2 03

(Prema Dobreni¢, 1978.)

Transportni problem rjeSava se u dva koraka. U prvom koraku odreduje se pocetno
bazi¢no rjeSenje dok se u drugom koraku to rjeSenje poboljSava. Za odredivanje pocCetnog
bazi¢nog rjeSenja postoji vise metoda:

1. Metoda sjeverozapadnog kuta

2. Metoda minimalnih troSkova

3. Vogelova metoda

4. Kotzigova metoda
Isto tako za poboljSavanije i testiranje optimalnosti rie§enja postoji vise metoda:

1. Metoda skakanja s kamena na kamen

2. Modificirana metoda distribucije (MODI)

Metoda sjeverozapadnog kuta ili dijagonalna metoda daje pocCetno bazi¢no
nedegenerirano rjeSenje. Prema Lukac¢ i Nerali¢ (2012) kod metode sjeverozapadnog kuta
tablica se pocinje puniti od prvog gornjeg lijevog (sjeverozapadnog) kuta u kojem se nalazi
polie (1,1) i kre¢e se prema desnom donjem (jugoistoénom) kutu u kojem se nalazi polje
(m,n). U prvo moguce polje unosi se maksimalna koli¢ina tereta ovisno o ponudi prvog
ishodista ili potraznji prvog odredista x;; = min{a,,b;}. Ako vrijedi x;; =a; time je

iscrpljena ponuda ishodista 1 ili ako vrijedi x,; = b, zadovoljena je potraznja odrediSta 1. Ako
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je a; > by, x11 = b; te x;; =0 nastavljamo se kretati po retku 1 i uzimamo prvo iduce
slobodno polje x;, = min {a; — by, b,} i tako sve dok se ne zadovolje uvjeti, tj. ne iscrpi se u
potpunosti ponuda ishodista 1. Ako pak vrijedi da je by > ay, x11 = a; té x;; = 0 nastavljamo
se kretati po stupcu 1 i uzimamo prvo iduée slobodno polje x,; = min {b; — ay,a,} itako sve
dok se ne zadovolje potrebe, tj. potraznja odredista 1. Kada je prvi korak zavrden, u drugom
se opet kretnja nastavlja na isti nac¢in. PokuSavamo zadovoljiti potraZnju odredista ili iskoristiti
ponudu ishodista. U sluaju da vrijedi a; = b; dolazi do degeneracije poCetnog bazi¢nog
rieSenja i na kraju nije zadovoljeno m +n — 1 ogranienja. Ako kroz zadatak nije doSlo do
degeneracije, na kraju je zadovoljeno m +n — 1 ograniCenja, tj. pozitivnih vrijednosti x; i
postavljeno je bazicno pocetno rieSenje. No najveci problem kod metode sjeverozapadnog
kuta je taj da ona ne vodi rauna o troSkovima transporta te to pocetno bazi¢no rjeSenje

moze biti jako daleko od optimalnog rjeSenja problema.

Metoda minimalnih troSkova uzima u obzir troSkove transporta i po€etno bazi¢no rjeSenje
blize je optimalnom rjeSenju nego kod metode sjeverozapadnog kuta. Lukac¢ i Nerali¢ (2012)
navode da se u tablici prvo traZi polje s najmanjim trodkovima i u njega se upisuje
maksimalni mogudi teret s obzirom na potrebe odredista i kapacitete ishodista. To polje
nalazi se u stupcu s i retku r pa za to polje vrijedi x,; = min{a,, bs}. Potom kao i u metodi
sjeverozapadnog kuta ispusta se redak ili stupac, ovisno o tome da li su zadovoljene potrebe
odredista ili je iscrpljena ponuda ishodista. Isti postupak ponavlja se na preostalim poljima
locirajuci najjeftinija i na njih se postavlja najvec¢i moguci teret sve dok nisu zadovoljene sve
potrebe, tj. sav teret nije alociran. Ako u postupku dode do a, = b, to znali da je opet dosli
do degeneracije i u tom slu€aju ispusta se ili redak r ili stupac s. Kada je sav teret alociran
dobije se pocetno bazi¢no rjeSenje koje je u odnosu na metodu sjeverozapadnog kuta blize

optimalnom rjeSenju.

Prema Lukac i Nerali¢ (2012) te Babi¢ (2010) Vogelova metoda isto tako kao i metoda
minimalnih trodkova vodi rauna ne samo o alokaciji tereta po poljima ve¢ i o troSkovima
transporta. Vogelova metoda isto tako teret rasporeduje po poljima gdje su troSkovi jeftiniji pa
¢e bazi¢no pocetno rjeSenje dobiveno ovom metodom biti blize optimalnom od rjedenja
dobivenog metodom sjeverozapadnog kuta. Kod Vogelove metode potrebno je za svaki red i
stupac matrice prvo izraCunati pripadajucu razliku, tj. kazne za nekoristenje najjeftinije rute.
Ta razlika je razlika izmedu dva najmanja trodka u tom stupcu ili retku i raCuna se tako da se
prvo u promatranom stupcu ili retku poredaju troSkovi po veli€ini od najmanjeg do najveceg.
Potom se za svaki stupac i redak oduzima najmanji troSak od drugog po veli€ini i dobivena

vrijednost je trazena razlika za taj stupac ili redak. Ta razlika znaci da ako se teret ne
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transportira po najjeftinijoj ruti onda ¢e se troSkovi transporta povecati za tu razliku. Ta
razlika moZze biti jednaka nuli ako je u jednom stupcu ili retku najmanji troSak isti na dva ili
vide polja. Od dobivenih razlika traZi se najveca i potom se u tom stupcu ili retku odabire
polje koje ima najmanji jedini¢ni troSak i na njega se stavlja najvec¢i moguci teret. Znaci za
polje koje se nalazi u retku r i stupcu s vrijedi x,; = min{a,, bs}. Potom se taj stupac ili redak
ispusta i nastavlja se s postupkom ispocetka. Ako je najveca razlika ista u vise redaka i/ili
stupaca tada se moze odabrati bilo koji od njih. Vogelova metoda racunanja razlika ponavlja
se sve dok ne preostane samo jedno polie za popuniti i na njega se onda stavlja
odgovarajuéi teret s obzirom na ograni¢enja tog stupca ili reda. Kada je sav teret alociran
postavljeno je pocetno bazi¢no riedenje koje je u velini slu€ajeva jako slicno optimalnom
rieSenju pa se zato i Vogelova metoda smatra najboljom metodom za odredivanje pocetnog

bazi¢nog rjeSenja.

Babi¢ (2010) navodi jos i Kétzigovu metodu koja je metoda koja se primjenjuje samo u
posebnom slu€aju transportnog problema kada vrijedi m = 2, tj. postoje dva ishodista ili
n = 2, tj. postoje dva odredista. U slu€aju da postoje dva ishodista onda se za tu tablicu
troskova racunaju dva retka r;, k; gdje vrijedi 1; = c¢;; — c,;. Dakle u red r; upisuje se razlika
troS8kova za prvo i drugo ishodiste. U red k; upisuju se brojevi od 1 nadalje tako da se
najmanjoj razlici u redu r;j pridoda broj 1 u redu k;i tako redom. Teret se upisuje u polja tako
da u prvo polje iznad najmanjeg broja u redu k;dodamo najvec¢i mogucu teret a potom u polje
ispod. Kada su zadovoljene sve potrebe tog stupca isti se ispusta i postupak se nastavljamo
na iduci po redu ovisno o brojevima u redu k;. Analogno ovome postupku isto se radimo i u

slu¢aju da postoje dva odredista, dodaju se dva stupca.

Metoda skakanja s kamena na kamen i MODI metoda predstavijaju vrstu simpleks
procedure gdje je potrebno izracunati sve razlike zj-c;. Potrebno je odrediti razlike samo za
prazna polja u tablici jer je za bazi€ne varijable ta razlika jednaka nuli. Optimalno rjeSenje se
dobiva kada su sve razlike manje ili jednake nuli kao i kod simpleks algoritma, jer je
transportni problem problem za minimum. Po Babiéu (2010) prvo se postavlja bazi¢no
rieSenje problema transporta nekom od prethodno navedenih metoda. Kada je pocetno
bazi¢no rjeSenje postavljeno potrebno je izraCunati diferencije za preostale nebazi¢ne
vektore (prazna polja) unutar tablice. Kod metode skakanja s kamena na kamen za svako
prazno polje trazi se zatvoreni put kojim se ,skaCuéi s kamena na kamen® vraca na to polje
tako da:

a. Prvo se trazi polje u istom retku na kojeg se moze skociti na kamen u istom stupcu jer

bilo koja dva uzastopna polja moraju biti u istom stupcu ili retku
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b. Potom se kretnja nastavlja unutar tog stupca na kamen koiji je u istom retku s kojeg je
ponovno moguce skociti na kamen u istom stupcu jer tri uzastopna polja ne smiju biti
u istom stupcu ili retku
c. Kretnja se tako nastavlja sve dok se ne stigne na kamen koji je u istom stupcu ili
retku kao i pocetno prazno polje za koje se racuna diferencija
Nakon $to je odreden zatvoreni put za to polje potrebno je zbrojiti jediniCne troSkove po putu
tako da prvo zauzeto polje na putu ima pozitivan trodak, drugo negativan i tako do zadnjeg
polja. Isti postupak ponavija se sve dok sve diferencije nisu z;; — ¢;; <0 Sto znaci da je
rieSenje optimalno. Isto tako provjerava se da li je rjeSenje degenerirano, tj. da li je broj

alokacija jednak m+n-1.

Razlika izmedu metode skakanja s kamena na kamen i MODI metode je ta da MODI
metoda Koristi i dualni problem problema transporta. Isto kao i za prethodnu metodu, kod
MODI metode potrebno je poCetno baziéno rieSenje. Prema Babi¢ (2010) u prvom koraku za

svaki red i stupac raCunaju se dualne varijable u; i v; pri ¢emu one nemaju uvjet

(ui +vj) —¢;j. Kao $to je ve¢ spomenuto za baziCne varijable vrijedi z;; —¢;; =0 pa to
poviadi 0 = (u; +vj) — ¢;; = ¢;j = (u;; + v;;). Kako bi bilo moguée izradunati sve dualne
varijable koje su potrebne uzima se da je u, = 0. Kada su izracunate sve dualne varijable,
pomocu njih izraCunaju se svi relativni troSkovi za nezauzeta polja. Nakon toga postupak je
isti kao i kod metode skakanja s kamena na kamen. Prvo se odabire polje s pozitivnim
relativnim troSkom za koje se trazi zatvoreni put preko zauzetih polja i tako se seli teret po
poljima. Postupak se ponavlja sve dok se ne dobije tablica koja gdje su sve diferencije
zjj — ¢;; < 0 i time se dobiva optimalno rjeSenje. Isto iz MODI metode, tj. vrijednosti na
marginama tablice moguce je ujedno odrediti optimalno rjeSenje dualnog problema po

formuli:

m n

T = Z a;u; + Z b]u]
j=1

i=1
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4.Degeneracija i kruzenje

Degeneracija je uobiCajena pojava kod rjeSavanja problema linearnog programiranja
neovisno o metodi koja se koristi. ,O degeneraciji u linearnom programiranju govori se kada
bazi¢no rjeSenje ima manje od m varijabli razli€itih od nula. Grafi¢ki je degeneracija izraZena
u slu¢ajevima kada neka restrikcija dotice podrucje rieSenja u nekom uglu, ali pri tome ne
pridonosi odredivanju vrijednosti rieSenja.“(Barkovi¢, 2001., str 29.) Prema Tulsian i Tulsian
(2012) degeneracija problema linearnog programiranja se dogada kada poc¢etno bazi¢no
rieSenje ima manje varijabla razliCitih od nule od broja neovisnih ograni¢enja. ,Prilikom
racunanja simpleks-metodom moze se desiti da se za izbor pivot stupca i pivot reda javi viSe
jednako dobrih kandidata. U tom slucaju dolazi do degeneracije“ (Barkovi¢, 2001, str 29.)
Kod transportnog problema degeneracija je relativno &esta pojava no za razliku od simpleks
metode kod transportnog problema ne dolazi do kruzenja. Kod transportnog problema dolazi
do degeneracije kada je broj x; manji od m+n-1. ,Drugim rije€ima, ako degenerirano bazi¢no
rieSenje postoji, tada je bar jedna parcijalna suma od a; jednaka nekoj parcijalnoj sumi od

b;.“(Marti¢, 1979, str 193). Degeneracija je poblize objasnjena u sljede¢im potpoglavljima.

4.1. Degeneracija i kruzenje kod simpleks metode

Degeneracija kod simpleks algoritma mozZe se pojaviti na dva nacina. Prema Marti¢u
(1979.) bazitno moguce rjeSenje {X;,X,...,Xm} Za& neki problem linearnog programiranja je
degenerirano, ako za bar jedan x; vrijedi x; =0 za i=1,2,...,m. Sto znadi da je samo podetno
bazi¢no rjeSenje ve¢ degenerirano jer ima manje od m pozitivnih vrijednosti baz&nih varijabli.
Drugi slu€aj pojave degeneracije kod problema nastaje kada se za dva ili vise indeksa i
dobije ista vrijednost za minimalni omjer 6, $to znaci da nije moguce jednoznacno odrediti

vektor koji izlazi iz baze. Za primjer uzmimo da je u simpleks tabeli T izracunato:
a a
0, = -0 _ 720
Ais  Qzs
Nakon transformacije ako se za vodeci red r odabere r=1 u novoj tabeli dobivamo novo
rieSenje koje je degenerirano:
/ Q10
A0 = Ao ——— *Azs =0
Qis
U novoj tablici pojava te nule znaci da postoji moguénost da za novu tabelu vrijedi 6,=0. Kod
takvog slucaja novo rjeSenje nece se razlikovati od prethodnog programa po vrijednosti
funkcije te nova iteracija ne poboljSava program. Isto tako ta situacija moze se ponoviti u vise
iteracija pogotovo ako bazi¢no rjeSenje sadrzava viSe od jedne nule. U tom sluc¢aju dolazi do

problema kruzenja rjeSenja koje je izvan domasaja optimuma.
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Kod prvog koraka kada biramo vodeci red, tj. vektor koji izlazi iz rijeSenja. Kada trazimo

min {ﬂ}v a;s > 0, ako su dobivene dvije i/ili viSe jednakih vrijednosti dolazi do degeneracije

Qis
jer su u tom slu€aju dva i/ili viSe vektora jednako dobri kandidati za izlazak iz baze. Ako
bismo u ovom koraku odabrali bilo koji od ta dva vektora postoji moguénost komplikacije
problema, tj. moze do¢i do kruzenja. Bez obzira na pojavu degeneracije u problemu
linearnog programiranja svejedno ga je moguce rijeSiti simpleks metodom. Kako bi se
izbjegla moguénost kruzenja u ovom primjeru koristi se metoda koja je po Marticu(1979)

rezultirala iz Charnesove procedure perturbacije. U iduéem koraku umjesto jednakih omjera

410 i 220 ysporeduju se omijeri %z = 1,2. Dakle, kao vektor koji izlazi iz baze odabire se onaj
s

H
A1s  QAzs

za koji je kvocijent koeficijenta idu¢eg stupca i vodeéeg stupca maniji.

Kako bi se izbjeglo kruzenje kod pocCetnog bazi¢nog degeneriranog rjeSenja najlaksi
nacin rjeSavanja problema je koristeci Blandovo pravilo koje glasi:
e Od svih vektora koji su pogodni kandidati za ulazak u bazu odabire se onaj s
najmanjim indeksom
e Od svih vektora koji su pogodni kandidati za izlazak iz baze odabire se onaj s

najmanjim indeksom

Prema Vadnalu (1972.) linearni program kojemu treba odrediti vrijednosti varijabla x, ...,
X, formuliran kao:
x1=20,,x,=0
ag1x1 + o+ agpxn = by
Am1Xq + o+ Xy = by
s funkcijom cilja koja ima minimum:
[y, xn) = c1xq + -+ cpxp
gdje s P" oznadavamo jedini¢ni vektor koji izbacujemo iz baze. Kada ne vrijedi da je vektor P
jednoznacan i dolazi do degeneracije potrebno je promijeniti linearni program. Linearni
program s uvjetnom vektorskom jednadzbom:
x1 Pt + oo+ x, P" = PO
| prethodno navedenom funkcijom cilja promijenimo tako da umjesto vektora P° uzimamo
vektor P(E):
P(e) = P + P! + 2P? + .- 2P"
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gdje je € neki mali pozitivni broj koji konvergira prema 0 te se samim time vektor P(€) malo
razlikuje od vektora P° i konvergira prema njemu. 1z toga slijedi novi linearni program s
nepromijenjenom funkcijom cilja i jednadzbom:

X Pt + -4 x, P" = P(&)
Za bazi¢no nedegenerirano moguce rjeSenje gdje je prvih n komponenta pozitivno, a ostale
su jednake 0 oblika:

x = {x1,%, ", %, 0,0}
vrijedi jednadzba:

x1 Pt + x,P% + o+ + x,, P™ = PO
kojoj s lijeve i desne strane pribrojimo izraz:
eP + £2P2 4 .- + P
kako bismo dobili jednadzZbu:
x1 Pt + x,P? + - + X, P™ + eP1 + £2P? + -+ + £"P™ = P(¢)
Nakon toga potrebno je sve vektore P' zamijeniti baziénim vektorima po formulaciji:
P/ =a;;P' + ay;P* + -+ ap;P™,  j=12,-,n
te time dobivamo jednadzbu:
x, Pt + x,P? + -+ + x, P™ + £(ay Pt + ay P2 + -+ + a1 P™e?(ag P + ayyP? + -+ + appP™)
+ ™ (a1n P + agnP? + - + apmy P™) = P(¢)
Kad preuredimo prethodnu jednadzbu dobijemo sljedece:
(x1 + ayq + €2ay5 + -+ e"ag )P + (xy + €ayq + €20y, + -+ + £Mayy)P? + (X + Q1
+ &2a,y + o+ €M) P™ = P(&)
U sljede¢em koraku uvodenjem supstitucije:
x;+eay +efap++etam =y, i=(12,,m)
Dobijemo jednadzbu:
y1 Pt + y,P? + -+ v, P™ = P(¢)

Iz koje slijedi da tako promijenjeni program ima moguce rjeSenje koje je baziCno i
nedegenerirano:

y =12 Ym0, 0}
jer svaki pozitivni element x; iz prvobitnog programa ima odgovarajuci pozitivni element y; u
promijenjenom programu. Promijenjeni linearni program uvijek bude nedegeneriran jer je
uvijek mogucée odabrati € koji je proizvoljni maleni relativni broj koji teZi prema 0 te zbog toga
su promijenjeni i prvobitni program povezani. Ovako promijenjeni program koristi se za
odabir vektora koji se odstranjuje iz baze.
Nadalje Vadnal (1972) navodi kako je potrebno uvesti u bazu vektor P po formuli:

P*¥ = a P14+ -+ a P + - + apy P™
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pomnoziti s pozitivnim brojem 6, i oduzeti od jednadzbe promijenjenog programa kako bismo
dobili jednadzbu iz koje mozemo odrediti vektor koji izlazi iz baze koja glasi:

1 = 0ay )Pt + -+ (9 — 0@ )P + -+ + (Y — Oy )P™ + OP* = P(e)
Sada odredujemo pozitivni broj 6 tako da jedna od diferencija y; — 6a;;, = 0,za a;;, > 0. U tom

slu¢aju vrijedida 6 = ay—; tj. © odreduje najmanji od omjera.

Kako bi bilo moguce dokazati da vrijedi da je samo jedan omjer najmanji potrebno je
dokazati da su svi razli¢iti. Raspisom proizvoljnog razlomka dokazuje se prethodna tvrdnja
jer dolazi do uzastopnih potencija broja €.

Vi Xjteay +efag o+ etay,

Aik Aik

Vi Xi Qi Qi QAin
—=—te—t el e —
Aix  Ajg ik Aik ik

lako je moguce rijesiti degenerirani problem u linearnom programiranju on svejedno
predstavlja problem kruzenja kod simpleks algoritma. lako u praksi kruZenje nije zabiljeZeno,
svejedno postoji mogucnost istog. Kruzenje se dogada kada se iz iteracije u iteraciju funkcija
cilia ne mijenja jer je porast funkcije cilja jednak nuli i nakon nekoliko ciklusa moguéi je

povratak na po€etno bazi¢no rjeSenje.

4.2. Degeneracija kod transportnog problema

Degeneracija je zapravo Cesta pojava kod transportnog problema. Do degeneracije moze
doc¢i kod pocetnog rasporeda tereta, tj. postavljanja poCetnog bazi¢nog rjeSenja ili kod bilo
koje iteracije. Transportni problem je degeneriran kada kod pocetnog bazi¢nog rjeSenja u
tablici imamo manje od m+n-1 pozitivnih bazi¢nih varijabli. RjeSavanje takvog transportnog
problema otezano je jer kod metode skakanja s kamena na kamen ne mozemo konstruirati
zatvoreni put jer nam nedostaje polja (kamenja) dok kod MODI metode dobivamo sustav s
m-+n varijabli, a broj jednadzbi je manji od m+n-1. Kod transportnog problema prema Babi¢
(2010) svaka bazi¢na varijabla zapravo je jednaka razlici parcijalnih suma 'a; i > 'b;te je zato
razlog pojave degeneracije slu€aj u kojem je neka od parcijalnih suma a; jednaka nekoj od
parcijalnih suma b; Kada su te dvije sume jednake, njihova razlika je jednaka O i time dolazi
do degeneriranog rjeSenja. Kako bi bilo moguce rijeSiti takav problem potrebno je izbjeci
degeneraciju tako da se Cine male izmjene kod ponude a; i potraznje b;.Te izmjene se Cine
tako da se na ponudu i potraznju dodaje neki mali pozitivni broj £€>0. Radi lakSeg

razumijevanja degeneraciju transportnog problema prikazat ¢emo na primjeru.
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Primjer 3: Kamioni prevoze kakao iz tvornice s tri ishodista Iy, I, i I3 u Cetiri druge tvornice na

daljnju obradu. Prvo ishodiste ima kapacitet od 30 kilograma, drugo 20 i tre¢e 50 kilograma.

Prva tvornica dnevno trosi 10 kilograma, druga 20, tre¢a 30 i Cetvrta 40 kilograma. Cijene

prijevoza zadane su tablicom:

Tablica 6: PoCetna tablica za transportni problem

Odredista
Ishodista ai
(O] (0]} O3 (oM
10 11 13 17
I 30
X11 X12 X13 X14
12 22 22 15
I 20
X21 X22 X23 Xoa
18 27 24 9
I3 50
Xa1 X32 X33 Xag
b; 10 20 30 40 100/100

Prvi korak u rieSavanju zadatka je odredivanje funkcije cilja primala i duala i ograni¢enja nad

funkcijama.

Z = €11 % X117 FCrp ¥ X1+ C3 ¥ X3 + Cpg ¥ Xqa + Coq ¥ Xpq + Cop * Xpp + Co3 % X3 + Coy * Xy

+ €31 % X31 + 32 * X33 + €33 * X33 + C34 * X34 = Min

Z = 10xq1 + 11xq5 + 13x13 + 17x14 + 12x51 + 22x5, + 22X3 + 15x,, + 18x31 + 27x3;

+ 24x33 + 9x34, — min

X11 + X12 + x13 + X14 = 30

x21 + xzz + x23 + x24 = 20

X31 + X32 + X33 + X34 = 50

u1+v1S10
u1+172£12

u1+v3S18

u2+v1S11
u2+'l72£22

u2+173S27

X11 + X721 + x31 =10

X12 + X292 + X3 = 20

x13 + x23 + x33 =30

.x14 + x24 + x34 = 4‘0

U3+U1S13
U3+U2£22

U3+U3S24

U4+U1S17

U4+U2S15

Zd = 30u1 + 20u2 + 50u3 + 10U1 + ZOUZ + 30U3 + 40U4 — max

U4+U3S9

U sjedeCem koraku postavljamo tablicu poCetnog bazicnog rjeSenja koristeCi jednu od

prethodno navedenih metoda za alokaciju po€etnog tereta. U ovom primjeru koriStena je

metoda sjeverozapadnog kuta.

26




Tablica 7: Raspored tereta metodom sjeverozapadnog kuta

Odredista
Ishodista a
(o)1 (07} O3 Oy
10 11 13 17
I 30
10 20
12 22 22 15
P3 20
20
18 27 24 9
I3 50
10 40
b; 10 20 30 40 100/100

Iz gornje tablice vidljivo je da je po€etno bazi¢no rijeSenje degenerirano jer je broj pozitivnih
bazi¢nih varijabli u tablici manji od m+n-1. m+n-1=6 dok je broj pozitivnih bazi¢nih varijabli 5.
Kako bismo rijeSili problem degeneracije prvo moramo locirati prazno polje s najmanjim
troSkom, u ovom primjeru to je polje X21 €iji je jedini¢ni troSak 12. Prvo provjeravamo za to
polje da li je mogucée odrediti zatvoreni put. 1z primjera vidljivo je da je nemoguce odrediti
zatvoreni put za polje X21 pa je ono pogodan kandidat za alokaciju fiktivhog tereta, Na polje
alociramo fiktivni teret € te smo time dobili dovoljan broj pozitivnih bazi¢nih varijabli i problem
viSe nije degeneriran. Ovu degeneraciju mozemo prikazati i na graficki nacin iz kojeg se vidi

da odredista i ishodiSta nisu povezana u jedan zajednicki sustav ve¢ su razdvojena na dva.

Slika 2: Grafi¢ki prikaz degeneracije transportnog problema (Prema: Dobreni¢ 1978.)

Kako bismo rijesili degeneraciju fiktivnim teretom spajamo ishodiSte I, s odrediStem O, tako
da se dodaje mali pozitivni broj &€>0, tj. fiktivni teret na polje X2;1. U sljedecem koraku
potrebno je popuniti prazna polja, tj. izracunati relativne troSkove putem zatvorenog puta. Za

prvo prazno polje X;3 zatvoreni put je preko polja X3 X21, X11. Teret raCunamo tako da prvo
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polje dobiva negativni predznak, drugo pozitivni, tre¢e opet negativni i tako do zadnjeg polja.

Dakle izraCun tereta za polje xi3 glasi ¢y3+ = —cy3+ 3 — €31 + 11 =—13+22-12+10 =

7. Isti postupak ponavljamo za ostatak praznih polja u tablici.

Na kraju popunjena tablica izgleda ovako:

=_C14+C34_C33+C23_C21+C11=_17+9_24+22_12+10=_12

:_C22+C21_C11+C12:_22+12_10+11:_9
=_C24+C43_C33+C23=_15+9_24+22=_8
=_C31+C21_C23+C33=_18+12_22+24=_4

:_C32+C12_C11+C21_C23+C33:_27+11_10+12_22+24:_12

Tablica 8: Popunjena pocetna tablica transportnog problema

Odredista
Ishodista a
(O] (o)) O3 (o)
10 11 13 17
I 30
10 20 7 -12
12 22 22 15
lo 20
€ -9 20 -8
18 27 24 9
I3 50
-4 -12 10 40
b; 10 20 30 40 100/100

Ukupni troSkovi za pocetnu tablicu iznose :

Z = €11 % X171+ C1p ¥ X1p + €3 * Xp3 + €33 % X33 + C34 * X3y

=10%10+20%11+20%22+10%24+40%9 = 1360

Iz tablice vidljivo je da rjeSenje nije optimalno jer se u polju x;3 nalazi pozitivni relativni troSak

koji iznosi 7. Sada je potrebno na to polje staviti odredenu koli€inu tereta. Teret selimo po

zatvorenom putu koji je za polje x13 preko polja Xo3, X211 X11. Teret selimo tako da ga dodamo

na polje X3, oduzmemo s polja X3, dodamo na polje X,1, i ponovno oduzmemo s polja Xy;.

Prvo na zatvorenom putu na poljima s kojih oduzimamo teret trazimo najmaniji teret, u ovom

slu€aju to je na polju x;; i iznosi 10. Nakon prenoSenja tereta tablica izgleda ovako:
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Tablica 9: Prva iteracija transportnog problema

Odredista
Ishodista a
(o)1 (07} O3 Oy
10 11 13 17
I 30
20 10
12 22 22 15
P3 20
10+€ 10
18 27 24 9
I3 50
10 40
b; 10 20 30 40 100/100

Iz tablice je vidljivo da je novi raspored nedegeneriran jer je broj pozitivnih bazi¢nih varijabli

jednak m+n-1, tj. 6. Sada je potrebno ponovno izracunati relativne troSkove za prazna polja

putem zatvorenog puta. Nakon izrauna popunjena tablica prve iteracije izgleda ovako:

Tablica 10: Popunjena tablica prve iteracije transportnog problema

Odredista
Ishodista aj
(O] 0> O3 (o)
10 11 13 17
I 30
-7 20 10 -19
12 22 22 15
P 20
10+€ -2 10 -8
18 27 24 9
I3 50
-4 -5 10 40
b; 10 20 30 40 100/100

Iz tablice je vidljivo da je druga iteracija i optimalno rjeSenje transportnog problema jer su svi

relativni troSkovi negativhog predznaka, a ujedno je rjeSenje nedegenerirano jer je broj

bazicnih varijabli 6 Sto znaci da vrijedi pravilo da je broj bazicnih varijabli jednak m+n-1. Na

polju X,; imamo vrijednost 10+€ no kao Sto smo na pocetku spomenuli € je toliko maleni broj

da je zanemariv pa ne raunamo s njime u funkciji cilja. Ukupni troSkovi za drugu iteraciju

iznose:

Z = Cyp * X1 + C13 ¥ Xq3 + €1 * Xpq + o3 * X3 + €33 * X33 + C34 * X34

=20%x114+10%13+10%12+10%22+10%24+40%9 = 1290
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5.Rjesavanje degeneriranog problema linearnog

programiranja

RjeSavanje degeneriranog problema linearnog programiranja koji rjeSavamo simpleks
algoritmom poblize je objasnjena pomocu programa izradenog koriste¢i Jupyter Notebook-a.
Jupyter Notebook je neprofitna ,open-source“ web-stranica s koja je nastala iz Python
projekta 2014. godine,a omogucuje stvaranje i razmjenu dokumenata koji sadrze kodove,
jednadzbe, vizualizacije i/ili tekst. Uz Jupyter koriStena je python biblioteka koja se naziva
SciPy koja koristi Numpy za matemati¢ke funkcije. Koristena je biblioteka SciPy jer dolazi s
modulima za razne zadatke, ukljuCujuci probleme linearne optimizacije. Konkretno koristen je
scipy.optimize koji medu ostalim sadrZzava funkciju linprog (koja minimizira linearnu funkciju
ovisno o granicenjima i uvjetima jednakosti i/ili nejednakosti) i minimize (koja minimizira

skalarne funkcije za jednu ili viSe varijabli).

5.1. Primjer rjeSenja simpleks algoritmom

Primjer 1:linearna funkcija za max

Z = 5x1 + 3x, + 6x3 - max

4xq + 6x5 + 2x3 < 40

2x1 + 2x, + x3 < 20

X1 + Xy + 2x3 < 60

X1,%2,%X3 =0
Kada bismo krenuli ovaj problem rjeSavati na papiru prvo bismo trebali taj isti pretvoriti u
kanonski oblik te popuniti poCetnu simpleks tablicu. Potom odabrati vodeci stupac i red,
izbaciti iz baze i ubaciti odgovarajuée vektore te transformirati sve elemente po pravilima i
postupcima navedenim u prethodnim poglavljima. Ruénim radunanjem doSli bismo
eventualno do rjeSenja ovog problema no ono bi oduzelo puno viSe vremena i ostavlja
prostora za eventualne pogreSke kod transformacije elemenata, zato je bolji izbor koristiti
programska rjeSenja za takve zadatke. Na internetu postoji ve¢ mnogo gotovih simpleks
kalkulatora od kojih se jedan nalazi na web stranici:

https://cbom.atozmath.com/CBOM/Simplex.aspx?q=sm koji ¢e se koristiti za usporedbu

rjeSenja dobivenog programom vlastite izrade.
Kako bismo uop¢e mogli koristiti Jupyter Notebook prvo ga je potrebno instalirati. U cmd

prozoru potrebno je upisati komandu ,,pip install jupyterlab®. Kada je instalacija dovrSena,
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mozemo ga otvoriti pomoc¢u komande ,,jupyter notebook* na §to nam se otvara prozor u web

pregledniku kao §to je prikazan na sljedecoj slici.

Untitled> - Jupyter Notebook X +

C @ localhost:8888/notebooks/UntitledS.ipynb?kernel_name=python3

- Jupyter Unllt|ed5 (autesaved)

File Edit WView Insert Cell Kemel Help

B+ = & B 4 ¥ MHRun B C W code v

In [ ]:

| e ——

* 0 M :
P Logout
usted | Python 3 O

Slika 3. Jupyter Notebook u aplikaciji Google Chrome

Kao $to je ranije navedeno, sve funkcije koje pozivamo su funkcije za minimizaciju

programa dok je na$ primjer funkcija maksimizacije pa je zato potrebno u nas kalkulator

unijeti vrijednosti funkcije Z s negativnim predznakom kako bismo kao rjeSenje dobili —f(x).

Znaci dobiveno rjesenje funkcije potrebno je samo pomnoziti s -1.
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: JUpytET unt|t|5d4 (autosaved)

File Edit Wiew Insert Cell Kemel Help Trusted

B + = &4 B 4+ 4% MHRun B C M Code v || 3

In [ ]:

In [ ]:

out[14]: con:
fun:

message:

nit:

slack:

status:

SUCCess:

X

In [14]: | from scipy import optimize
optimize.linprog(
€ = ['53 '31'511
A_ub=[[4, 6, 2],[2,2,1],[1,1,2]],
b ub=[48,28,58],
bounds=(8, None},
method="simplex’

array([], dtype=floated)

-12@.6

"Optimization terminated successfully.®
4

array([ 8., @., 28.7)

e

Trus

array([ &., @&., 28.])

Slika 4. RjeSenje Primjera 1

P

Logout

| Python 3 O

Na prethodnoj slici vidimo da su u listu ¢ upisane vrijednosti funkcije s negativnim

predznakom kako bismo mogli dobiti maksimizaciju problema. Lista listi A_ub sadrzi matricu

A dok lista b_ub sadrzi u sebi vrijednosti matrice B. Bounds=(0, None) su ograni¢enja $§to

znaCi x1,X2,X3 20 i na kraju metoda koju koristimo je simplex. 1z prethodne slike vidimo da je

rieSenje naSeg programa 120, §to znadi da je Z=120, za x;=0, X,=0 i X3=20. Z = 5x; + 3x, +
6x3 > 120=5+x0+3*0+ 6 * 20.
Ako prethodni zadatak upiSemo u simpleks kalkulator dostupan na internetu radi provjere

rezultata dobit ¢emo isto rjeSenje Sto je prikazano na slici 5.
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& c @ cbom.atozmath.com/CBOM/Simplex.aspx?q=smélql=3%603%60MAX%60Z... ¢ (‘ﬂ q :
=+ R:(new) = R;(old) - 2R,(new)

lteration-2 C; 5 3 g 0 0 0

B o X X [ xy | x| 5 | 8, | 8 MinRatio
5 0 0 0 2 0 1 -2 0
X 6 20 2 2 1 0 1 0
3, 0 20 -3 | -3 0 0 -2 1
Z=120 Z; 12 | 12 | & 0 6 0
Z-C 7 9 0 0 6 0

Since all Zj - C_,- =0

X1 =D:I2 = U,xs =20

Max £ = 120

Solution provided by AtoZmath.com

Want to know about AtoZmath.com and me

Hence, optimal solution is arrived with value of variables as :

Slika 5. RjeSenje Primjera 1 s online kalkulatorom

Primjer 2:linearna funkcija za min

Z = 17x1 + 20x, + 14x3 > min

4‘x1 + sz + ZX3 > 20
1.x1 + 2x2 + 4'X3 =40
3x1 + 3x2 + 3X3 <30

X1,%X2,%3,= 0

Any wrong solution, solution improvement, feedback then Submit Here

Za rieSavanje ovog primjera pozvana je funkcija minimize. Kod i rjeSenje vidljivi su na

sljedecoj slici.
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. _]Upyter Umlt|ed2 (unsaved changes) # Logout

File Edit View Insert Cell Kemel Help Trusted | Python 3 1

B + = @ 0B 4+ % HRun B C| W Ccode v 3

In [191]:  dimport numpy as np
from scipy.optimize import minimize

In [192]: def funkcija(x):
return int(17*x[8]+20*x[1]+14*x[2])
def uvjeti(x):
return int(4*x[8]+2%*x[1]+2%*x[2]-28)
def uvjet2(x):
suma=48-(x[8]+2*x[1]+4*x[2])
return suma
def uvjet3a(x):
return -3*x[8]-3%*x[1]-3*x[2]+3@

In [193]: og=(8, None)
ogranicenja={og,o0g,0g)

uvl=({ "type': 'ineg’, "fun':uvjetl})
uv2=({"type': 'eq', 'fun':uvjet2})
uv3d=({ "type': 'ineg’, "fun':uvjet3})

uvjeti=([uvl,uv2,uv3])

In [194]: rjesenje=minimize(funkcija,x8,method="SL5QP"', bounds=ogranicenja, constraints=uv

]

In [195]:  print{rjesenje)

fun: 148.@
jac: array([e., 8., 8.])

message: 'Optimization terminated successfully.’
nfev: 18
nit: 2
njev: 2

status: @

success: True

x: array([ 8., ., 18.])

Slika 6. RjeSenje Primjera 2

Na prethodnoj slici vidimo prvo je definirana funkcija koja se naziva funkcija koja vraca
vrijednost funkcije Z. Potom su uvijeti definirani kao funkcije s nazivom uvjetl, uvjet2 i uvjet3.
Uvjetl 4x; + 2x, + 2x; = 20 zapisujemo tako da 20 prebacimo na lijevu stranu nejednadzbe
C¢ime dobiva negativan predznak i kasnije u programu uvjetu dodajemo tip nejednakosti.
Uvjet2 1x; + 2x, + 4x3 = 40 koji je jednadzba zapisujemo tako da sve nepoznanice na lijevoj
strani prebacimo na deshu stranu jednadzbe i kasnije tom uvjetu dodajemo tip jednakosti.
Uvjet3 3x; + 3x, + 3x3 < 30 je tipa manje ili jednako (<) dok program svaku nejednakost
interpretira kao vece ili jednako (=) Sto znacdi da je potrebno nejednakost pomnoziti s (-1)
kako bismo okrenuli znak nejednakosti. Kada smo pomnoZili nejednadzbu potom zapisujemo
ovaj uvjet na isti naCin kao i uvjetl. Ponovno postavljamo ogranienja, tj. Xi,Xz,Xz 20

zapisujemo kao og=(0, None). Kada smo postavili ograni¢enja na sve varijable i za svako od
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ograni¢enja odredili tip, pozivamo funkciju minimize. Ako prethodni zadatak upiSemo u

simpleks kalkulator dostupan na internetu radi provjere rezultata dobit ¢emo isto rjeSenje to

je prikazano na slici 7.

3
+ Ry(new) = Ry(old) - SR

2

(new)

lteration-3 C; 17 20 | 14| 0 0
B Cg Xg Xy X, xy [ 5 | 8, MinRatio
1 1
X 4 | 10 = | = 1|0 o0
3 | 2
o | 3
S, 0 0 S| = oo |1
1 | 2
7
5, 0 0 1o 1] o
3
Z=140 z; S| 7 |10 o0
2
27 >
zZ-¢ | .2 |- o0o]o0 o0 <

Since all Zj.—Cj. =0

Min Z = 140

Hence, optimal solution is arrived with value of variables as -
X1 = D:Iz = U_.x3 =10

Slika 7. RjeSenje Primjera 2 s online kalkulatorom
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6.Zakljucak

U ovom radu obradena je tema degeneracije problema u linearnom programiranju. Kako bi
uopce bilo moguce objasniti $to je degeneracija na pocetku rada priblizeni je pojam
operacijskih istraZivanja i samog linearnog programiranja kao matemati¢ka metoda. Poblize
je objadnjena primjena linearnog programiranja danas. Danas imamo viSe vrsta problema
linearnog programiranja, opéi, standardni i kanonski kojim racunamo u simpleks algoritmu.
Isto tako jedna od najpoznatijin metoda je simpleks metoda koja koristi simpleks algoritam no
nije i jedina metoda. Uz simpleks metodu u ovom radu obradeno je graficko rjeSavanje
problema linearnog programiranja koje koristimo kada imamo problem sa samo dvije
varijable i transportni problem. Kod svake metode objasnjeni su postupci i koraci rieSavanja
kako bi bilo lakSe razumijeti dolazak do rjeSenja i kako bi uopée bilo moguce objasniti $to je i
kako nastaje degeneracija. Prvo je objasnjeno kako prepoznati degeneraciju i kako ona
nastaje kod problema linearnog programiranja. Sama degeneracija opisana je i na primjeru
simpleks metode te transportnog problema. Prvo je prikazan primjer degeneriranog
transportnog problema i taj isti je rijeSen. Potom su prikazana dva primjera degeneriranog
problema linearnog programiranja kod simplex metode. Prvi primjer je standardni problem
maksimizacije funkcije dok je drugi opéi problem minimizacije funkcije. Obadva primjera su
degenerirana te kao $to je u prethodnim poglavljima opisano, ona su bez problema rijeSena.
Sama degeneracija ne predstavlja nemoguénost rjeSavanja problema, i uz mnoga
istrazivanja danas postoji mnogo pravila i metoda kako izbjeci i/ili rijeSiti degenerirani
problem. Degeneracija predstavlja prijetnju kod rjeSavanja problema u smislu da produzuje
broj koraka rjeSavanja i u ekstremnim slu¢ajevima moze dovesti do kruzenja, no svakako

moguce je i takve probleme rijesiti u konacnom broju koraka.
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10.Prilozi

Python kod za primjer 1:

from scipy import optimize
optimize.linprog(
c = [-5, -3,-6],
A_Ub:[[4l 6, 21,12,2,11,101,1,21],
b ub=[40,20,60],
bounds= (0, None),
method="'simplex'

Python kod za primjer 2:

import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

def funkcija(x):

return int (17*x[0]+20*x[1]+14*x[2])
def uvijetl (x):

return int (4*x[0]+2*x[1]4+2*x[2]-20)
def uvijet2 (x):

suma=40- (x[0]+2*x[1]+4*x[2])

return suma
def uvijet3(x):

return -3*x[0]-3*x[1]-3*x[2]+30

og=(0, None)
ogranicenja=(og, 0g, 0g)

uvl=({'type': 'ineq', 'fun':uvjetl})
uv2=({'type': 'eq', 'fun':uvijet2})
uv3=({'type': 'ineq', 'fun':uvjet3})
uvjeti=([uvl,uv2,uv3])

rjesenje=minimize (funkcija,x0,method="'SLSQP',
constraints=uvjeti)

print (rjesenje)

bounds=ogranicenija,

40



