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Sazetak

Diplomski rad bavi se diskretnim sustavima koji mogu imati dimenziju vecu
od kontinuiranog prostora u kojem se nalaze. Ovo svojstvo pokazano je
na jednostavnim matematickim primjerima te su dobiveni uvjeti potrebni
da se ono ostvari. Dobiveni uvjeti su zatim povezani s elektrodinamikom
reSetke valovoda te je uoceno da je vezanje valovoda potrebno uciniti jako
ovisnim o medusobnom poloZzaju valovoda. Ovakvo ponasanje vezanja valo-
voda pokusali smo ostvariti modifikacijom presjeka svakog valovoda u kva-
dratnoj resetci valovoda s dva elementa u bazi, u ¢ijem bi presjeku time os-
tvarili dvosloj kvadratnih reSetki. Usporedbom vrpci dobivenih numerickim
rjeSavanjem jednadzbi koje opisuju dani sustav te vrpci dobivenih u ekviva-
lentu aproksimacije ¢vrste veze iz fizike ¢vrstog stanja koje opisuju dvosloj
pokazano je da pothvat nije uspio jer se vezu izmedu valovoda, za dane pa-
rametre, ne moZze uciniti dovoljno prostorno ovisnom. Na kraju su izloZene
neke ideje koje bi se dalje mogle koristiti u pokusaju realizacije trazenog
dvosloja.



Synthetic dimension in specially tailored
photonic structure

Abstract

In this thesis we examine the property of discrete systems that their dimen-
sion can be greater than the dimension of the continous space they are em-
bedded in. This property is shown in simple mathematical examples and the
conditions to achieve it are uncovered. These conditions are recast in the
language of electrodynamics of wavegude array and are shown to require
strong dependance of the coupling of waveguides on their relative position.
An attempt to satisfy this requirement is made by modifying the cross section
of each waveguide in a square lattice of waveguides with two elements in the
basis, so that the lattice would become a bilayer of square lattices instead of
a twodimensional lattice. A comparison of bands calculated numerically for
a given array and those determined approximately for the bilayer by method
based on the tight binding approximation of solid state physics shows that
the attempt is unsuccesful because the modification of the cross section of
a waveguide, under the given parameters, does not produce strong enough
effect on spatial dependence of coupling. Some further ideas which could be
used to realise the bilayer in the cross section of waveguide array are given.
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1 Uvod

Promatrat ¢e se dielektri¢ni sustav pune translacijske simetrije u jednom smjeru
(neka je to smjer z), a reducirane translacijske simetrije u ravnini okomitoj na smjer
z (neka je to x-y ravnina) prikazan na slici 1.1a. Obic¢no se periodi¢ka struktura
presjeka koristi za usmjereno vodenje svjetlosti preko velikih udaljenosti, dakle kao
valovod, zbog procjepa u spektru kao poslijedice difrakcije na periodickoj strukturi
koji onemogucuje Sirenje svjetlosti u x-y ravnini [1].

(a) Promatrani sustav (b) Presjek sustava u x-y ravnini

Slika 1.1

Medutim, sada od interesa nije koristenje periodi¢ne strukture dielektrika da se
postigne usmjereno vodenje svjetlosti nego konstrukcija resetke valovoda, u stvari
periodicki rasporedenih podrudja viseg indeksa loma, u u kojoj ¢e dolaziti do spo-
rog prelaska svjetlosti izmedu valovoda tijekom puta u z smjeru tako da je presjek
(okomit na z) tog sustava fotonicka reSetka (slika 1.1b; tamnoplave toc¢ke su po-
drudja viSeg indeksa loma). Pokazat ¢emo da diskretni sustavi kao $to je to resetka
mogu imati dimenzionalnost ve¢u od kontinuiranog prostora u kojem se nalaze pa
govorimo o sintetiCkoj dimenzijii diskretnog sustava [3]. Zatim ce se taj formali-
zam povezati s opisom sustava u teoriji klasi¢ne elektrodinamike. Pritom ¢emo vi-
djeti da jednadzba koja opisuje propagaciju svjetlosti odgovara vremenski ovisnoj
Schrédingerovoj jednadzbi sto znaci da bi se ovakav sustav mogao koristiti za simu-
laciju evolucije valne funkcije u periodickom potencijalu. Naposlijetku ¢e se pokusati
konstruirati reSetka koja ima svojstvo da se presjek pronasa kao dvosloj kvadratnih
fotonickih resetki.



2 Dimenzionalnost diskretnih sustava

Diskretne sustave kao $to je to reSetka u matematici proucava teorija grafova. Mate-
maticki, graf je sustav koji se sastoji od toc¢aka, vrhova, povezanih crtama, bridovima.
U modeliranju konkretnih sustava, teoriji mreza, vrhovima se mogu pridijeliti razni
pojmovi, a bridovi predstavljaju njihove veze. Na primjer, racunala mogu biti pove-
zana u mreze kao S$to su to prsten ili zvijezda pa model racunalne mreze prikazuje
racunala vrhovima, dok bridovi oznacavaju njihovu povezanost. U kristalnoj reSetci
vrhovi su pak atomi, ioni i molekule koje se ponavljaju, dok su bridovi oznacavaju
tuneliranja elektrona. Ako kristalna resetka ima po jedan element u bazi, zajednicko
svojstvo ova dva grafa je da je veza izmedu dva vrha jednaka u oba smjera ili, mate-
maticki, neusmjerenost, a inace je resetka usmjerena. Kristalna reSetka se od drugih
grafova razlikuje po osnovnom svojstvu resetki opcenito; ona posjeduje reduciranu
translacijsku simetriju i moguce neke dodatne simetrije, kao Sto je to rotacijska, koje
je precrtavaju u nju samu - prostornu grupu simetrija. Tako se matematicki reSetka
opisuje kao neusmjereni graf s prostornom grupom.

Dimenzija diskretnog sustava d moze se definirati i izracunati na viSe nacina, a je-
dan od njih je promatranje kako se volumen skalira s udaljenos¢u. Razmotrimo ovaj
problem u prostoru R%. Poznato je da je volumen unutar udaljenosti R od neke toc¢ke
(duljina) u jednodimenzionalnom prostoru proporcionalan s R, u dvodimenzional-
nom (povr$ina) s R?, a u trodimenzionalnom (volumen) s R3. Ako bi se udaljenost
pomnozila s nekim brojem A (udaljenost bi se skalirala), onda bi se volumen u jed-
nodimenzionalnom prostoru promijenio A puta, u dvodimenzionalnom A\? puta, a
trodimenzionalnom A3 puta. U d-dimenzionalnom prostoru volumen je volumen d-
dimenzionalne sfere:

V ~ R¢ 2.1

U diskretnom sustavu kao analogon volumenu unutar neke udaljenosti [ od vrha
promatra se broj vrhova N(/) do kojeg se moze do¢i prelaskom [ — 1 bridova od tog
vrha [2]. Za | — oo analogno kontinuiranom sustavu vrijedi [3]:

N() ~1*

Ako se odredi N (/) za mnogo vrijednosti [, moZze se odrediti dimenzionalnost diskret-
nog sustava kao vodeéi koeficijent u linearnoj prilagodbi na podatke In(N) — In(l).
Odabir pocetnog vrha je proizvoljan i za najbolje rezultate trebalo bi uzeti srednju
vrijednost N(!) za dani ! preko svih mogu¢ih pocetnih vrhova.



Iustrirajmo sad svojstvo diskretnih sustava da mogu imati dimenziju razli¢itu od
dimenzije kontinuiranog prostora u kojem se nalaze na jednostavnom primjeru gra-
fova prikazanih na slici 2.1.

(b)

Slika 2.1: Grafovi. Slika je preuzeta iz [3]

Izabran je jedan vrh, peti u sustavima (a) i (b) te drugi u drugom redu u sustavu
(c). [ se uzima od 1 do broja potrebnog da se dosegne sve vrhove sustava; u slucaju
(@) Lz = 5, a u sustavima (b) i (c) l,,q. = 3. Za svaki [ se izracuna pripadni N te
logaritam oba broja. Rezultati su prikazani graficki na slici 2.2. Dimenzija se odredi
kao vodeci koeficijent pravca regresije, prikazan crvenom linijom na slici 2.2.

. . . . Ll . . -
-0.5 o 0.5 1 15 2 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8
In(l) In(D) In(l)

(a) d =1.36 + 0.06 b)d=2.0+0.2 ()d=2.0+0.2

Slika 2.2: Ovisnost In(N (1)) o In(l) za sustave (a), (b) i (c). Crne tocke su podatci, a crvena linija je
pravac regresije. Ispod svakog grafa naveden je koeficijent smjera, odnosno dimenzionalnost sustava

Sustav (a) je otprilike - bolji rezultat bi se dobio za usrednjene podatke te beskona¢nu
reSetku - jednodimenzionalan, a sustavi (b) i (c) su dvodimenzionalni. Rezultat nije
iznenadujuc¢ za sustave (a) i (c) s obzirom da se nalaze redom na pravcu i u rav-
nini, ali sustav (b) se nalazi na pravcu i dvodimenzionalan je. Moze se zakljuciti da
dimenzionalnost ne predstavlja samo geometriju sustava, nego i njegovu slozZenost,
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bududi da je rezultat za sustav (b) poslijedica netrivijalne povezanosti vrhova - neki
prvi susjedi nisu vezani, a neki treéi jesu.

Promotrimo sada dvodimenzionalnu reSetku na slici 2.3a. Ako bi se vrhovi pove-
zali kao na slici, dobiveni sustav bi odgovarao dvosloju kakav je prikazan na slici
2.3b istim postupkom kao i prije mozemo utvrditi da je dimenzija otprilike 3 (slika
2.3c). Ako bismo Zeljeli takav sustav konstruirati u presjeku resetke valovoda prvo bi
trebalo naci materijal u kojem su maksimumi indeksa loma na mjestima u resetci na
slici 2.3a, a zatim pokazati da su bridovi upravo takvi kakvi su oznaceni na istoj slici.
Da se to pokaze, prvo je potrebno matematickim pojmovima vrha i brida pridruziti
fizikalno znacenje iz teorije elektrodinamike.

0.4 06
In(l)

(a) (b) (c)d=284+0.45

Slika 2.3: (a) Prikaz veza potrebnih da kvadratna reSetka s bazom postane ekvivalentna dvosloju
(b) Dvosloj rezonatora (c) Linearna prilagodba na podatke In(N) -Inlzal=1,2,3



3 Elektrodinamika sustava vezanih dielektri¢nih
valovoda

Promotrimo sustav dielektri¢cnih valova reducirane translacijske simetrije u x-y rav-
nini kakav je prikazan na slici 1.1. Temeljno svojstvo valovoda opéenito usmjereno
vodenje svjetlosti, Sto se postize tako da se valovodi nacine od materijala veceg in-
deksa loma od okolnog prostora pa na njihovoj granici dolazi do totalne unutarnje
refleksije ili pak tako da im presjek bude periodi¢na struktura koja vodi na vrpcastu
strukturu disperzijske relacije pa se svjetlost odgovarajucih frekvencija ne moze pro-
pagirati u x-y ravnini [1]. Obije izvedbe imaju zajednicko da u x-y ravnini elektricno
polje odredenih frekvencija ima evanescentno ponasanje, dok se u z smjeru val slo-
bodno propagira bez atenuacije. No, ako bi se dovoljno blizu, na skali opadanja
evanescentnih valova, postavio drugi valovod evanescentni valovi u x-y ravnini mo-
gli bi pobuditi njegove modove te bi energija tekla izmedu njih.

U eksperimentu se promatra Sirenje svjetlosti sustavom tako da je prirodno valovo-
dima pridruziti vrhove, jer je svjetlost tamo lokalizirana, a bridovi ¢e biti njihove veze,
izmjene energije izmedju valovoda. Prijelazi energije opc¢enito nisu jednaki izmedu
svih valvoda te ¢e se zato svakom bridu pridruziti tezina, veli¢ina koja opisuje prije-
nos energije. Da dobijemo tu veli¢inu treba se detaljnije promotriti elektrodinamiku
sustava.

3.1 Resetka valovoda u paraaksijalnoj aproksimaciji Maxwellovih
jednadzbi

Za eksperimentalno ostvarivanje reSetke valovoda mogu se koristiti, izmedu ostalog,
fotorefraktivni materijali. To su materijali koji u elektronskoj strukturi osim vrpci
imaju i nivoe zamke u procjepima. Ako bi se na takvom materijalu napravila inter-
ferencijska slika pomocu svjetlosti frekvencije procjepa, do pobudivanja elektrona iz
vodljive u valentnu vrpcu dolazilo bi pretezno u svjetlim zonama dok bi u tamnim
zonama dominantna bila rekombinacija. Elektroni u vodljivoj vrpci difundiraju iz
svjetlih zona u tamne i tamo se rekombiniraju s nivoima zamkama jer je valentna
vrpca puna. Nakon gasenja svjetlosti ostaje raspodjela naboja koja odgovara interfe-
rencijskoj slici te se preslikava u istu prostornu ovisnost dielekti¢ne funkcije, odnosno
indeksa loma. Uobicajne vrijednosti varijacije indeksa loma su ispod jedan posto in-
deksa loma materijala od kojeg se krece, a period resetke je uobicajno reda veliCine
desetak mikrometara. Da bi se dobila resetka valovoda interakcijska slika mora biti
takva da se periodicki pojavljuju podruc¢ja viseg indeksa loma u kojima ¢e se svjetlost
zadrzavati zbog refleksije. To ¢e biti valovodi. Svjetlost koja ¢e se Siriti sustavom u
eksperimentu bit ¢e laserska svjetlost frekvencije w u vidljivom dijelu spektra.



Za opis ovakvog sustava pretpostavimo linearni nemagnetski materijal bez slo-
bodnih naboja i struja. Vremenska ovisnost elektricnog i magnetskog polja je oscila-
torna frekvencije w na kojoj oscilira upadni laser. Maxwellove jednadzbe su tada:

V-(eE) = 0 (3.1)
V-H = 0 (3.2)
VxE = iwugﬁ (3.3)
VxH = —iweE (3.49)

Iz Faradayevog zakona moZe se odrediti magnetsko polje ako je poznato elektri¢no:
H=-—"VxE (3.5)

Dalje je potrebno odrediti elektri¢no polje te ga uvrstiti u (6) da se dobije magnetsko.
Djelovanje operatora rotacije na Faradayev zakon daje:

1
|

iwuoﬁ x H (3.6)

V xV
v —pew’E (3.7)

X
V(V-E)—V?

=
|

Pri prelasku iz (3.6) u (3.7) koristi se poznati izraz za rotaciju rotacije na lijevoj strani
te Ampereov zakon da se eliminira rotacija magnetskog polja na desnoj strani.

Promotrimo sad prvi ¢lan na lijevoj strani. Prema Gaussovom zakonu (3.1) diver-
gencija elektri¢nog polja iznosi:
— — — 6
V- E=-FE ‘=0 (3.8)
€

Zadnja aproksimacija je opravdana jer je u fotorefraktivnim materijalima varijacija
indeksa loma je mnogo manja od varijacije elektricnog polja, budu¢i da je valna
duljina svjetlosti reda veli¢ine sto nanometara, a period materijala desetak mikro-
metara, pa se ¢lan na lijevoj strani moze zanemariti i divergencija elektricnog polja
prakticki istezava. U ovom slucaju jednadzba (3.7) postaje:

—

V2E = —poew*E (3.9)

To je poznata valna jednadzba. Uocimo da je polje transverzalno, takoder kao posli-
jedica aproksimacije (3.8).



S obzirom da je varijacija indeksa loma n = /¢, mala s obzirom na indeks loma
pocetnog materijala ng, dalje se promatraju izrazi najvise prvog reda u varijaciji in-
deksa loma dn(z,y):

€ = eo(no + on(z,y))? = eo(nd + 2nedn(z,y)), on(z,y) < ng (3.10)

Uvrstavanjem (3.10) u (3.9):

2
V2E = —%(ng + 2ng0n) E (3.11)

Iz uvodne diskusije o Sirenju svjetlosti u valovodu moze se konstruirati pretpostavka
rjeSenja jednadzbe (3.11). Pretpostavimo da je laserom transverzalne linearne pola-
rizacije pobuden jedan valovod i da funkcija ¢/ opisuje elektri¢no polje zrake u x-y
ravnini. Na pocetku propagacije elektri¢cno polje sastoji se od produkta ravnog vala
valnog vektora ky = “2¢ koji opisuje Sirenje u z smjeru te funkcije ¢ koja ima oblik
linearne kombinacije svih pobudenih modova valovoda, a polarizacija je linearna
transverzalna. Daljnjom propagacijom u z smjeru zbog pobudivanja modova drugih
valovoda u linearnoj kombinaciji koja tvori ¢ pojavljuju se pobudeni modovi drugih
valovoda, uz promjenu koeficijenata koja mora zadovoljavati zakon oCuvanja ener-
gije, pa se zakljucuje da ¢e ) imati ovisnost i o koordinati z. Promjena polarizacije
tijekom propagacije se ne ocekuje jer val u materijalu mora biti (gotovo) transver-
zalan, a do eventualne rotacije polarizacije u x-y ravnini dovela bi birefraktivnost
medija [5] koja nije prisutna u ovom problemu. Prema tome, mozZe se pretpostaviti
oblik rijeSenja:

E = (z,y, 2)e*%e (3.12)
Uvrstavanjem u (3.11):
- . (JJQ .
V2 [petore] = _C—Q(ng + 2nodn)pe’oze (3.13)

Raspis Laplaciana i sredivanje daje:

2
V2 + ko’ - Vb — k2 = —“;’—(ng + 2n00n)1 (3.14)

2
Koristenjem definicijske relacije ky = “° eliminira se w te se zadnji ¢lan na lijevoj
strani i prvi na desnoj mogu pokratiti. Ostaje:

2
V2 + 2ikoz - Vip = —2%5@ (3.15)
0



Pretpostavljamo da ¢e tok energije u x-y ravnini biti dovoljno spor da je varijacija v
sa z puno sporija od varijacije ravnog vala. Bududi da je tok energije u x-y ravnini
povezan s komponentom valnog vektora u x-y ravnini, zapravo pretpostavljamo da je
valni vektor gotovo paralelan s osi z pa se ovakva aproksimacija naziva paraaksijalna.
Matematicki, paraaksijalna aproksimacija glasi:

8%

| < |2k (3.16)

< B

O
|

Koristenje aproksimacije (3.16) u jednadzbi (3.15) daje:

oy 1 <82 82)¢—k05n¢5( 162_@)15 3.17)

92 T T2k \022 T o2 - T

Ova jednadZzba uz odgovarajuci rubni uvijet daje 1, a zatim se elektri¢no polje odredi
iz (3.12) te magnetsko iz (3.5):

B o= et (3.18)
H o=~ x [gee] = ——ex (W +@'k;0¢2> ¢ikoz (3.19)
WHo Who

Napomenimo da iako se u izvodu koristi kontekst resetke valovoda, jednadzba (3.17)
moZze opisati Sirok spektar sustava koji zadovoljavaju aproksimacije korisStene u ovom
izvodu, a posebno medu njima i samo jedan od dielektricnih valovoda koji tvore
reSetku. Uo¢imo da jednadzba (3.17) odgovara vremenski ovisnoj Schrodingerovoj
jednadzbi u dvije dimenzije u kojoj koordinata z igra ulogu vremena, Sto znaci da se
ovakav sustav moZze koristiti za simulaciju kvantnih sustava, a mjerenje elektri¢cnog
polja dat ¢e ekvivalent amplitude vjerojatnosti iz kvantne mehanike.

RijeSimo jednadZzbu (3.17) za resetku valovoda, odnosno periodi¢nu varijaciju in-
deksa loma, te iz toga pokusajmo odrediti veli¢inu koja opisuje vezanje valovoda.

3.2 Svojstvena stanja sustava

Jednadzba (3.17) za indeks loma neovisan o koordinati z moze se rjesavati sepa-
racijom varijabli v = ®(7 = 2z + yy)Z(z). UvrStavanjem pretpostavke u (3.17) i
sredivanjem:

1 dZ . 1 L =9 kg&t(f‘) .



Separacijska konstanta [ naziva se konstanta propagacije i igra ulogu analognu ener-
giji u kvantnoj mehanici. Ovisnost o koordinati z lagano se odredi iz (3.20):

i dZ

ek _ _—iBz
7 == Z(z)=¢ (3.21)

S druge strane, jednadzba u ravnini je slozenija:

2
(Qkov

No, za resetku valovoda, operator na lijevoj strani je komutativan s operatorom tran-

) O(F) = BD(7) (3.22)

slacije za vektore resetke R = ma;, + na, u X-y ravnini, $to znaci da su svojstvena
stanja u x-y ravnini Blochove funkcije [1]:

—

O(7) = e Tup(7), up(P) = up(F + R) (3.23)

Vektor k = k,4 + k,y je element I. Brillouinove zone reSetke. UvrStavanjem u (3.22):

2

_ﬁﬁi <€ik (m) ko5n kodn(7) ik (7) = ﬁgeik-FuE(T—x)
— (—/&u,;(f) + 2ik - V Lug(F) + Viu,;(?)) — 200Dy (7) = Brug() (3.24)

0

I on(7) i ug(7) su periodicni s periodom reSetke pa ih se moZe razviti u Fourireov red
s Fourierovim komponentama koje odgovaraju vektorima recipro¢ne refetke G:

(7)) =D ug g€, on(i) =Y onge'" (3.25)
G G

Uvrstavanjem jednadzbi (3.25) u (3.24) te sredivanjem:

QL/{ZO (/g + é>2 — @ Z 5ng+@u,§7lg = ﬁl}'ul?é (3.26)
Ako determinanta sustava i$¢ezava, za dani k postoji beskonaéno mnogo rje$enja,
koja se oznace indeksom n. Uvjet postojanja rjeSenja vodi na beskonac¢no pripadnih
vrijednost G, (k ) koje tvore vrpce razdvojene procjepima, jedinstvene za dani pro-
blem [6]. Za opis propagacije potrebno je rijesiti (3.26) za uy 5, za svaki k, iz (3.25)
izratunati funkcije uy () te zatim iz (3.23) funkcije ;. (7). To je jedan od deloka-
liziranih modova sustava, a opis propagacije dan je razvojem po svim modovima:

Z / et (P (3.27)
BZ



Koeficijenti ¢z, = S ug , (z, y)*e‘iE'Fw(F, 0)d7 su projekcije pocetnog oblika zrake na
svojstvena stanja reSetke. Ako je u pocetku pobuden jedan valovod superpozicija
zbog delokalizirane prirode svojstvenih stanja sadrzi mnogo ¢lanova koja izlaze iz
faze tijekom propagacije duz z osi. Izlaskom iz faze opisan je prijenos energije izmedu
valovoda zbog pobude preko evanescentnih valova, no nije jasno vidljivo izmedu
kojih valovoda je prijenos kakve jacine. Zato se koristi aproksimacija Cvrste veze
(TBA, engl. tight binding approximation) u kojoj se rijeSenje gradi od lokaliziranih
modova.

3.3 Aproksimacija ¢vrste veze (TBA)

Opet se rjeSava jednadZzba (3.17) separacijom varijabli. Dio ovisan o koordinati z
opet se rjeSava prema (3.21), a aproksimacija se koristi za rjeSavanje jednadzbe u
ravnini (3.22). Pretpostavi se rijesenje u obliku:

1 o5
Op(r) = N zﬁ: M 5(7) (3.28)

N je broj mjesta u reSetci. Ovo je Wannierov razvoj Blochovog stanja, a funkcije
¢ 5(7) su lokalizirane na mjestu R u resetci valovoda te se nazivaju Wannierove funk-
cije. Ako valovodi, opisani s énz(), dovoljno dobro lokaliziraju svjetlost, Wanni-
erove funkcije otprilike ¢e odgovarati linearnoj kombinaciji modova x; pojedinog va-
lovoda [6] (pristup je jako slican metodi linearne kombinacije atomskih orbitala [6]
iz fizike ¢vrstog stanja):

(M) ~ >, ¢ 5X, 5(T) (3.29)

= kodn (7 0 R
(35 V2 + 220) 1) = BYX; () (3.30)

Ovdje suma po j ide po svim stanjima na mjestu u resetci R, Sto znaci po svim sta-
njima svih valovoda koji tvore bazu resetke.

Uvrstavanjem aproksimacije ¢vrste veze (3.29) u pretpostavku (3.28) te pretpostavke
(3.28) u (3.22):

1 = koon (7 1 )
_(Q_k:ovi+ 0n0< ))\/NZCJ AT = B—= ZCJRe #(7)
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Operator je linearan:

k )
_ Zesz (2kov2 M) ]RX]R TT’) 5zesz ]RX]R( ) (331)

No
]R

Izraz (3.30) iskoristi je da se eliminira operator koji opisuje jedan valovod:

iR | 30 _ ikR .
> ¢ Bis— n—o Zﬁnp XE(F) =8 e* e g 5 (7) (3.32)

j.R P#R 3R

Jednadzba (3.32) pomnoZi se s x, z () i integrira po x-y ravnini:

kR NI )
chﬁelkR B;%/Xl’ﬁ/(ﬁXj’ﬁ(T)d /Xz (7 Z ons(F)x; z(Mdr'| =

IR P#R

= BZCJ.,E@““'R/Xlﬁ/(ﬂxjﬁ(F)de.BB)
3R

U prvom ¢lanu u sumi na desnoj strani i u sumi na lijevoj strani integrali isCezavaju
ako je R = R'ij # | jer su modovi jednog valovoda ortogonalni, jednaki su normi
moda N ako je j = [, a za razli¢ite R i R’ te bilo koje ! i j su opéenito kona¢ni i mali.
Ukupno:

/Xz,é/(f‘)Xjﬁ(F)dF: Négpda+N(1— 55@)5%11;2, (3.34)

Za integral iz drugog ¢lana u sumi na desnoj strani uvedemo pokratu:

k
Tiw = iy | X () 3 onpx (747 (3.35)

P#R

Koriste¢i (3.34) i (3.35) jednadzba (3.33) postaje:

(8-8%) (e + X Shaeae™ 8 | =S Jhc, ze™ @ —0 (3.36)
§,R£R iR

Ovo je sustav jednadzbi za koeficijente c; 5 kojima se onda konstruira svojstveno
stanje 1 prema (3.28) i (3.29). Netrivijalno rijeSenje postoji za one 3 za koje deter-
minanta sustava i$¢ezava, $to vodi na relaciju izmedu 3 i k. Relacija ¢e imati g grana,
gdje je g dan brojem modova u razvoju (3.29), koje ¢e se dobro poklapati s prvih g
vrpci koje se dobiju iz jednadzbe (3.26).
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Pokazimo sad kako se vidi tok energije izmedu pojedinih modova. Ako bi svi

koeficijenti Séé,

popagacije sastoje se od D-terostruko degeneriranih konstanti propagacije neovisnih

i J 5 iStezavali, sustav (3.36) je dijagonalan i "vrpce” konstanti

valovoda. Svakoj vrpci odgovaralo bi D modova izgradenih od linearnih kombina-
cija D modova pojedinih valovoda koji imaju istu konstantu propagacije. Propagacija
svjetlosti opet se promatra razvojem pocetnog uvjeta po svojstvenim stanjima sustava
kao u (3.27). Ako bi u pocetku bio pobuden jedan mod jednog valovoda onda bi je-
dini neisc¢ezavajudi koeficijenti u razvoju biti oni ¢ija pripadna konstanta propagacije
odgovara konstanti propagacije pobudenog moda. No to znaci da se ovisnost o z
svodi na globalni fazni faktor te tijekom evolucije komponente u razvoju u x-y rav-
nini nikada ne izlaze iz faze i oblik funkcije u x-y ravnini uvijek ostaje isti, odnosno
lokaliziran u poc¢etnom valovodu.

Ako bi pak neki koeficijenti S s 1 R 5 bili konacni za indekse koji odgovaraju dvama
modovima lokaliziranim na razhcmm valovodima, sustav (3.36) je nedijagonalan u
dvodimenzionalnom potprostoru tih modova. Dijagonalizacija sustava u tom pot-
prostoru dat ¢e svojstvena stanja koja su linearne kombinacije vezanih modova te
Ce se razbiti degeneracija izmedu konstatni propagacije vezanih modova i onih koji
su nevezani. Svojstvena stanja sustava sadrzavat ¢e dakle, osim D-terostruko de-
generiranih vrpci, dvije D — 1-terostruko degenerirane vrpce i dvije vrpce koje se
dobiju dijagonalizacijom u potprostoru vezanih stanja. Modovi sustava sli¢no bi bili
linearne kombinacije degeneriranih modova, njih D ili D — 1, kao i prije, ali posto-
jala bi i dvije navedene linearne kombinacije koje dijagonaliziraju potprostor vezanih
modova. Ako bi u pocetku bio pobuden jedan od vezanih modova, razvoj po svoj-
stvenim stanjima imao bi barem dva konacna koeficijenta koji bi u z smjeru evoluirali
s razli¢itim faznim faktorima. To znaci da ¢e tijekom propagacije u z smjeru svjetlost
periodi¢no prelaziti izmedu valovoda. Frekvencija preskoka dana je razlikom koefi-
cijenata propagacije u pripadnim vrpcama i opéenito ovisi o S% . i J%..  a i$¢ezava

RR' RR”
ako oni i$¢ezavaju. Kao teZinu bridu moze se pridruZiti sumu 3,5 s T + Jo o koja se

javlja u (3.36) kao nedijagonalni matri¢ni element.

nikada ne iScezavaju. No oni

4

Gorniji slu¢ajevi su umjetni i u stvarnosti S%! R i g e

mogu biti jako mali $to vodi na malu frekvenciju preskoka pa ih mozemo zanemariti
prema drugima koji su mnogo veli. Dakle, cilj je konstruirati reSetku u x-y ravnini
u kojoj ¢e BOSRR,
graf koji opisuje sustav odgovara slici 2.3a.

R  biti nezanemarivo to¢no izmedu onih valvovoda da tezinski
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4 Kvadratna resetka cilindri¢nih valovoda s bazom

Vratimo se na shemu vezanja vrhova koja je potrebna da se ostvari dvosloj kvadratnih
reSetki (slika 4.1a). Neka pojedini valovod pridruzen vrhu opisuje Gaussova funkcija
tako da cijelu resetku opisuje varijacija indeksa loma:

_ (av:fa'm)2 _ (yfan)2 _ (zfa'mfb)2 _ (yfanfb)2
571 — (Sno E (6 202 202 + (& 202 202 (4.1)
mn

a je konstanta reSetke, o je Sirina valovoda, a polozaji valovoda u bazi dani su s by =0
te by = bi + bi.

[ ® . . ® ®
® ® ® ® ® .
® ® ° ® ® ]
[ ° ° ° ® °
0 5 10 15 20
(a) (b)

Slika 4.1: (a) Shema vezanja valovoda koja je efektivni dvosloj (b) Prikaz jednini¢ne ¢elije konkretne
reSetke s a = 20um, o = 0.1a te b = 0.3a. Oznaceni su prvi (crveno), drugi (zeleno) i treé¢i (plavo)
susjedi jednog valovoda.

Na slici 4.1b vidimo da ako su povezani prvi susjedi te treci susjedi, ali ne i drugi
susjedi, resetka odgovara dvosloju, kao na slici 4.1a. Koliko ova idealna situacija
odgovara stvarnosti vidjet ¢e se usporedbom vrpci iz TBA modela koji je opisuje s
vrpcama dobivenim numerickim rjeSavanjem jednadzbe (3.26) za reSetku (4.1). Pri-
likom rjesavanja jednadzbe (3.36) koeficijenti Jgé,, Sgé, i By promatrat ¢e se kao
nepoznati. Dobit ¢e se ovisnost 3 (l;, { Jg a5 Sgél}, 50) te e se nelinearnom prilagod-
bom na numericko rjeSenje dobiti koeficijenti tako da vrpce iz TBA modela najbolje
odgovaraju vrpcama iz numerickog modela. Ako je stvarna situacija jako blizu ide-
alne, poklapanje ¢e biti jako dobro i tada se moze zakljuciti da je dvosloj ostvaren.
Promotrimo sada TBA modele u kojima postoji u pojedinom valovodu postoji samo
jedno vezano stanje. Numerickim rjeSavajem jednadzbe (3.22) za jedan cilindri¢ni
valovod zakljucuje se da za upadnu svjetlost valne duljine A = 500nm, pocetni indeks
loma ny = 2.3 (indeks loma SryBa; yNb,Og, Cestog materijala u fotorefraktivnim
primjenama) te Sirinu valovoda od 2um postoji jedno vezano stanje u realisticnom

intervalu amplituda varijacija indeksa loma za dani materijal od 2 x 10~* do 11 x 10~
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Promotrimo prvo model koji opisuje dvosloj. Ako s 1 oznac¢imo stanje valovoda na
mjestu b=0,as2 stanje valovoda na mjestu b=bi+ by, (3.36) postaje:

) ¢ =0 (4.2)

(B0 +252) - A8—272) e+ (BS' - K) e, = 0
B(1+252)—-Ap—2JZ

(10,2 g _

Jer+ (
R,R+az/q’

@S—K

Ovdje je Z = cosk,a + cos kya, B =08-0, AS = Jgé)7(22), J
"= Sg;) Netrivijalno rijeSenje postoji kad iS¢ezava determinanta

J(12) (11),(22)
RR > "R R+ad/y’
sustava:
B2[(1+2582)% — S? —2[(1 +25Z)(AB+2JZ) — S'K| B+ (AB+2JZ)* — K* =0
=4 =B =C
(4.3)
Ovo vodi na vrpce oblika:
—B++VB?—-4AC

A (4.4)

B =B+

Za usporedbu pogledajmo i model u kojem je ukljucen prijelaz izmedu drugih su-
=0

sjeda. Sada je (3.36):
Oﬂ1+282y—A6—2JZ>qe%UBS—<K)+<B§“—KQ(8““+é@ﬂ]q
(35" = K) + (88" = K') (™ + o) | ey + (B(1 +252) = AB = 2JZ) ¢ = (4.5)

. Uvjet postojanja netrivijalnog rijeSenja je:

n _ o(12)
te S"=5 R,R+az/§

: 1 7(12)
Tuje K'=J53, 0
32 2 12 I 12 o kx — ky
B |(14+252)° — 8" —25'5"Z — 45" cos® ———a| +
i
kr — k ~
+ {—2(1 +2SZ)(AB+2JZ) + 25K +2(S'K' + S"K)Z + 85" K’ cos® %a B+
=5
+(Aﬁ+2JZ)2—K2—2KK’Z—4K'2coskz_kya:O (4.6)
¢
Prema tome, vrpce su dane izrazima:
~B+ VB2 - 4AC
ﬁ = ﬁo + 2121 4.7)
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Usporedba prilagodbe dobivenih TBA modela na numericko rijesenje i samog nu-

merickog rjeSenja prikazana je na slici 4.2 za razne vrijednosti parametara.
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0.0012
0.0010 . .
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0.0008 . R
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.
00002 - TT o eete .
.
0.0000
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—0.0004|

(@) dng = 4 x 1074 J = —2.31 x
107°um~!, K = —2.07 x 10~ 4um™1,
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.
....
. ]
cens
5 0.0005 o
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S =3.68x1072, 5 =828 x 1072
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L . 0o ®
00005  ®eeeee®

0.0000

~0.0005
F- o CeeseseceoCoo, e
csssse oS TToeeeeT ®eee

-0.0010

X M r
k

(e) dng = 8 x 1074 J = —8.01 x
10~ %um~!, K = —7.08 x 10~ 4um~1,
S =3.68x10"2 9 =8.28 x 1072

0.0015

0.0010

0.0005

.....
0.0000 e ®
....

-0.0005} - -~~~

-0.0010

() dng = 4 x 1074 J = —2.34 x
10-6um™!, K = —2.24 x 10~4um~,
K' = —2.28x104m™1, § = 3.68x 102,
S’ =828 %1072, 5" =3.68 x 1072

0.0015

0.0010
0.0005
0.0000

~0.0005

-0.00101

(d 6ng = 6 x 107%;, J = —6.98 x
1075um™!, K = —2.73 x 10~4um™1!,
K' = -311x10*um™"', S = 3.68x1072,
S’ =828 %1072, 5" =3.68 x 1072

0.0015

0.0010f ®
s
0000s] T~ ®eeeseec®

0.0000

~0.0005

—-0.0010
T

M ong = 8 x 1074 J = —1.34 x
1077um™!, K = —2.61 x 10~ *um™1,
K' = —3.43x10*um™', S = 3.68x1072,
S’ =828 x 1072, 8" =3.68 x 1072

Slika 4.2: Usporedba numerickog rjeSenja i TBA modela s nepovezanim drugim susjedima prikazana je
na slikama (a), (c) i (e), a usporedba numeric¢kog rjeSenja i TBA modela s vezom izmedu prvih, drugih
i trec¢ih susjeda prikazana je na slikama (b), (d) i (f). Koeficijeni dobiveni prilagodbom navedeni su

ispod svake slike.



Izracuni su napravljeni u paketu Anaconda za Python, a kodovi su prilozeni u
dodatcima. Put u I. Brillouinovoj zoni po kojem su nacrtane vrpce i po kojem je
numeric¢ki rijeSena jednadzba (3.26) je trokut I' = (0,0) - X = (1G,,0) - M =
(3G, 3G,) - T prikazan na slici 4.3a, gdje je G, = G,, = 2. Slike su dobivene za a =
20um te 0 = 0.1a i b = 0.3a te amplitude varijacije indeksa loma navedene ispod slika
jer je slaganje bolje nego za drugacije vrijednosti geometrijskih parametara resetke.

M 0.08

70 0.07

60 0.06

50 0.05

40 0.04

F X 30 0.03
k 20 0.02

10 0.01

%00 20 30 40 50 6 70 80 000

(@) (b)

Slika 4.3: (a) Brillouinova zona resetke i oznacen put po kojem su izracunate vrpce (slika preuzeta
iz [1]) (b) Vezano stanje cilindri¢nog valovoda

Vidi se da slaganje nije pretjerano dobro ni za jedan model, ali je nesto bolje za model
koji ima i preskok izmedu drugih susjeda, pogotovo oko tocke I' = (0,0). Jedan
razlog za to se moze dokuciti iz slike 4.2, koja prikazuje vezano stanje u valovodu,
dobiveno rjeSavanjem jednadzbe (3.22) za jedan gaussijanski valovod u sumi (4.1).
Vidimo da je ono cilindricki simetri¢no pa integrali koji definiraju Jgé, i Sgé, ovise
o udaljenosti valovoda, ali ne i njihovom medusobnom polozaju. Ocito, da se dobije
dvosloj potrebno je imati stanja koja nece biti cilindri¢no simetri¢na nego izduzena
duz osi x i osi y tako da Sg o Jgﬁ, budu ve¢i za valovode koje se nalaze translatirani
duz njih, a za ostale smjerove manji, nego je to sada. Drugi razlog je da rezultat TBA
metode je to bolji Sto su stanja lokaliziranija tako da bi bilo dobro kada bi geometrija
valovoda bolje lokalizirala stanja za istu amplitudu varijacije indeksa loma. Rezultate
¢emo pokusati poboljsati promatranjem valovoda kojima presjek nije cilindri¢an tako

da stanja preuzmu njihovu simetriju.
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5 Resetka kriznih valovoda

Promotrimo reSetku jedini¢ne celije prikazane na slici 5.1a. Funkcija koja opisuje
profil pojedinog valovoda je zbroj dva Gaussijana od kojih je jedan izduzen u x smjeru
a jedan u y smjeru pa cijelu resetku opisuje:

2 2 2 2
5n _ (z—ma)* (y—na) . (z—ma) _ (y—na)
5” — 0 e 20% 20% _I_ e 20% 20%
mn

2
2 2 2 2
5n0 _ (:E—maQ—b) _ (y—na2—b) _ (z—ma2—b) _ (y—naQ—b)
+ 2 207 204 _|_ e 203 207 , o1 > o9 (5.1)
mn

S obzirom da se opet radi o kvadratnoj resetci s bazom, I. Brillouinova zona ista je
kao i u slucaju resetke cilindri¢nih valovoda, kvadrat na slici 4.3a.

20 T T T 80 0.064
70 0.056

151 60 0.048
50 0.040

10 - 40 0.032
30 0.024

51 ’ 20 0.016
10 0.008

0 ' ‘ : % 10 20 30 40 5 60 70 80 0000

0 5 10 15 20

(@ (b)

Slika 5.1: (a) ResSetka kriznih valvoda (b) Vezano stanje kriznog valvoda za a = 20um, o1 = 0.16a te
o9 = 0.04a. Vidimo da osnovno stanje nema duge "repove” koji slijede simetriju jednog valovoda, §to
je vjerojatan uzrok ¢injenice da nismo uspjeli dobiti Zeljeni rezultat (vidi tekst).

Svojstveno stanje pojedinog valovoda u sumi (5.1) valovoda opet se trazi rjeSavanjem
jednadzbe (3.22) za isti materijal i istu valnu duljinu kao i za reSetku cilindri¢nih
valovoda. Pokazuje se da postoji jedno vezano stanje u intervalu od oko 3 x 10~* do
oko 20 x 107* za a = 20um, o; = 0.16a te oy = 0.04a. Kao $to se vidi na slici 5.1b,
za 8 x 10~ stanje je izduZeno duz osi x i y pa ima smisla promatrati vrpce za ovakav
sustav. L. Brillouinova zona je ista kao i za slucaj reSetke cilidri¢nih valovoda pa ¢e se
TBA modeli i numericko rijesenje jednadzbe (3.26) usporedivati po istom putu kao
i prije: trokutu I' = (0,0) - X = (3G,,0) - M = (3G,,1G,) - I prikazan na slici
4.3a. Usporedba je prikazana na slici 5.2. Opet se vidi da slaganje nije dobro i da
je bolje za model u kojem su ukljuceni drugi susjedi, pogotovo oko tocke I'. Dakle,
deformacija nije dovoljno velika da kompenzira druge ucinke koji smanjuju slaganje.
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(@) dng = 4 x 1074 J = —2.85 x () dng = 4 x 1074 J = —1.05 x
10°5um~1, K = —2.15 x 107%um~!,  10%um~', K = —2.28 x 10~4um",

S =3.68x10"2, 8 =8.26 x 102 K' = —1.74 x 10~4um~1, S = 5.22 x

1072, 8" =7.95%x1072, 5" = 3.68x 1072

(© 6ng = 6 x 1074 J = —2.52 x (d 6ng = 6 x 1074 J = —7.49 x
107°um™, K = —2.60 x 10~ 4um™1!, 107%um~!, K = —2.41 x 10~*um™1,

S =3.68x10"2, 58" =8.26 x 1072 K' = —2.05 x 1074um~1, § = 5.22 x

1072, 8" =7.95%x1072, 5" = 3.68x 10?2
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=~ 0.0004 n
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k k
(&) dng = 8 x 1074 J = —2.07 x H ong = 8 x 1074 J = —4.37 x
107°um~!, K = —3.49 x 10~ *um~1, 107%ym~!, K = —2.60 x 10~ *um™1,

S =3.68x1072, 9" =8.26 x 1072 K' = —259 x 1074um~1, § = 5.22 x

1072, 8" =7.95%x1072, 5" = 3.68x 1072

Slika 5.2: Na slikama 5.2a, 5.2c i 5.2e, a usporedba numerickog rjeSenja i TBA modela s vezom izmedu
prvih, drugih i tre¢ih susjeda prikazana je na slikama 5.2b, 5.2d i 5.2f. Ispod svake slike navedeni su
pripadni indeksi loma i parametri dobiveni prilagodbom
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6 Kvadratna reSetka s bazom povezana kanali¢ima

Radikalniji korak mozemo napraviti tako da valovode u kvadratnoj reSetci s bazom
(4.1) povezemo kanali¢ima u x-y ravnini, kao Sto je prikazano na slici 6.1a. Neka
kanali¢e opisuju funkcije:

2 _(y—na)2 _(y—na—b)2 2 _(ﬂc—'ma)2 _(ac—ma—b)2
6 x . 5 202 202 5 Yy _ 5 202 202
nkanal == g TLO [ kanal —|— (& kanal s nkzanal == g ’I’LO [ kanal —|— [ kanal

(6.1)

Ove funkcije se dodaju (4.1) pomnoZenom s 2 (ovi faktori su odabrani da stanje
pojedinog valovoda bude lokalizirano, a opet izduzeno). S obzirom da se kanalici
unutar baze presjeku u (0,0), (0,b), (b,0) te (b,b), funkciji koja opisuje reSetku doda
se jo$ Cetiri Gaussijana sa srediStem presjecistima tako da se korigira dupli indeks
loma. Ako je a = 20um te okuna = 0.075a postoji jedno vezano stanje za amplitude
varijacije indeksa loma od 3 x 10~ do 10~3. Na slici 6.1b prikazano je vezano stanje
za 6ng = 8 x 10~* te prije navedene geometrijske parametre.

0.064
0.056
0.048
0.040
0.032
0.024
0.016
0.008
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0000

(@) (b)

Slika 6.1: (a) Jedini¢na ¢elija u kvadratnoj resetci valovoda s bazom povezanih kanali¢ima (b) Stanje
vezano na jednom valovodu u takvoj reSetci. Opet nismo dobili duge ”repove” koji slijede kanalice Sto
u konacnici vodi na ¢injenicu da je s ovakvim sustavom tesko dobiti efektivni dvosloj.

Usporedba numerickog rijeSenja i TBA modela s vezom izmedu prvih i tre¢ih susjeda
prikazana je na slici 6.2. Brillouinova zona je ista kao i kod resetke cilindri¢nih
valovoda pa je put u I. Brillouinovoj zoni po kojem su nacrtane vrpce i po kojem je
rije$ena jednadzba (3.26) opet trokut I' = (0,0) - X = (1G,,0) - M = (3G,,1G,) -
I, gdje je G, = G, = 2=. Slike su dobivene za a = 20um te o = 0.075a i b = 0.3a te
amplitude varijacije indeksa loma navedene ispod slika. Vidi se da slaganje opet nije
previse dobro i da je bolje u modelu s uklju¢enim prijelazom izmedu drugih susjeda,
pogotovo oko tocke I'. Zakljucak je slican zakljucku za reSetku kriznih valovoda:
Stanje nije dovoljno deformirano da se popravi slaganje.
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0.0015 0.0015
°

(@) dng = 4 x 1074 J = —2.92 x (b) dng = 4 x 1074 J = —4.77 x
107°um~!, K = —2.09 x 10~4um™1!, 107%um~', K = —2.26 x 10~ *um™},
S =3.68x10"2,9 =8.26 x 1072 K' = —181 x 10~*um~', § = 1.89 x

1072, 8" =8.26x1072, 5" = 3.68x 102
(© 6ng = 6 x 1074 J = —2.65 x (d 6ng = 6 x 107%; J = —3.51 x
107°um™, K = —2.47 x 10~ *um™1!, 1075um™!, K = —2.24 x 10~4um™1!,
S =3.68x10"2, 58" =8.26 x 1072 K' = —2.04 x 1074um~1, S = 1.89 x

1072, 8" =8.26x1072, 5" = 3.68x 102
(e) dng = 8 x 1074 J = —2.31 x 0 dng = 8 x 1074 J = —2.22 x
107°um™', K = —3.17 x 10~ 4um™1!, 107%um~!, K = —2.25 x 10~ 4um™},
S =3.68x1072, 9 =8.26 x 1072 K' = 244 x107%um™', § = 1.89 x

1072, 8" =8.26x1072, 5" = 3.68x 1072

Slika 6.2: Na slikama 6.2a, 6.2¢, 6.2e, a usporedba numerickog rjeSenja i TBA modela s vezom izmedu
prvih, drugih i tre¢ih susjeda prikazana je na slikama 6.2b, 6.2d, 6.2f. Ispod svake slike navedeni su
pripadni indeksi loma i parametri dobiveni prilagodbom
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7 Zakljucak

Na primjerima je pokazano svojstvo diskretnih sustava da mogu imati dimenziju vec¢u
od prostora u kojem se nalaze te shema spajanja vrhova kvadratne resetke s bazom
koja je ekvivalentna dvosloju. Napravljena je poveznica elektrodinamickih veli¢ina
i matematickih pojmova. Neuspjes$no je napravljen pokusaj realizacije dvosloja kva-
dratnih reSetki u dvodimenzionalnoj kvadratnoj reSetci s bazom jer za realisticne
parametre nije moguce dovoljno izobliciti i lokalizirati stanje da se integrali koji de-
finiraju Sg ol Jgﬁ, dovoljno smanje za druge susjede te tako ostvare traZene veze.
Daljnji pokusaji mogli bi i¢i produbljivanjem i proSirivanjem valovoda (i kanalica)
tako da se pojave visa vezana stanja, ali da su stanja vezana bolje lokalizirana i da je
izobli¢enost bolje izrazena. Naravno, sustav (3.36) viSe ne bi bio rijesiv analiticki pa
bi postupak bio mijenjanje geometrijskih parametara i amplitude varijacije indeksa
loma za dani broj vezanih stanja po valovodu te numericko izracunavanje vrpci koje
bi se onda usporedile s (3.26.). Kada bi se postignuto zeljeno poklapanje vrpci, dvos-
loj bi bilo ostvaren.

Korak dalje bio bi se pokusati koristiti lokalizirana stanja u kontinuumu [7] kao sta-
nja od kojih se grade vrpce u TBA modelu.

Alternativno bi se moglo koristiti tuneliranja potpomognutom resetkom (engl. gra-
ting assisted tunneling) [8] tako da se prekine veza izmedu elemenata baze unosenjem
male razlike u indeksu loma izmedu njih, Sto bi efektivno ostvarilo dvije odvojene
kvadratne resSetke, a onda bi se tuneliranje vratilo uvodenjem dodatne resetke mnogo
manjeg indeksa loma ovisne o z. Ova metoda odgovara postupku postizanja rezo-
nantnih prijelaza hladnih atoma u optickoj resetci pomocu lasera [9].
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Dodaci

Dodatak A Dijagonalizacija jednog valovoda

#rjesavanje jednog wvalovoda © izracun preklopa J © S za cilinidricni valovod
import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

from scipy import integrate as integ

import sys

xmin=0

xmax=30

Nptsx=90
xstep=(xmax-xmin) /Nptsx

x=np.arange (xmin, xmax, xstep)

ymin=0

ymax=30

Nptsy=90
ystep=(ymax-ymin) /Nptsy

y=np.arange(ymin, ymax, ystep)

a=20
nOL=4*10%x (-4)
sigma=0.1x*a
bx=0.3*a

by=0.3*a

n0=2.3
lamb=500*10%* (-3)
k0=2*np.pi*n0/lamb
delta=0

X,Y=np.meshgrid(x,y,indexing=’"xy’)

def jama(x,y,nOL,sigma,xmax,ymax) :

return nOL*np.exp(-0.5%((x-xmax/2)**2/sigma**2+(y-ymax/2)**2/sigma**2))

def baza(x,y,nOL,sigma,xmax,ymax,delta):
return

(nOL+delta)*np.exp(-0.5*%((x-xmax/2) **2/sigma**2+(y-ymax/2) **2/sigma**2))

O=jama(X,Y,nOL,sigma,xmax,ymax)

B=baza(X,Y,n0L,sigma,xmax,ymax,delta)
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Z=2% (kO*xstep) **2*0/n0-4
U=2* (kO*xstep) **2xB/n0-4
1=1len(Z[0,:1)

matrica=np.zeros ((Nptsx**2,Nptsx**2))
matrical=np.zeros ((Nptsx**2,Nptsx**2))
L=len(matrical[0][:])

i=0
b=0
h=np.arange(0,1,1)

while i<1:
for j in h:
matricalb] [b]=Z[i] [j]
matricalb] [b-1]=1
if b+1<L:
matricalb] [b+1]=1
matricalb] [b-Nptsx]=1
if b+Nptsx<L:
matricalb] [b+Nptsx]=1
matrical[b] [b]=U[i] [j]
matrical[b] [b-1]=1
if b+1<L:
matrical[b] [b+1]=1
matrical[b] [b-Nptsx]=1
if b+Nptsx<L:
matrical [b] [b+Nptsx]=1
b+=1

i+=1

frek,vekt=np.linalg.eigh(matrica)
frekl,vektl=np.linalg.eigh(matrical)
print (frek)

broj=0
broj1=0
for i in np.arange(0, len(frek), 1):
if frek[i]>=0:
print (’Negativna konstanta propagacije u valovodu bez $\Delta$:
{}’ . format (-frek[i]/(2xkO*xstep**2)))
k=i
broj=1

23



if frek1[i]>=0:
print (’Negativna konstanta propagacije u valovodu s $\Delta$:
{}’ .format (-frek1[i]/(2+k0*xstep**2)))
g=1
broji=1

if broj==0:
print (’Valovod bez $\Delta$ nema vezano stanje’)

sys.exit()

if broj1==0:
print(’Valovod s $\Delta$ nema vezano stanje’)

sys.exit()

Nptsx1=240
Nptsy1=240

f00=np.zeros ((Nptsxl,Nptsyl), dtype=np.complex_)
fOa=np.zeros ((Nptsxl,Nptsyl), dtype=np.complex_)
faa=np.zeros((Nptsx1l,Nptsyl), dtype=np.complex_)
fbb=np.zeros ((Nptsx1,Nptsyl), dtype=np.complex_)
fOabb=np.zeros ((Nptsx1l,Nptsyl), dtype=np.complex_)
osno=np.zeros ((Nptsx1,Nptsyl), dtype=np.complex_)
baza=np.zeros((Nptsxl,Nptsyl), dtype=np.complex_)

n=0
j=0
while n*Nptsx<L:
for i in h:
fOO0[j+0.5%(Nptsx1-Nptsx)] [i+0.5% (Nptsx1-Nptsx)]=vekt [i+n*Nptsx] [k]
f0a[j+0.5* (Nptsx1-Nptsx)+Nptsx*ax/xmax] [1+0.5* (Nptsx1-Nptsx)]=vekt [i+n*Nptsx] [k]
faa[j+0.5%(Nptsx1-Nptsx)+Nptsx*ax/xmax] [i+0.5*(Nptsx1-Nptsx)+Nptsy*ay/ymax]
=vekt [i+n*Nptsx] [k]
fob[j+0.5*% (Nptsx1-Nptsx) +Nptsx*bx/xmax] [i+0.5* (Nptsx1-Nptsx) +Nptsy*by/ymax]
=vektl [i+n*Nptsx] [g]
n+=1

j+=1

for i in h:
for j in h:
osno [i+0.5% (Nptsx1-Nptsx)] [j+0.5% (Nptsx1-Nptsx)]=-k0*0[i] [j]/nO
baza[j+0.5* (Nptsx1-Nptsx) +Nptsx*bx/xmax] [1+0.5* (Nptsx1-Nptsx)+Nptsy*by/ymax]=
-k0*B[i] [j1/n0
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def latt(x, y, m, n, nOL, ax, ay, bx, by, delta, sigma):
return nOL*np.exp(-0.5*(x—ax*m)**2/sigmax*2-0.5% (y-ay*n) **2/sigma**2)
+(nOL+delta)*np.exp(-0.5* (x-ax*m-bx) **2/sigmax*2-0.5% (y-ay*n-by) **2/sigma**2)

brvalovx=8
brvalovy=8
ml=np.arange(0,brvalovx,1)

nl=np.arange(0,brvalovy,1)

Xmax=brvalovx*ax

Xstep=(Xmax-xmin) /Nptsx1
x1=np.arange(xmin, Xmax-Xstep, Xstep)
Ymax=brvalovy*ay

Ystep=(Ymax-ymin) /Nptsy1l
yl=np.arange(ymin, Ymax-Ystep, Ystep)

X1,Y1,M1,N1=np.meshgrid(x1, y1, ml, nl, indexing=’xy’)

resetkal=-kO*(np.sum(latt (X1, Y1, M1, N1, nOL, ax, ay, bx, by, delta,
sigma), axis=(2,3)))/n0-osno

resetka2=-k0*(np.sum(latt(X1, Y1, M1, N1, nOL, ax, ay, bx, by, delta,
sigma), axis=(2,3)))/n0-baza

produkt=np.conj(f0a)*resetkal*f00
produktl=np.conj(fbb)*resetka2*f00
produkt2=np.conj (fbb) *resetka2*f0a
produkt3=np.conj(£00) *resetkal*fbb
produkt4=np.conj (fbb)*f0a
produkt5=np.conj(£0a)*£00
produkt6=np.conj (fbb) *£00
produkt7=np.conj(£00)*resetkal*f00

J=integ.trapz(integ.trapz(produkt,x1),y1)
K=integ.trapz(integ.trapz(produktl,x1),y1)
Kcrtica=integ.trapz(integ.trapz(produkt2,x1),y1)
K2=integ.trapz(integ.trapz (produkt3,x1),y1l)
Si=integ.trapz(integ.trapz(produkt6,x1),y1)
S2=integ.trapz(integ.trapz (produkt4,x1),y1)
S3=integ.trapz(integ.trapz(produkt5,x1),y1)
dbeta=integ.trapz(integ.trapz (produkt7,x1),y1l)

print ()
print (’Koeficijenti preskoka:’)

print(’(00) i (0a) = {}’.format(J))
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{3}’ .format(K))
{}’ .format (Kcrtica))

print(’ (00) i (bb)
print (’ (bb) i (0a)
print ()

print(’S-ovi’)

print (°S1={}’.format (S1))

print (°S2={}’.format (52))

print (°S3={}’.format (S3))

print (’dbeta={}’.format (dbeta))

plt.figure()

plt.imshow(np.real (f00), origin=’lower’,extent=[xmin,80,ymin,80])
plt.colorbar()

plt.show()
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Dodatak B Usporedba TBA modela i numerickog rjeSenja

#komentirani dijelovi koda odgovaraju slucaju u kojem su ukljuceni preskoct
tzmedju drugih susjeda

import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

from Imfit import minimize, Parameters #Ova bibilioteka nije dio paketa
Anaconda

Npts=128

xmin=0

xmax=20

xstep=(xmax-xmin) /Npts

x=np.arange (xmin,xmax,xstep)

broj=15
bct=np.arange(-broj,broj+1,1)
X,Y,M,N=np.meshgrid(x,x,bct,bct,indexing="xy’)

a=20
nOL=8%10%x (-4)
sigma=0.1*ax0.75
bx=0.3%a

by=0.3*a

n0=2.3
lamb=500%10%* (-3)
k0=2*np.pi*n0/lamb
delta=0
Gx=Gy=np.pi/a

def kern(x,y,m,n,Gx,Gy):

return np.exp(1j* (m*Gx*x+n*Gy*y))

#Izgled jedinicne celije; treba komentirati funkcije kanall asimetricni za
resetku cilindricnih valovoda, celija @ kanal za resetku asimeiricnih te
asimetricnt za resetku vezanu kanalicima

def celija(x,y,nOL,sigma,a,bx,by):
return -kO*nOL*(np.exp(-0.5*x**2/sigma**2-0.5%y**2/sigma**2)

+np.exp(-0.5%(x-a)**2/sigma**2-0.5*y**2/sigma**2)

+np.exp(-0.5*x**2/sigma*x*2-0.5%(y-a)**2/sigma**2)
+np.exp(-0.5*(x-a)**2/sigma**2-0.5% (y-a) **2/sigma**2)) /n0

-kO* (nOL+delta)*np.exp(-0.5*%(x-bx)**2/sigma**x2-0.5% (y-by) **2/sigma**2) /n0

27



def kanal(x,y,nOL,sigma,a,bx,by):
expl=-0.5%(x-a) **2/sigma**2
exp2=-0.5%(y-a) **2/sigmax*2
exp3=-0.5%(x) **2/sigmax*2
exp4=-0.5%(y) **2/sigma**2
explb=-0.5% (x-a-bx)**2/sigma**2
exp2b=-0.5*%(y-a-by) **2/sigmax*2
exp3b=-0.5% (x-bx) **2/sigma**2
exp4b=-0.5% (y-by) **2/sigma**2
kor1=-0.5%(x)**2/sigma**2-0.5% (y) **2/sigma*x*2
kor2=-0.5*(x-bx)**2/sigma**2-0.5% (y-by) **2/sigma**2
kor3=-0.5*(x-bx) **2/sigma**2-0.5% (y) **2/sigma**2
kor4=-0.5*(x)**2/sigma*x*2-0.5% (y-by) **2/sigma**2
korb5=-0.5*(x-a)**2/sigma*x*2-0.5% (y) **2/sigma**2
kor6=-0.5%(x-a) **2/sigma**2-0.5% (y-by) **2/sigmax*2
kor7=-0.5%(x)**2/sigma**2-0.5% (y-a) **2/sigma**2
kor8=-0.5*(x-bx) **2/sigma**2-0.5% (y-a) **2/sigma**2
kor9=-0.5*(x-a) **2/sigma**2-0.5% (y-a) **2/sigma**2
return -kO*nOL* (np.exp(expl)+np.exp(exp2)+np.exp(exp3)+np.exp(expd)+
np.exp(explb)+np.exp(exp2b)+np.exp (exp3b) +np. exp (expdb)
-np.exp(korl)-np.exp(kor2)-np.exp (kor3) -np.exp (kord) -np. exp (kor5) -np. exp (kor6)
-np.exp(kor7)-np.exp (kor8)-np.exp(kor9))/n0

def asimetricni(x,y,nOL,sigmax,sigmay,a,bx,by):
dl=np.exp(-0.5*x**2/sigmax**2-0.5*y**2/sigmay**2)

+np.exp(-0.5*x**2/sigmay**2-0.5*y**2/sigmax**2)
gl=np.exp(-0.5*x**2/sigmax**2-0.5% (y-a)**2/sigmay**2)

+np.exp(-0.5*x**2/sigmay**2-0.5x (y-a) **2/sigmax**2)
dd=np.exp(-0.5*(x-a)**2/sigmax**2-0.5*xy**2/sigmay**2)

+np.exp(-0.5%(x-a) **2/sigmay**2-0.5xy**2/sigmax**2)
gd=np.exp(-0.5*(x-a)**2/sigmax**2-0.5% (y-a)**2/sigmay**2)

+np.exp(-0.5%(x-a)**2/sigmay**2-0.5% (y-a) **2/sigmax**2)
ba=np.exp(-0.5*(x-bx)**2/sigmax**2-0.5% (y-by) **2/sigmay**2)

+np.exp(-0.5% (x-bx) **2/sigmay**2-0.5% (y-by) **2/sigmax**2)
return -kO*nOL*(dl+gl+dd+gd+ba)/n0

#uvrstiti nekomentirane funkcije 1 zeljene parametre umjesto fje

viour=(np.sum(fje)*kern(X,Y,M,N,2*Gx, 2*Gy) ,axis=(0,1) ) *xstep**2) / (xmax-xmin) **2

X1,Y1=np.meshgrid(x,x,indexing="xy’)
slika=celija(X1,Y1,0.6*n0L,sigma,a,bx,by)+kanal (X1,Y1,0.4%n0L,0.1*sigma,a,bx,by)
plt.imshow(slika,origin=’lower’,extent=[xmin,xmax,xmin,xmax],cmap=’bone’)
plt.show()
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Nk=10

kxpathl=np.arange (0,Gx,Gx/Nk)
kxpath2=Gx*np.ones (Nk)

kxpath3=np.arange (Gx,0,-Gx/Nk)
kxpath=np.concatenate ((kxpathl,kxpath2,kxpath3))

kypathl=np.zeros (Nk)

kypath2=np.arange (0,Gy,Gy/Nk)

kypath3=np.arange (Gy,0,-Gy/Nk)
kypath=np.concatenate ((kypathl,kypath2,kypath3))

path=np.vstack((kxpath,kypath))

dul jina=len(kxpath)
kspace=np.arange(0,duljina,1)
b=np.zeros((duljina,2))
dim=len(bct) **2

for p in kspace:
kx=kxpath[p]
ky=kypath [p]
matrica=np.zeros((dim,dim), dtype=np.complex_)
for k in np.arange(0,dim,1):
for 1 in np.arange(0,dim,1):
i=-broj+np.floor(k/(2*broj+1))
m=-broj+np.floor(1/(2xbroj+1))
j=-broj+np.fmod(k,2*broj+1)
n=-broj+np.fmod(1l,2*broj+1)
if i-m+broj+1>=0 and i-m+broj+1<2*broj+1 and j-nt+broj+1>=0 and
j-n+broj+1<2%broj+1:
matricalk,l]=vfour[i-m+broj+1,j-n+broj+1]
if k==1:
matricalk,l]=matricalk,1]+((kx+2*i*Gx)**2+(ky+2*j*Gy) **2) / (2¥k0)
beta=np.linalg.eigvalsh(matrica)
blp,:]=betal0:2]
print (p)

beta0=-0.00036730828493407514
Jc=-4.261167089917892e-05
Kc=-9.593639476349126e-05
Sc=0.0367926080518
Sp=0.0825526076997
dbeta=-6.788535441424382e-05
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parametri=Parameters()

parametri.add(’J’, value=Jc, max=0)
parametri.add(’J1’, value=Kc, max=0)
#parametri.add(’J2’,value=Jp, maz=0)
parametri.add(’b0’, value=betal, max=0)
parametri.add(’db’, value=dbeta, max=0)
parametri.add(’S’, value=Sc, min=0,max=10**(-1))
parametri.add(’S1’, value=Sp, min=0, max=10**(-1))
#parametrt.add(’S2’, wvalue=Sc, min=0, maz=10*%*(-1))

def gbtbal(kxky,J,K,betal,dbeta,S,S1):
kx,ky=kxky
ZAG=np. cos (kx*a)+np.cos (ky*a)
A=(1+2%S*ZAG) **2-S1**2
B=-2% ((1+2*S*ZAG) * (dbeta+2*J*ZAG) -S1*K)
C=(dbeta+2*J*ZAG) *x*2-K**2
#  COS=np.cos(0.5%(kz-ky)*a)**2
#  A=(1+2*S*ZAG) #*2-S1#*2-2%S1 %524 ZAG-4*COS*S2**2

B=-2* (1+2*S*ZAG) * (dbet a+2* J*ZAG) +2*S1*K+2+S 1% J2*ZAG+2+S2+K*ZAG+8%S2% J2*COS
#  C=(dbeta+2*J*ZAG) *#2-K**2-2%K* J2*ZAG-4*COS* J2#*2
return 0.5%(-B-np.sqrt (Bx*2-4*AxC))/A+betal

def gbtba2(kxky,J,K,betal,dbeta,S,S1):
kx,ky=kxky
ZAG=np. cos (kx*a)+np. cos (ky*a)
A=(1+2*%S*ZAG) **2-S1**2
B=-2* ((1+2*S*ZAG) * (dbeta+2*J*ZAG) -S1*K)
C=(dbeta+2%J*ZAG) **2-K**2
#  COS=np.cos(0.5%(kx-ky)*a)**2
# A= (1+2+S*ZAG) *%2-S1%%2-2%S1 ¥S2* ZAG—4 *COS*S2+%*2

B=-2* (1+2*S*ZAG) * (dbeta+2* J*ZAG) +2*S1*K+2*S1% J2*ZAG+2*S2+K*ZAG+8+*S2* J2+COS
# C=(dbeta+2*J*ZAG) **2-K**2-2%K* J2*ZAG—4*COS* J2+*2
return 0.5%(-B+np.sqrt (Bx*2-4*xAxC))/A+betal

def fit_fja(parametri,kxky,data):
kx,ky=kxky
J
K = parametri[’J1’].value
#  J2= parametri[’J2°].value

beta0 = parametri[’b0’].value

parametri[’J’] .value
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dbeta=parametri[’db’] .value

S = parametri[’S’].value

S1 = parametri[’S1’].value
S2=parametri[’S2’°].value
ZAG=np.cos(kx*a)+np. cos (ky*a)
ZAG1=np.cos((kx-100)*a)+np.cos ((ky-100)*a)
A=(1+2%S*ZAG) **2-S1%*2
B=-2% ((1+2*3*ZAG) * (dbeta+2*J*ZAG) —-S1*K)
C=(dbeta+2*J*ZAG) **2-K**2
A1=(1+2%S*ZAG1) **2-S1**2
B1=-2% ((1+2%S*ZAG1) * (dbeta+2*J*ZAG1) -S1*K)
Cl=(dbeta+2*xJ*ZAG1) **2-K**2

COS=np.cos (0.5%(kr-ky)*a) **2

A=(1+2*S*ZAG) ¥#2-S1%*2-2*S1*S2*ZAG—4 *COS*S2%*2

B=-2* (1+2*S*ZAG) * (dbeta+2*J*ZAG) +2*S1*K+2*S 1% J2*ZAG+2+S2+K* ZAG+8*S52* J2+C0OS
C=(dbeta+2*J*ZAG) **2-K**2-2+K* J2* ZAG—4 *COS* J24*2
A1=(1+2*S*ZAG1) **2-S1**2-24%S1 xS+ ZAG1 -4 *COS*S2+*2

B1=-2*(1+2+%S*ZAG1) * (dbeta+2*JJ*ZAG1) +2*S1*K+2%S1% J2*ZAG1+2+S2*K*ZAG1+8%S2* J2*C0OS
C1=(dbeta+2*J*ZAG1) **2-K**2-2*K* J2*ZAG1 -4 *COS* J2**2

funk1=0.5% (-B-np.sqrt (B**2-4*A*C)) /A
funk2=0.5%(-Bl+np.sqrt (B1**2-4xA1xC1)) /Al

thetal=0.25%(np.sign(99-kx)+1)*(np.sign(99-ky)+1)
theta2=0.25*(np.sign (kx-99)+1) * (np.sign(ky-99)+1)

tba=funkl*thetal+funk2*theta2+betal

return tba-data

npath=np.concatenate ((path,path+100) ,axis=1)
data=np.concatenate((b[:,0],b[:,1]))

koef = minimize(fit_fja, parametri, args=(npath,data), method=’slsqp’)

print (koef .params)

line=gbtbal (path,koef.params[’J’] ,koef.params[’J1’] ,koef.params[’b0’] ,koef.params[’db’],

koef .params[’S’] ,koef.params[’S1’])

linel=gbtba2(path,koef.params[’J’] ,koef.params[’J1’] ,koef.params[’b0’],koef.params[’db’],

koef .params[’S’] ,koef.params[’S1°])

#line=gbtbal (path,koef.params[’J’],koef.params[’J1’],koef.params[’J2°],koef.params[’b0’],
koef .params [’db’] ,koef .params[’S’] ,koef .params[’S1’] ,koef.params[’S2’])
#linel=qbtba2(path,koef.params[’J’],koef.params[’J1’],koef.params[’J2°],

koef .params[’b0’] ,koef .params[’db’] ,koef.params[’S’] ,koef.params[’S1’] ,koef.params[’S2°])
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plt.figure()

plt.plot(kspace,b[:,0],’0’)

plt.plot(kspace,b[:,1],’0’)
plt.plot(kspace,line,linestyle=’--")
plt.plot(kspace,linel,linestyle=’"--")
plt.xticks((0,10,20,30), (r’$\Gamma$’,’X’, M’ ,r’$\Gamma$’))
plt.xlabel(r’$k$’)

plt.ylabel(r’$\beta$’)

plt.show()
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