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UvoD

Temu ovog diplomskog rada odabrala sam kako bih opisala i metodicki obradila
objavljene zadatke iz TEDS — M istrazivanja. Objavljeni zadaci ispituju matematicko
metodicko 1 sadrzajno znanje buduc¢ih ucitelja matematike u nizim 1 viS§im razredima

osnovne Skole.

S ciljem da ovaj diplomski rad bude koristan studentima, odnosno budu¢im uciteljima i

profesorima, svaki od objavljenih zadataka metodicki je rijeSen i detaljno obrazloZen.

U prvom poglavlju opisana je struktura TEDS — M istraZivanja te dimenzije
matematickog znanja koje se ispituju. Pritom je dana 1 tablica sadrzajnih podrucja i tema te
opis kognitivnih domena prema kojima su zadaci matematickog sadrzajnog znanja bili
klasificirani. Nadalje, zadaci koji ispituju matematicko metodicko znanje razvrstani Su

unutar tri podrucja, od kojih je svako opisano u tablici.

Ovim poglavljem obuhvacen je 1 opis zadataka prema vrsti te izgled ispitnih knjizica,
kao 1 nacin vrednovanja odgovora ispitanika. Na kraju poglavlja dani su primjeri

vrednovanja objavljenih zadataka koji nisu usli u glavno istrazivanje.
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Drugo poglavlje obuhvaca objavljene zadatke za buduce ucitelje nizih razreda osnovne
Skole. Svaki od zadataka metodicki je rijeSen te, ukoliko se radi o zadatku viSestrukog izbora,

objasnjen je izbor distraktora.

Trec¢e poglavlje obuhvaéa objavljene zadatke za buducée uclitelje matematike visih

razreda osnovne $kole, uz metodicku interpretaciju kao u prethodnom poglavlju.

Na kraju, htjela bih se zahvaliti svojoj mentorici prof. dr. sc. Aleksandri Cizme3iji na

ulozenom trudu i pomo¢i prilikom pisanja ovog rada.
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1. OPISTEDS - M ISTRAZIVANJA

TEDS-M (Teacher Education and Development Study in Mathematics) je
medunarodno komparativno istrazivanje o matematickom stru¢nom i metodickom te
pedagoskom obrazovanju studenata razli¢itih zemalja koji studiraju na studijima za ucitelje
primarnog obrazovanja, tj. razredne nastave, te nastavnickim studijima za ucitelje
matematike u niZem sekundarnom obrazovanju, odnosno viSim razredima osnovne Skole.
Istrazivanje je od 2008. godine provela medunarodna asocijacija IEA (International
Association for the Evaluation od Educational Achievement)!, a provedeno je u 20 zemalja,
odnosno pokrajina s razli¢itih kontinenata i s razli¢itim obrazovnim sustavima i tradicijama.
Zemlje sudionice istrazivanja TEDS — M 2008 bile su: Australija, Bugarska, Bocvana, Cile,
Kineski Tajpeh, Finska, Francuska, Njemacka, Hong Kong, Italija, Republika Koreja,
Meksiko, Norveska, Filipini, Singapur, Spanjolska, Svicarska, Tajland, Ujedinjeno

Kraljevstvo, Sjedinjene Americke Drzave.

LIEA (International Association for the Evaluation od Educational Achievement) je nezavisna medunarodna
udruga medunarodnih istrazivackih institucija i drzavnih istrazivackih agencija.
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Utemeljeno na rezultatima istrazivanja TIMSS? i ostalih prethodnih medunarodnih
studija u¢enickih matematickih kompetencija, istrazivanje TEDS — M 2008 usmjereno je na
pripremljenost uéitelja za poucavanje matematike u nizim i vi§im razredima osnovne $kole,
klasificiranih prema ISCED — u® kao primarno i nize sekundarno obrazovanje. U
istrazivanju su prikupljeni i analizirani nacionalno reprezentativni podatci zemalja sudionica
kako bi se ukazalo na sporne probleme te kako bi se poboljsali smjer i praksa u
visokoskolskom obrazovanju buduéih ucitelja i nastavnika matematike. Sastojalo se od tri

isprepletene komponente:

e KOMPONENTA 1 : istrazivanja o obrazovnoj politici, Skolovanju ucitelja i1
nastavnika matematike te drustvenom okruzenju na nacionalnoj razini.

o KOMPONENTA II : istrazivanja o smjerovima u obrazovanju ucitelja i nastavnika
matematike, institucijama, programima, standardima i oc¢ekivanjima o znanju
ucitelja i nastavnika matematike.

e KOMPONENTA III : istrazivanja o matematickom sadrzajnom, metodickom I
ostalom povezanom znanju buducih ucitelja primarnog obrazovanja i1 ucitelja

matematike u nizem sekundarnom obrazovanju.

Kljuéna pitanja u istrazivanju odnosila su se na veze izmedu ove tri komponente, kao §to
su veze izmedu Smjerova u obrazovanju nastavnika, institucionalne prakse i matematickih

sadrzajnih, metodickih i ostalih rezultata buduéih uéitelja i nastavnika.

Razvoj okvira za istrazivanje TEDS — M bio je suradnicki proces koji je trajao gotovo
Cetiri godine, od jeseni 2003. do jeseni 2007. godine. Kako bi osigurali da TEDS — M bude
istrazivanje s medunarodnom perspektivom, u razvoj istrazivackih instrumenata ukljuceni
su istaknuti matematicari, nastavnici matematike 1 psithometri¢ari iz zemalja razlicitih

kultura i tradicija u poucavanju matematike.

2 TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) je medunarodno istraZivanje u kojem se
ispituju matematicke i prirodoslovne kompetencije ucenika Cetvrtih i osmih razreda osnovne Skole. U
istrazivanju TIMSS 2011 sudjelovala je i Hrvatska.

3 ISCED (International Standard Classification of Education) je medunarodna standardna klasifikacija
obrazovanja.
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1.1. Ispitivana podrucja

Istrazivanje TEDS — M 2008 prikupljalo je podatke o sustavu obrazovanja ucitelja

primarnog obrazovanja i ucitelja matematike unutar zemalja sudionica na tri razine:

Na slici 1. dan je pregled i medusobni utjecaj ispitivanih podru¢ja u TEDS — M

Rezultati: Koji je stupanj i dubina matematickog 1 povezanog nastavnickog

znanja koje dosezu ucitelji?

Institucije i programi: Koje su glavne karakteristike ustanova i programa za
obrazovanje ucitelja? Na koji na¢in se te karakteristike razlikuju izmedu zemalja?

Koje su mogucnosti ucenja dostupne uciteljima matematike? Koji su sadrzaji

programa za obrazovanje ucitelja i na koji su nacin organizirani?

kurikuluma, osiguranja kvalitete i financiranja?

istrazivanju.

Slika 1. Pregled i medusobni utjecaj ispitivanih podrucja u TEDS — M istrazivanju

Karakteristike buduéih uéitelja

e (Godine 1 spol
¢ Prethodna karijera

prije obrazovanja za uéitelja
¢ Stupan) matematickog

obrazovama dosegnut prije

obrazovanja za ucitelja

¢ Stupanj obrazovanja dosegnut

Karakteristike mentora za buduce
uéitelje

Akademsko obrazovanje
Iskustvo u poucdavanju
Uwjerenja

Pregled matematickog
sadrzajnog 1 matematickog
metodickog znanja,
pedagoikog 1 praktiénog
Znanja

Drzavna politika: Kakva je drzavna obrazovna politika u pogledu zaposljavanja,

Smyjer, ikolovanje 1

Karakteristike programa za
obrazovanje uéitelja

Uwjett 1 praksa
Prilika za ucenje
Struktura gradiva

Prilika za prakticno iskustvo

druitveno okruZenje na
medunarodnom stupnju

N~

R

L 4

Rezultati uéenja
Znanje buducih ucitelja
o Matematicko sadrzajno
Znanje
¢ Matematicko metodicko
znanje
o Matematicko pedagosko
znanje
Uwjeremja buducih uértelja
* Priroda matematike
¢ Priroda poudavanje
matematike
¢ Prroda udenja matematike
¢ Samoucmkovitost
s Spremnost na poucavanje
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TEDS-M-ov istrazivacki tim razvio je Cetiri upitnika. Prvi upitnik bio je namijenjen
budué¢im uciteljima primarnog obrazovanja i ukljucivao je zadatke koji ispituju njihovo
matematicko znanje potrebno za poucavanje. Drugi upitnik odnosio se na buduce ucitelje
matematike u nizem sekundarnom obrazovanju i sadrzavao je zadatke koji ispituju njihovo
matematicko znanje. Kako bi se vrednovalo matematicko sadrzajno i metodicko znanje,
upitnik za buduce ucitelje uklju¢ivao je pitanja vezana uz opce predznanje, prilike za
sudjelovanje u programima ucenja te uvjerenja o poucavanju i u¢enju matematike. Preostala

dva upitnika bila su upitnik za mentore i upitnik o institucionalnim programima.

1.2. Dimenzije matemati¢kog znanja

Istrazivanjem TEDS — M ispitane su dvije dimenzije znanja buduc¢ih ucitelja: njihovo
matematicko sadrzajno znanje (MSZ) i matematicko — metodi¢ko znanje (MMZ). Kako bi
se maksimalno povecala veza s ostalim medunarodnim istrazivanjima, TEDS — M je za
Ispitivanje matematickog sadrzajnog znanja upotrijebio matematicki okvir TIMSS — a

(razvijen za ucenike) i prilagodio ga studentima.

1.2.1. Matematic¢ko sadrZajno znanje

Zadaci iz podruc¢ja matematickog sadrzajnog znanja bili su analizirani su prema tri
dimenzije: sadrzajno podrucje, kognitivha domena i kurikulumski stupanj. Okvir sadrzajnog
znanja bio je prilagoden prema TIMSS 2007 i TIMSS Advanced 2008. Sadrzajna podrucja
ukljucivala su: brojeve i operacije, geometriju i mjerenje, algebru i funkcije te vjerojatnost i
statistiku. Vecina sadrzaja prikazanog u tablici 1.1. primjerena je buduc¢im ugéiteljima u oba
odgojno-obrazovna ciklusa (primarno i niZze sekundarno obrazovanje), 0sim naprednih tema
iz algebre i funkcija koje nisu ukljucene u ispitivanje prve skupine buducih ucitelja. Sva
Cetiri podrucja trebala su biti jednako zastupljena, no ustanovljeno je da nisu sve zemlje
sudionice imale jednake mogucnosti za u€enje vjerojatnosti i statistike. Stoga je to podrucje
u ispitivanju manje zastupljeno. Kognitivne domene ukljucivale su: znanje, primjenu i

rasudivanje, a kurikulumski stupnjevi bili su pocetni, srednji i napredni.
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Tablica 1.1. Sadrzajna podrucja i teme

PODRUCJE TEMA
Prirodni brojevi
Razlomci i decimalni brojevi
Brojevni izrazi
Pravilnosti i veze
Cijeli brojevi
Omijeri, proporcije i postotci
Iracionalni brojevi
Teorija brojeva
Geometrijski likovi
Geometrija i mjerenje Geometrijska mjerenja
AnalitiCka geometrija
Pravilnosti
Algebarski izrazi
JednadZzbe/formule 1 funkcije
Napredne teme: npr. limesi,
neprekidnost, matrice
(za nize sekundarno obrazovanje)
Prikazivanje i organizacija podataka
Vijerojatnost i statistika |  Citanje i interpretiranje podataka
Vjerojatnost

Brojevi i operacije

Algebra i funkcije

1.2.1.1. Kognitivnhe domene

TEDS — M je od istrazivanja TIMSS 2007 i TIMSS Advanced preuzeo podjelu
kognitivnog podru¢ja na znanje, primjenu i rasudivanje. Prvo podrucje, znanje, pokrivalo je
¢injenice, postupke i1 koncepte koje studenti moraju znati, dok je drugo podrucje, primjena,
bilo usmjereno na sposobnost primjene tog znanja pri odabiru i stvaranju modela te pri
rjeSsavanju problema. TreCe podrucje, rasudivanje, ispitivalo je sposobnost koriStenja
analitiCkih vjestina, generalizacije i primjene matematike u nepoznatim i kompleksnim

kontekstima. Ponasanja povezana sa svakim od ta tri podru¢ja prikazana su u donjoj tablici.

Tablica 1.2. Podjela kognitivnog podrucja

Znanje
o Sjetiti se definicija; terminologije; svojstava brojeva;
Sjetiti se o ! . ..
geometrijskih svojstava i notacije.
Prepoznati Prepoznati matematicke objekte, oblike, brojeve i izraze;
P prepoznati objekte koji su matematicki ekvivalentni.
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Izvrsiti algoritamske postupke zbrajanja, mnoZenja, dijeljenja i
oduzimanja prirodnih brojeva, razlomaka, decimalnih brojeva i

Izracunati e o . Sy .. . .
Zracunatl cijelih brojeva; odrediti priblizne vrijednosti brojeva za
procjenu izracuna; izvrSiti rutinske algebarske postupke.
Ocitati Ocitati informacije s grafa, iz tablica i drugih izvora; ocitati
jednostavne mjerne ljestvice.
Mijeriti Koristiti mjerne instrumente; prikladno koristiti mjerne jedinice;

procijeniti mjere.

Razvrstati/

Razvrstati/grupirati objekte, oblike, brojeve i izraze prema
zajednickim svojstvima; donijeti korektne odluke o pripadnosti

poredati klasi; poredati brojeve i objekte po svojstvima.
Primjena
Odabrati uc¢inkovitu/odgovarajucu operaciju, metodu ili
Odabrati strategiju za rjeSavanje problema u kojima je poznat algoritam
ili metoda rjesavanja.
Prikazati matematicke informacije i podatke pomocu dijagrama,
Predstaviti tablice, mape ili grafikona; stvoriti ekvivalentne prikaze za dani
matematicki objekt ili vezu.
—— Stvoriti odgovaraju¢i model, kao §to je jednadzba ili dijagram,
Modelirati o . :
za rjeSavanje rutinskog problema.
oy Pratiti i izvr$iti matematicke upute; crtati likove i oblike prema
[zvrsiti

danim svojstvima.

RjeSavati rutinske
probleme

Rjesavati rutinske ili poznate probleme (na primjer koristiti
geometrijska svojstva za rjeSavanje problema); usporediti i
pridruZiti razli¢ite prikaze podataka; koristiti podatke iz mapa,
tablica 1 grafova pri rjeSavanju rutinskih problema.

Rasudivanje

Analizirati

Odrediti i opisati ili koristiti veze izmedu varijabli i objekata u
matematickim situacijama; koristiti proporcionalno rasudivanje;
rastaviti geometrijske likove radi jednostavnijeg rjeSavanja
problema; nacrtati mrezu danog nepoznatog geometrijskog
tijela; predoditi transformacije trodimenzionalnih tijela;
usporediti 1 pridruZiti razlicite prikaze istih podataka; donijeti
valjan zaklju€ak iz danih informacija.

Generalizirati

Prosiriti podrucje djelovanja tako da rezultati matematickog
misljenja i rjeSavanja problema budu primjenjivi,
preformuliranjem rezultata u opcenitije i Sire primjenjive izraze.
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Kombinirati razli¢ite matematicke postupke za formiranje
rezultata, i kombiniranje rezultata za stvaranje daljnjih rezultata;
Sintetizirati/integrirati | stvaranje veza izmedu razli¢itih elemenata znanja i povezanih
prikaza, i stvaranje poveznica izmedu odgovaraju¢ih

matematickih ideja.

Navesti opravdanje za istinitu ili laznu tvrdnju pozivanjem na

Opravdavati » e
P matematiCke rezultate ili svojstava.

Rjesavati probleme iz matematickog ili realnog konteksta za
koje je malo vjerojatno da su se budu¢i nastavnici susreli s
njima, 1 primijeniti matematicke postupke u nepoznatim ili

slozenim kontekstima; koristiti geometrijska svojstva za
rjesavanje ne rutinskih problema.

Rjesavati nerutinske
probleme

1.2.1.2. Kurikulumska razina

Istrazivanje je proucavalo matematicko znanje potrebno za poucavanje te je
kurikulumska razina svakog zadatka iz podru¢ja matematickog sadrzajnog znanja

kategorizirana u jedan od tri stupnja: pocetna razina, srednja razina ili napredna razina.

Pocetna razina obuhvacala je matematicki sadrzaj koji se pouc¢ava u onim razredima
za koje se buduci ucitelj priprema. Srednja 1 napredna razina odnosile su se na matematicke
sadrzaje koji se poucavaju u razredima vi$im od onih za koje se budu¢i ucitelj priprema. Za
srednju razinu rije¢ je o jedan ili dva razreda vise, a za naprednu razinu o tri ili Cetiri razreda
vi$e od onih za koje se budu¢i nastavnik priprema. To je znacilo, na primjer, da se za studenta
koji se priprema za poucavanje u prva Cetiri razreda osnovne Skole, zadacima iz srednjeg
kurikulumskog stupnja, provjerava znanje matemati¢kog sadrzaja petog i Sestog razreda, ili
na primjer, da se za studenta koji se priprema za poucavanje u prva cetiri razreda osnovne
Skole, zadacima iz naprednog kurikulumskog stupnja, provjerava znanje matematickog

sadrZaja sedmog 1 osmog razreda.

1.2.2. Matemati¢ko — metodi¢ko znanje

U istrazivanju TEDS — M vaznu ulogu imalo je matematicko metodi¢ko znanje koje
je podijeljeno na tri podrucja: matematicko kurikulumsko znanje, znanje planiranja
matematickog ucenja i poucavanja te matematicko djelovanje u ucenju i poucavanju. Ta

podrucja uz prikladnu argumentaciju prikazana su u Tablici 1.1.3.
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Tablica 1.3. Okvir matematicko - metodickog znanja

Podrudje matematicko — metodickog
znanja

Matematicko kurikulumsko znanje ° Postaviti odgovarajuce ciljeve uc¢enja

Poznavati razli¢ite oblike vrednovanja

° QOdabrati mogu¢i naCin poucavanja 1

uspostaviti veze unutar kurikuluma

Prepoznati kljuéne ideje u programu

ucenja

Znanje matematickog kurikuluma

Znanje planiranja matematickogu€enjai | © Planirati i odabrati odgovarajuce aktivnosti

poucavanja ° Odabrati oblike vrednovanja

Predvidjeti tipi¢ne uceni¢ke odgovore,

ukljucujuéi i pogresno shvacanje

Planirati  odgovaraju¢e  metode za

predstavljanje matematickih ideja

Povezati didakticke metode S

instrukcijskim planom

Koristiti razli¢ite pristupe pri rjeSavanju

matematic¢kih problema

° Planirati izvedbu nastave

Matemati¢ko djelovanje u uCenju 1|° Analizirati i vrednovati  udenicka

poucavanju matematicka rjeSenja ili obrazlozenja

° Analizirati sadrzaj u¢enickih pitanja

Analizirati tipi¢ne ucenicke odgovore

ukljucujudi i pogresno shvacanje

° Objasniti ili predstaviti matematicke
koncepte ili procese

° Stvarati plodonosna pitanja

Odgovarati na neocekivane matematicke

probleme

Osigurati odgovarajucu povratnu

informaciju

Argumentacija

1.3. Ispitne knjiZice i vrste zadataka

S ciljem da svako podruc¢je bude mjerljivo 1 podjednako zastupljeno, broj zadataka
trebao je biti razumno velik. Testno vrijeme za matematiku bilo je ograni¢eno na 60 minuta,
stoga pojedini sudionik ni bi bio u moguc¢nosti odgovoriti na sve zadatke u testnom okviru,
pa je bilo potrebno formirati nekoliko testnih knjiZica s blokovima zadataka. Za studente

koji se pripremaju predavati u nizim razredima osnovne $kole pripremljeno je pet blokova
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zadataka, ukupno 75 zadataka, a za studente koji se pripremaju predavati u visim razredima

osnovne Skole pripremljena su tri bloka zadataka, ukupno 50 zadataka.

Zadaci su bili podijeljeni u tri skupine, prema odgovoru koji je zadatak zahtijevao: visestruki
izbor (VI), slozeni visestruki izbor (SVI) i konstruirani odgovor (KO). Visestruki izbor i
slozeni visestruki izbor odnosili su se na zadatke zatvorenog tipa, dok se konstruirani

odgovor odnosio na zadatke otvorenog tipa.

Tablica 1.4. Ucestalost pojedinog oblika zadatka

: Broj zadataka
Razina Nizi razredi Visi razredi
Oblik zadatka MSZ MMZ Ukupno MSZ MMZ Ukupno
VI 23 6 29 10 4 14
SVI 62 14 76 64 23 87
KO 5 14 19 13 2 15
Ukupno 90 34 124 87 29 116

1.4. Vrednovanje odgovora

Odgovori na zadatke viSestrukog izbora i na pod zadatke sloZzenog visestrukog izbora
bodovani su s jednim bodom za to€an i s nula bodova za neto€an odgovor. Bodovanje
zadataka konstruiranog odgovora baziralo se na metodologiji koju je razvila IEA. U
ovisnosti u stupnju slozenosti, pojedini je zadatak konstruiranog bodovan s jedan ili dva boda

za potpuno to€an odgovor:

e Jedan bod ukoliko je zadatak to¢no rijeSen, nula bodova ukoliko je zadatak netocno
rijesen.

e Dva boda ukoliko je zadatak potpuno to¢no rijeSen, jedan bod ukoliko je zadatak
djelomi¢no toc¢no rijeSen te nula bodova ukoliko je zadatak netocno rijeSen. Na
primjer, odgovor na zadatak koji ispituje matematicko sadrZajno znanje sadrzi
netocno rjesenje, ali zbog matematicki prikladnog rasudivanja dodjeljivao se jedan

bod, kao i za nepotpune odgovore koji nisu potpuno jasni.

Sistem bodovanja za zadatke konstruiranog odgovora koriStene su dvije znamenke. Prva
znamenka oznacavala je stupanj korektnosti pojedinog odgovora: ,,2* za odgovor koji nosi

2 boda, ,,1* za odgovor koji nosi jedan bod, ,,7* za neto¢an odgovor. Druga znamenka, u
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kombinaciji s prvom, korisStena je za razlikovanje metode koju je bududéi ucitelj upotrijebio
pri rjesavanju zadatka ili za pracenje ucestalih pogresSaka i miskoncepcija. Informacija koja

se moze ocitati iz druge znamenke davala je odgovore na sljedeca pitanja:

e Razlikuje li se koriSteni pristup pri rjeSavanju zadatka medu zemljama sudionicama?

e Je li neki od tih pristupa uspjesniji od drugih?

e Koje su zajednicke miskoncepcije koje imaju budu¢i uditelji 0 ispitivanom
konceptu?

e Koje su zajednicke pogreske buducih ucitelja?

Druga znamenka bila je broj izmedu 0 i 5, ovisno o tome koji je stupanj korektnosti u
odgovoru. Ukoliko je zadnja znamenka bila 9, to je znacilo da odgovor ne pripada ni jednoj
od prethodno navedenih kategorija. Primjer opéeg dvoznamenkastog bodovanja koriSten za

zadatke konstruiranog odgovora dan je u Tablici 1.4.

Tablica 1.4. Primjer opce kodne tablice

Kod | Odgovor

Toc¢an odgovor

20 | Tocan odgovor Tip 1
21 | Tocan odgovor Tip 2

29 | Ostali to¢ni odgovori
Djelomi¢no to¢an odgovor

10 | Djelomi¢no to¢an odgovor Tip 1
11 | Djelomi¢no tocan odgovor Tip 1

19 | Ostali djelomic¢no to¢ni odgovori

Netocan odgovor
70 | Netocan odgovor Tip 1
71 | Netoc¢an odgovor Tip 2

79 | Ostali neto¢ni odgovori
Bez odgovora
99 | Prazno

1.4.1. Primjeri vrednovanja zadataka

U nastavku dajemo primjere zadataka koriStenih u predtestiranju, koji nisu usli u

glavno istrazivanje. Svaki zadatak u ispitivanju TEDS — M opisan je matricom u kojoj se
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nalaze sljedece kategorije: domena, poddomena, stupanj i vrsta odgovora. Uz zadatke

konstruiranog odgovora dajemo i pripadne kodne tablice.

Primjer 1.

Kategorizacija

Domena: Matematicko metodicko znanje (MMZ)
Djelovanje — analiza i vrednovanje uc¢enickog matemati¢kog

Poddomena: rjeSenja ili argumenta; davanje prikladne povratne informacije
Stupanj: Pocetni
Vrsta odgovora: ViSestruki izbor

Gospodina Gorana iznenadilo je otkrice nove metode oduzimanja jednog njegovog

ucenika. Gospodin Goran pitao se vrijedi li ta metoda uvijek pa ju je pokazao kolegici Mariji.

37
-19

20

18

Oznaci jedan kvadratié¢

A. Trebala bi mu re¢i da ovaj postupak vrijedi

samo za ovaj zadatak i ove brojeve. O
B. Trebala bi mu re¢i da ovaj postupak

nema matemati¢ko objasnjenje. ]
C. Trebala bi mu dati do znanja da ovaj postupak

vrijedi za sve brojeve. m]
D. Trebala bi mu re¢i da ovaj postupak vrijedi samo

u specijalnim slucajevima. O

Sto mislite, §to bi mu Marija trebala reéi?

Napomena. U ovom zadatku je uklonjen odgovor E. ,,Nisam siguran/na.
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Primjer 2.

Kategorizacija

Domena: Matematicko sadrzajno znanje (MSZ)
Poddomena: Podatci

Kognltl\./na Rasudivanje

domena:

Stupanj: Srednji

Vrsta

Konstruirani odgovor

odgovora:

Ucitelj je pred ucenike postavio sljedeci problem:
Brojevi u nizu 7, 11, 15, 19, 23, ... povecavaju se za 4. Brojevi u nizu 1, 10, 19, 28,
37, ... povecavaju se za 9.

Broj 19 nalazi se u oba niza.

Ako bi se oba niza nastavila prema istom pravilu, koji ée se broj prvi sljededi

pojaviti u oba niza?

a) Koji je korektan odgovor na ovo pitanje?
b) Ucenik je na postavljeno pitanje odgovorio: ,27 i 46.“. Na temelju Cega je ucenik to

zakljucio?

Tablica 1.5. Kodna tablica za Primjer 2, (a).

Kod | Odgovor za (a) dio zadatka

Tocan odgovor

10 |55

Netocan odgovor

70 | Odgovori ,, 27, ,,19% 46, zakljuCeni na temelju pogresnog Citanja zadatka.

71 | Bilo koji drugi neto¢an odgovor.

79 Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne
odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).

Bez odgovora

99 | Prazno.
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Tablica 1.6. Kodna tablica za Primjer 2, (b).

Koéd | Odgovor za (b) dio zadatka

Tocan odgovor
Odgovor koji prepoznaje da je ucenik pogreSno procitao zadatak, pogresno
interpretirao zadatak ili pogresno razumio zadatak te objasnjava tu pogresku:

20 | Primjer:
Ucenik je pogresno interpretirao pitanje i dao odgovor na pitanje: ,, Koji se sljedeci
broj pojavljuje u svakom od nizova? .
Djelomicno to¢an odgovor
OgraniCen odgovor koji prepoznaje da je uCenik pogresno procitao, pogresno

10 interpretirao ili pogresno razumio pitanje, bez objasnjenja te pogreske.
Primjer:
UCcenik je pogresno procitao pitanje.
Odgovor koji objasnjava da su brojevi 27 i 46 brojevi koji slijede u svakom
pojedinom nizu, ali ne daje razloge zbog kojih je ucenik tako odgovorio na pitanje.

11 | Primjer:
To su brojevi koji slijede u svakom od nizova. Ucenik je dao brojeve koji slijede u
svakom pojedinom nizu, a nije dao broj koji je zajednicki u oba niza.
Netocan odgovor

79 Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne
odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora

99 | Prazno

Primjer 3.

Kategorizacija

Domena: Matematicko sadrZajno znanje (MSZ)
Poddomena: Podatci
Stupanj: Napredni za primarnu razinu, pocetni za viSu razinu

Vrsta odgovora: | SloZeni visestruki izbor

Vasi ucenici promatraju spinere na slici. Diskutiraju o vjerojatnosti da se kazaljka

zaustavi na osjen¢anom podrucju.

Spiner 1 Spiner 2 Spiner 3
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Odredite jesu li sljedece izjave ucenika potpuno istinite, djelomicno istinite ili potpuno
neistinite. Ako je jedna reCenica u izjavi istinita, a druga neistinita, izjavu oznacite kao
djelomicno istinitu.

Oznaci jedan kvadratié u svakom retku

Potpuno istinito Djelomicno istinito Neistinito

A. Sanja kaze: ,,Vjerojatnost je dvostruko

Veca za spinere 2 i 3 u usporedbi sa

spinerom 1, zato $to spineri 2 i 3 imaju

po dva podrucja na kojima se kazaljka

moze zaustaviti, dok spiner 1 ima jedno

takvo podrucje. . (] ] 0O
B. Gregor kaze: ,,Spineri 1 i 2 imaju jednaku

vjerojatnost jer su im osjencana podrucja

jednake povrsine. S druge strane, spiner 3

ima vecu vjerojatnost od spinera 2 jer ima

i ve¢u osjencanu povrsinu. “. (] ] 0O
C. Pavao kaze: ,,Spineri 1, 2 i 3 imaju jednaku

vjerojatnost jer su kutovi osjencanih

povrsina jednake velicine. . ] ] O
D. Miro kaze: ,,Vjerojatnost za spinere 1 i 2

je jednaka jer njihove osjencane povrsine

zauzimaju jednake udjele u krugu. Za

spinere 2 i 3 vjerojatnosti su razlicite

jer osjencana povrsina spinera 3 zauzima

veci udio u kvadratu nego osjencana

povrsina spinera 2 u krugu. “. (] ] O

Napomena. U ovom zadatku dodani su stupnjevi na dijagrame te je na spiner 3 dodana
isprekidana kruznica.
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Primjer 4.

Kategorizacija

Domena: Matematicko sadrzajno znanje (MSZ)
Poddomena: Algebra
Kognitivna __
, Primjena
domena:
Stupanj: Napredni

Vrsta odgovora: | Konstruirani odgovor

Na slici je prikazan graf funkcije zadane pravilom f(x)=x-sinx. Odredi u okolini

koje je od tocaka A i B nagib grafa veci.

A
Y

Tablica 1.7. Kodna tablica za primjer 4.

Kéd | Odgovor za (b) dio zadatka
Tocan odgovor
Odgovor koji prepoznaje da su nagibi grafa u tocki A i u tocki B jednaki.
20 Primjer: Ako je f(x)=x-sinx, onda je f'(xX)=1-cosx. U tocki x:% je
N1 L L 3z .. . .37
f'l = |=1, kao sto iutocki x=— vrijedi f'| — [=1.
2 2 2
Djelomic¢no to¢an odgovor
Odgovor koji korektno pokazuje derivaciju dane funkcije, ali sadrzi pogreske u
10 | odredivanju vrijednosti derivacije u zadanim tockama, na temelju kojih slijedi
zakljucak da su nagibi tangenata na graf dane funkcije u to¢kama A i B razliciti.
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11 Odgovor koji objasnjava da su nagibi u tockama A i B jednaki, uz objasnjenje koje
je djelomicno to¢no i djelomi¢no netocno.
Netocan odgovor

70 | Odgovori koji sadrze nekorektne pokusaje deriviranja zadane funkcije.

79 Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne
odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora

99 | Prazno.

U nastavku rada, organizirani u dva poglavlja, slijede odabrani primjeri objavljenih

zadataka za buduce ucitelje nizih i viSih razreda osnovne $kole te njihova detaljno razradena

rjeSenja.
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2. OBJAVLJENI ZADACI ZA BUDUCE UCITELJE PRIMARNOG
OBRAZOVANJA

Skupina objavljenih zadataka za ucitelje primarnog obrazovanja, tj. razredne nastave,
sastoji se od 24 zadatka koji ispituju matematicko sadrzajno znanje i 10 zadataka koji ispituju
matematicko metodicko znanje. Svaki od 24 zadatka koji ispituju matemati¢ko sadrZajno
znanje pripada jednoj od tri kognitivne razine: Znanje (15 zadataka), Primjena (8 zadataka)
Rasudivanje (1 zadatak), a svaki od 10 zadataka koji ispituju matematicko metodi¢ko znanje
pripada jednoj od dvije poddomene kurikuluma: Planiranje (6 zadataka), Upotreba (4
zadatka).

Zadaci su grupirani po skupinama prema sadrzajnoj domeni kojoj pripadaju: Brojevi
I operacije (10 zadataka), Algebra i funkcije (12 zadataka), Geometrija i mjerenje (8

zadataka), Podatci i vjerojatnost (4 zadatka).
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Pojmovi matemati¢ko sadrzajno znanje, matematicko metodicko znanje, sadrzajna
domena, poddomena, kognitivna razina i kurikulumska domena, kao i ishodi u¢enja, detaljno

su definirani i razradeni u poglavlju 1. koje opisuje strukturu TEDS — M istraZivanja.

Ovo poglavlje zapocinjemo preglednom tablicom svih objavljenih zadataka za
buduce ucitelje primarne razine obrazovanja, tj. razredne nastave, u kojoj su vidljivi ovi
podaci o pojedinom zadatku: identifikacijski broj, dimenzija znanja, sadrzajna domena,
poddomena, kratki opis, na¢in zadavanja, klju¢, maksimalan broj bodova i medunarodni
prosjek rijesenosti. Pritom, klju¢ u zadacima visestrukog izbora je jedan od brojeva 1 — 4,
ovisno o tome koliko je bilo ponudenih odgovora, odnosno skrac¢enica ,,KT*“ u zadacima

konstruiranog odgovora, koja oznacava da je odgovor dan u obliku kodne tablice.

Kako bismo zadrzali izvorni izgled zadataka iz TEDS — M istrazivanja, tablice i slike
koje su dijelovi teksta zadatka, ne¢emo posebno numerirati. Nakon teksta svakog zadatka
slijedi njegovo rjeSenje uz detaljno metodicko objaSnjenje, osvrt na ishod ucenja koji se
provjerava tim zadatkom te medunarodni postotak rijeSenosti preuzet iz ve¢ spomenute

tablice.



Tablica 2.1. Objavljeni zadaci za buduce ucitelje primarnog obrazovanja (razredna nastava)

. .. . Medunarodni
1D Dimenzija Sadrzajna . Vrsta Maksimalan .
] Poddomena Opis Klju¢ ] prosjek
zadatka znanja domena zadatka broj bodova
rijeSenosti
4 Podatci i . - . . 5
MFC106 MSZ N Primjena Pravednost igre dvjema kockicama. Vi 2 1 28%
vjerojatnost
MFC108 MMZ8 Algebra i funkcije | Rasudivanje lJJ i‘é?:ﬂz'”a koja najbolje predstavlja Anin VI 3 1 28%
MFC202A MSz Algebra i funkcije Znanje Istinitost algebarskih jednakosti. svI? 2 1 81%
MFC202B MSZ Algebra i funkcije Znanje Istinitost algebarskih jednakosti. svi 2 1 86%
MFC202C MSz Algebra i funkcije Znanje Istinitost algebarskih jednakosti. SVI 1 1 92%
MFC202D MSz Algebra i funkcije Znanje Istinitost algebarskih jednakosti. SVI 2 1 64%
MFC203 MSZ G‘;}"J?;‘;;{aa : Primjena | Povrina Setnice oko &etverokutnog bazena. VI 3 1 67%
Geometrija i . Interpretacija uéenickih Vennovih dijagrama o 0
MFC204 MSz mierenje Znanje pravokutnicima. VI 3 1 61%
MFC206A MSZ Brojevi i operacije Primjena Nepoznata masa na vagi. Vi 2 1 78%
MEC206B MMZ Brojevi i operacije Kurlk_ulu_m/ Sastavljanje razliCitog problema o potro$nji KO KT® 1 54%
planiranje | goriva.
Lo " . . o 20% (PT)®
MFC208A MMz Brojevi i operacije | Rasudivanje | Josipova zabuna u koristenju kalkulatora. KO KT 2 129% (DT)
0,

MFC208B MMZ Brojevi i operacije | Rasudivanje | Grafi¢ki prikaz 0.2 - 6 pomocu modela. KO KT 2 ]]_-20//: ((E-P)
MFC303 MSz Algebra i funkcije Primjena Nepoznata masa na vagi. Vi 3 1 82%
MFC304 MSz Brojevi i operacije Znanje Koliko je decimalnih brojeva izmedu dva broja? VI 4 1 54%
MFC307A MSZ anojr:re;trr];jea : Znanje Rjesavanje problema obujma objekata. Vi 1 1 78%

4 MSZ — Matemati¢ko sadrzajno znanje
5> VI - Visestruki izbor
& MMZ — Matemati¢ko metodi¢ko znanje

" SVI — Slozeni vigestruki izbor
8 KT — Kodna tablica
9 PT — Potpuno to¢no (2 boda); DT — Djelomi¢no to¢no (1 bod)

VINVYAOZVH90 OONIVINIHd
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7

Y

T¢



Medunarodni

1D Dimenzija Sadrzajna . Vrsta Maksimalan ]
. Poddomena Opis Klju¢ . prosjek
zadatka znanja domena zadatka broj bodova
rijeSenosti
MFEC307B MMZ Geo_metrl_Ja i Kurlk_ulu_m/ Prefo_rmulacua pitanja o volumenu i KO KT 2 38% (PT)
mjerenje planiranje kockicama. 14% (DT)
MFC308 MSZ Algebra i funkcije Primjena Pravilo za broj ljudi oko n stolova. KO KT 1 %
MFEC312 MMZ Algebra i funkcije Kurlk_ulu_m/ :lednad_zba koja se ne moze prikazati na vagi VI 2 1 38%
planiranje jednakih krakova.
MEC408 MSZ Geo.metrl_Ja i Primjena POVIV‘S.IIla raznostrani¢nog trokuta u kvadratnoj VI 1 1 60%
mjerenje mrezi.
Podatci i L N . . 29% (PT)
MFC410 MMZ vjerojatnost Rasudivanje Sli¢nosti i razlike u prikazu podataka. KO KT 2 38% (DT)
MFC412A MSZ Algebra i funkcije Znanje Tri uzastopna parna broja — znacenje k . VI 1 1 56%
MFC412B MSZ Algebra i funkcije Znanje Tri uzastopna neparna broja — korektan izraz. VI 2 1 51%
Geometrija i - N . 0
MFC501 MSZ mijerenje Znanje Mreza trostrane prizme. VI 4 1 85%
MEC502A MSZ _Pod_atCI i Rasudivanje Neoznac;_nl stupcasti dijagram — interpretacija VI 3 1 85%
vjerojatnost informacija.
MEC502B MMZ _Pod_atCI i Kurlk_ulum/ Poteskoca s predstavljanjem podataka u KO KT 2 23% (PT)
vjerojatnost planiranje problemu. 51% (DT)
MFC503A MSZ Brojevi i operacije Znanje Brojevi — racionalan ili iracionalan. SVI 2 1 74%
MFC503B MSZ Brojevi i operacije Znanje Brojevi — racionalan ili iracionalan. SVI 1 1 89%
MFC503C MSZ Brojevi i operacije Znanje Brojevi — racionalan ili iracionalan. SVI 1 1 69%
MFC503D MSZ Brojevi i operacije Znanje Brojevi — racionalan ili iracionalan. SVI 1 1 42%
. " Kurikulum/ . S 7% (PT)
MFC505 MMZ Brojevi i operacije planiranje Prepoznavanje dvaju najtezih problema. KO KT 2 20% (DT)
MFC508 MSZ Algebra i funkcije Primjena Uzorak od $ibica — predvidanje Oblika 10. VI 2 1 74%
: . : PR, 12% (PT)
MFC509 MSZz Algebra i funkcije Znanje Veéi2nilin + 2. KO KT 2 21% (DT)
703 Geometrija i - .. " . 19% (PT)
MFC511 MSZ mijerenje Primjena Duzina vrpce za dvije poklon kutije. KO KT 2 19% (DT)
Geometrija i Kurikulum/ . . i - 9% (PT)
MFC513 MMZ mierenje planiranje Dva razloga za mjerenje pomocu spajalica. KO KT 2 39% (D)
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2.1. Brojevi i operacije

Sadrzajna domena Brojevi i operacije podijeljena je na poddomene Prirodni brojevi,
Razlomci i decimalni brojevi, Brojevni izrazi, Pravilnosti i veze, Cijeli brojevi, Omijeri,
proporcije i postotci i Iracionalni brojevi. Objavljeni zadaci obuhvacaju po jedan zadatak iz
poddomena Prirodni brojevi, Omjeri, proporcije i postotci i Iracionalni brojevi te dva

zadatka iz poddomene Razlomci i decimalni brojevi.

U objavljenim zadacima koji ispituju matematicko metodi¢ko znanje vezano uz
prirodne i decimalne brojeve, od buduéih se ucitelja primarne razine obrazovanja o¢ekuje da
znaju analizirati tipi¢ne ucenicke odgovore, ukljucujuci i ucenicko pogresno shvacéanje
(miskoncepcije) vezano uz navedene matematicke sadrzaje. Takoder se ocekuje da buduci
ucitelji razlikuju i koriste metodicke modele klju¢ne pri uvodenju navedenih koncepata u
nastavi matematike. U objavljenim zadacima koji ispituju matemati¢ko sadrzajno znanje, od
buducih se ucitelja primarne razine obrazovanja ocekuje znanje koncepta proporcionalnosti

i omjera, koncepta decimalnih brojeva te koncepta racionalnih i iracionalnih brojeva.

2.1.1. Prirodni brojevi

U sljede¢im zadacima ispituje se matematicko sadrzajno i metodicko znanje buducih
ucitelja primarnog obrazovanja vezano uz racunske operacije zbrajanja i oduzimanja u skupu
{0,1,2,...,20} te uz razumijevanje koncepta decimalnih brojeva. Od ispitanika se o¢ekuje
poznavanje i konkretna primjena razli¢itih modela pomocu kojih u¢enici otkrivaju i usvajaju

navedene koncepte.

Zadatak 2.1.1. (MFC505)

Uciteljica petog razreda postavila je pred svoje ucenike 4 zadatka, daju¢i im upute da zadatke

rijeSe na koji god nacin Zele, ukljucujuéi koristenje materijala po zelji.

Zadatak 1:  Josip ima 3 paketa sli¢ica. U svakom paketu nalazi se po 6 sli¢ica. Koliko

ukupno sli¢ica ima Josip?

Zadatak 2:  Josko je imao 5 ribica u akvariju. Za rodendan je dobio 7 ribica. Koliko ribica
je imao nakon toga?
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Zadatak 3:  Ivan je imao nekoliko igracaka automobila. Izgubio ih je 7. Sad ima 4 igracke
automobila. Koliko je igracaka automobila Ivan imao prije nego je ijednu

izgubio?
Zadatak 4:  Marta je imala 13 balona. 5 balona je puklo. Koliko joj je balona ostalo?

Odredite koja dva zadatka ¢e uCenicima petog razreda biti teza od ostalih.

Odgovor. Rijesimo prvo zadatke koje je uciteljica postavila uéenicima, i to na nacin
primjeren prvom razredu osnovne Skole, u kojem se uci zbrajati i oduzimati u skupu
nenegativnih cijelih brojeva do 20. RjeSenje prvog zadatka je 18 slicica, do ¢ega ucenici
dolaze uzastopnim zbrajanjem 6+6+6=18. Naglasimo da zadatak neée rijesiti kao

3:6=18 jer mnoziti do 10 -10 uce tek u drugom razredu. Drugi zadatak rjeSava se

direktnom primjenom racunske operacije zbrajanja 5+7 =12 ribica, dok u tre¢em zadatku

treba postaviti brojevnu jednakost s nepoznatim ¢lanom, ftj. |:|—7=4 te ju rijesiti

primjenom veze raunskih operacija zbrajanja i oduzimanja, odnosno metodom vraéanja

unatrag, kao |:|=4+7=11 igrataka automobila. Kona¢no &etvrti zadatak rjeSava se

direktnim oduzimanjem i dobije se rjesenje 13—5=38 balona.

S obzirom na matematicke sadrZaje i procese koji se poucavaju u prvom razredu osnovne
Skole, o¢ito je da Zadatak 2. i Zadatak 4. pripadaju u Klasu tzv. rutinskih problema koji se
rjeSavaju odabirom prikladne raCunske operacije (biraju izmedu zbrajanja i oduzimanja) 1
njenom direktnom primjenom. S druge strane, u zadatku 1. od ucenika se o¢ekuje primjena
uzastopnog zbrajanja triju jednakih pribrojnika, uz prethodni odabir racunske operacije.
Indirektno, uenici ovdje primjenjuju svojstva zbrajanja, tj. njegovu asocijativnost. Zadatak
3 najslozeniji je od zadanih zadataka jer je u njemu potrebno prepoznati nepoznatu veli¢inu
(pocetni broj igracaka) 1 staviti je u vezu s poznatim podatcima odabirom korektne racunske
operacije te zapisivanjem brojevne jednakosti u kojoj se ta nepoznata veli¢ina nalazi.
Zapravo, od ucenika se ocekuje postavljanje jednadzbe te njeno rjeSavanje primjenom veze
zbrajanja i oduzimanja. Zbog svega navedenog, razvidno je da ¢e zadaci 1. i 3. u€enicima

biti teZi od preostalih dvaju zadanih zadataka.

Osim postavljanja brojevnih re¢enica, moguce je da ¢e ucenici postavljene zadatke
rjesSavati 1 grafickom metodom (crtanjem). Npr. slika koja odgovara rjeSenju prvog zadatka

mogla bi izgledati ovako:
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HENEEE
HO0000
NENEDE

Slika 2.1. Josipove slicice

a ucenici na pitanje odgovaraju direktnim prebrojavanjem nacrtanih objekata ili Cak

prebrojavanjem pomocu prstiju, bez ikakvog zapisa rije¢ima.

Zadatak 2. moze se rijesiti uz pomo¢ Slike 2.2.

i S S P WS
@ @ @ @ @ WP WS

Slika 2.2. Joskove ribice

te neposrednim prebrojavanjem.

Zadatku 3. mogla bi odgovarati Slika 2.3.,

zeusLEN! Sy Sy S Sy Sy S
Y ®

Slika 2.3. lvanovi automobili

dok se zadatak 4. moze vizualizirati ovako:

990099000009 PA

Slika 2.4. Martini baloni

Zadatkom 2.1.1. ispituje se matematicko metodi¢ko znanje vezano uz raéunske operacije
zbrajanja i oduzimanja u skupu {0,1,2,...,20}, a od ispitanika se ocekuje uvid u modele i

metode kojima raspolazu ucenici prvog razreda osnovne Skole. U nastavku dajemo pripadnu
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kodnu tablicu u skladu s kojom su u istrazivanju TEDS — M kodirani odgovori ispitanika.

Ovaj je zadatak tocno rijeSilo 77% ispitanika, a djelomi¢no to¢no 20% ispitanika.

Tablica 2.2. Kodna tablica za odgovore na zadatak za odgovore na zadatak MFC505

Kéd | Odgovor ‘Zadatak: MFC505

Tocan odgovor
20 | Zadatak 1 i zadatak 3 (ili zadatak 3 i zadatak 1)
Djelomi¢no to¢an odgovor
Zadatak 1 jedino to¢an (uz ili bez zadataka 2. i 4.)
Primjeri:
10 o Zadatak 1 i zadatak 2 (ili 2 i 1).
o Zadatak 1 i zadatak 4 (ili 41 1).
o Zadatak 1 i zadatak _ (prazno).
Zadatak 3 jedino to€an (uz ili bez zadataka 2 1 4).
Primjeri:
11 o Zadatak 3 i zadatak 2 (ili 2 i 3).
o Zadatak 3 i zadatak 4 (ili 4 i 3).
o Zadatak 3 i zadatak _ (prazno).
Netocan odgovor
Oznacen barem jedan zadatak, od ¢ega nijedan nije zadatak 1 ni zadatak 3.
Primjeri:
70 o Zadatak 2 i zadatak 4 (ili 4 i 2).
o Zadatak 2 i zadatak __ (prazno).
o Zadatak 4 i zadatak _ (prazno).
Ostali neto¢ni odgovori(ukljucujuci izbrisane, iskriZzane, necitljive, sluéajne

7 odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora
99 | Prazno.

2.1.2. Razlomci i decimalni brojevi

Zadacima koji slijede od buducih ucitelja razredne nastave ocekuje se razumijevanje i
koriStenja koncepata vezanih uz prirodne 1 decimalne brojeve te upotreba matematickih
metodickih modela, kao §to su modeli mjernih jedinica, modeli povrSine, modeli skupova

objekata i slicno.

Zadatak 2.1.2. (MFC208A, MFC208B)

Josip je primijetio da kad u kalkulator upise 0.2 - 6 dobije rezultat koji je manji od 6,
kad upise 6:0.2, dobije broj koji je veci od 6. To ga je zbunilo pa je od uciteljice zatrazio
novi kalkulator.

(@)  Sto je zbunilo Josipa?
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(b)  Graficki prikazi modele koje ucitelj moze iskoristiti kako bi pomogao Josipu da

shvati ZASTO je rezultat mnoZenja 0.2 -6 takav kakav jest.

Odgovor. U ovom zadatku od buducih se uditelja oCekuje razumijevanje koncepta
decimalnih brojeva te mnozenja decimalnog broja prirodnim brojem i dijeljenja prirodnog

broja decimalnim brojem.

Potrebno je uociti da je kod mnozenja prirodnog broja pozitivnim decimalnim brojem
manjim od 1 rezultat mnozenja uvijek broj koji je manji od tog prirodnog broja. U slucaju
dijeljenja prirodnog broja decimalnim brojem manjim od 1, rezultat dijeljenja uvijek je veci
od tog prirodnog broja. Drugim rije¢ima, za NneN i O<a<1 vrijedi O<a-n<1l-n=n i

n:a>n:1l=n. Ovaj je zadatak svrstan u kognitivhu domenu Rasudivanje.

Uzrok Josipovoj miskoncepciji nalazi se u cinjenici da je u svom prethodnom
matematickom obrazovanju ra¢unao samo u skupu prirodnih brojeva oslanjaju¢i se na
modele skupova objekata. Pritom se pri mnozenju (kao uzastopnom zbrajanju jednakih
pribrojnika) rezultat uvijek povecavao, a pri dijeljenju (kao uzastopnom oduzimanju
jednakih ¢lanova) uvijek smanjivao, $to je uvijek zorno ilustrirano fizickim i grafickim

modelima.

Umnozak 0.2-6 i koli¢nik 6:0.2 ne moZzemo modelirati uzastopnim zbrajanjem, odnosno
oduzimanjem u skupu objekata. Modeli za ove konkretne brojevne izraze su model povrSine

pravokutnika i pripadni model (pretvorbe) mjernih jedinica, npr.

P P=02m: -6m
6m
= 2dm - 60dm
=120dm? =1.2m?
0.2m
Slika 2.5. Pravokutnik 1
odnosno,
=6m?:0.2m
_ 2 a
7 —
02m| P =6cm = 600 dm?: 2 dm
=300 dm
a=7? =30m

Slika 2.6. Pravokutnik 2
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Nakon apstrahiranja dolazi se do sljedeCeg matematickog racuna: 0.2-6=12 i
6:0.2 =30. Osim postavljanja brojevnih recenica, mogucée je da ¢e ucenici postavljene
zadatke rjeSavati i grafickom metodom (crtanjem). Postotak to¢no rijeSenih zadataka bio je

20%, a postotak djelomicno tocno rijesenih zadataka bio je 12%.

Tablica 2.3. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC208A

Kéod | Odgovor | Zadatak: MFC208A

Tocéan odgovor
Odgovori koji sugeriraju da je zabuna u misljenju da mnozenje uvijek daje veci
rezultat, a dijeljenje uvijek daje manji rezultat.
20 | Primjer:
o  On misli da kad se mnozi, rezultat treba biti veci, a kad se dijeli rezultat
treba biti maniji.
Djelomi¢no to¢an odgovor
Odgovori koji sugeriraju da je zabuna u misljenju da mnoZenje uvijek daje veci
rezultat, a dijeljenje uvijek daje manji rezultat, ali ne i oboje.
10 | Primjer:
o  On misli da kad se mnoZi rezultat treba biti veci od jednog/oba broja.
e On misli da kad se dijeli rezultat treba biti manji od pocetnih brojeva.
Odgovori koji sugeriraju da Josip smatra da je 0.2 cijeli broj.
11 | Primjer:
o  On misli da mnozi i dijelis 2, ane s (.2.
Netoc¢an odgovor
Odgovori povezani s razumijevanjem decimalnih brojeva, dijeljenja i mnoZenja
decimalnih brojeva i upotrebe kalkulatora.
Primjer:
70 e On ne zna mnoziti (dijeliti) decimalne brojeve.
e On ne zna koristiti kalkulator.
e Matematicke operacije.
e Decimalna tocka.
Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne

7 odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora
99 | Prazno.

U drugom dijelu zadatka ocekuje se poznavanje i konkretna primjena razli¢itih modela
pomocu kojih ucenici otkrivaju operaciju mnozenja prirodnog broja decimalnim brojem
manjim od 1. Ispitanicima su predoceni model povrsine i model duljine. Istrazivanjem je
oCito zanemarena razliCita interpretacija umnozaka 0.2-6 i 6-0.2, odnosno umnozak 0.2-6
interpretirao se (primjenom komutativnosti mnozenja) jednako kao umnozak 6-0.2.
Odgovor je dan u kodnoj tablici. Medunarodni prosjek tocno rijesenih zadataka bio je 16%,

a prosjek djelomicno to¢no rijesSenih zadataka bio je 16%.
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Tablica 2.4. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC208B

Odgovor | Zadatak: MFC208B

Tocan odgovor

Prikladan graficki prikaz koji jasno pokazuje zasto je 0.2 - 6 jednako 1.2,
Primjer:
o [z 6 dijelova velicine 0.2 ocito je da 5 takvih dijelova daje jedno cijelo,
uz prikladan graficki prikaz.
Vidi Slike 2.7.,2.8.12.9. dolje.

Syez =1
e e

LI - (O

MWW—J\M/\M i i e
02 o2 o2 O o
Slika 2.7. Graficki prikaz 1
Y e [.:::.‘: ::::: A bmncerr e
20
TR v o . »q . ﬁ;}j ) o T
@2 { -./_ o 2{ sy 1‘[ }:.: 01{ ff;i;— _faif'}_{-fﬂ o :ﬁ"'ﬁ:"
\-‘—"‘"- W
Dozl =
Slika 2.8. Graficki prikaz 2
TNy A~y
0 02 04 b b po B2 v
Slika 2.9. Graficki prikaz 3
Djelomi¢no to¢an odgovor
Graficki prikaz koji pokazuje 6 dijelova veli¢ine 0.2, ali NE prikazuje jasno zasto
je to jednako 1.2. Prihvaca se ako je 0.2 prikazano kao jedna petina ili dvije
desetine.
Primjer: Vidi Sliku 2.10. dolje.
@2 & Vi
10 IRARRNRNE 2 E N

u\uuﬂﬁﬁ» L
82

Slika 2.10. Graficki prikaz 4

11

Graficki prikaz koji pokazuje da 5 dijelova veli¢ine 0.2 ¢ini jedno cijelo, ali NE
prikazuje da je 6 dijelova od 0.2 jednako 1.2.

Primjer: Vidi Sliku 2.11. dolje.
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Slika 2.11. Graficki prikaz 5

Graficki prikaz jednakosti 0.2 - 6 = 1.2 bez prikaza zasto je to istinito.
Primjer: Vidi Sliku 2.12. dolje.

12

Slika 2.12. Graficki prikaz 6

Netocan odgovor

Graficki prikaz koji pokazuje 6 dijelova od 0.2 bez prikaza $to je 0.2 ili da je 5
dijelova veli¢ine 0.2 jednako jedno cijelo.

Primjer: Vidi Sliku 2.13. dolje.

70 = % T B~ T I - 1 [+ T e | a'a__j

Slika 2.13. Graficki prikaz 7

Primjer rijecima koji sugerira brojanje dijelova veli¢ine 0.2.
Primjer:

e, Broji 6 dijelova od 0.2 na sljedeci nacin: 0.2,0.4,0.6,0.8,1.0,1.2."
Napomena: Ovo je dobra strategija u€enja, ali nije graficki prikaz.

......

71

79 | oznake ili oznake nevezane za zadatak).

Primjer: Jednadzba ili napisani racun oblika 0.2 - 6 = 1.2.
Bez odgovora

99 | Prazno

Decimalnim brojevima posvecen je i sljedeci zadatak.

Zadatak 2.1.3. (MFC304)
Koliko je decimalnih brojeva izmedu 0.20 1 0.30?

Oznaci jedan kvadratié

A 9

B. 10 (]
C. 99 O
D. Beskonacno O
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Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se koncept decimalnog broja, uredaja na skupu
decimalnih brojeva. U pozadini odgovora na postavljeno pitanje nalazi se gustoca skupa
racionalnih brojeva u skupu R pa ovo mozZe posluziti stjecanju uvida u ucenic¢ku
predkoncepciju o tom konceptu. Zadatak je svrstan u kognitivhu domenu Znanje. Uobicajeni
graficki model koji u Skolama sluzi vizualizaciji decimalnog broja jest kvadratna mreza
10x10, kao na slikama 2.14., 2.15. i 2.16. Uz nju, upotrebljava se joS$ i tzv. postotni Krug,

no on nije pogodan za rjeSavanje ovog zadatka.

Slika 2.14. Postotni krug

Broj 0.20 moze se u kvadratnoj mrezi 10x10 prikazati kao Slici 1.5., gdje 1 kvadrati¢

predstavlja 100 — ti dio cijelog kvadrata, tj. broj 0.01, odnosno ﬁ a 20 kvadratica

.20 ..
redstavlja —, tj. 0.20.
p ] 100 |

Slika 2.15. Kvadratna mreza 0.20

Na analogan nacin na donjoj slici prikazan je broj 0.30:

Slika 2.16. Kvadratna mreza 0.30
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Oslanjajuci se samo na ovaj graficki prikaz i na kvadrati¢ kao nedjeljivi ,,atom®, odnosno na
decimalne brojeve s dvije decimale, ucenici bi mogli (pogresno) zakljuciti da izmedu 0.20 i
0.30 ima 9 ili 10 decimalnih brojeva, i to 0.21, 0.22, ..., 0.29, odnosno 0.20, 0.21, ..., 0.29
ili 0.21, 0.21, ..., 0.30, ovisno o tome je li ukljucen ili iskljucen jedan od ,,rubnih‘ brojeva
0.20 ili 0.30. Ove miskoncepcije obuhvacene su distraktorima A. i B.

S druge strane, moguca interpretacija distraktora C. jest uoc¢avanje da su svakom od
dvaju zadanih decimalnih brojeva 0.20 1 0.30 mozZe dopisati jo$ jedna nula na mjesto
tisu¢inki, bez promjene vrijednosti, Sto vodi uocavanju 99 decimalnih brojeva 0.201, ...,
0.299 izmedu 0.200 i 0.300. Naravno, tocan odgovor je D. jer mozemo pripisati bilo koji
broj nula, tj. svaki od kvadrati¢a kvadratne mreze 10x10mozemo podijeliti na 10 sukladnih
pravokutnika, svaki takav opet na 10 sukladnih kvadrati¢a i taj proces moZemo neograni¢eno

nastaviti. Postotak rijeSenosti ovog zadatka bio je 54%.

2.1.3. Proporcionalnost

U nastavku dajemo zadatak u kojem se od buducih ucitelja primarne razine obrazovanja

oc¢ekuje matematicko sadrzajno znanje vezano uz koncept proporcionalnosti.

Zadatak 2.1.4. (MFC206A, MFC206B)

(a) Stroj potrosi 2.4 litre goriva za 30 sati rada.

Koliko ¢e litara taj stroj potrositi za 100 sati rada rade¢i jednakim ritmom?

Oznacdi jedan kvadrati¢

A 7.2
B. 8.0 o
C. 84 O
D. 9.6 =

(b) Osmislite problem istog tipa kao problem (a) (isti procesi i operacije) koji ¢e ucenici

osnovne Skole lakSe rijesiti.

Odgovor. U skolama se primjenjuju razlicite tehnike rjeSavanja zadataka poput (a), od
Cisto aritmetickih, svodenjem na jedini¢nu veli¢inu, do Cisto algebarskih, postavljanjem
razmjera 1 odredivanjem nepoznate veli¢ine u njemu. Svodenje na jedinicu pristup je kojim

se osvjeStava koncept proporcionalnosti, a posebice faktor, odnosno koeficijent
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proporcionalnosti. Tim pristupom, rjeSavanje ovog zadatka sastoji se u odredivanju
potrosnje stroja u jednom satu kao 2.4 : 30 = 0.08 litara, a zatim tijekom 100 sati rada
multipliciranjem 100-0.08 =8 litara. Na ovaj nacin, odredena je i potro$nja stroja po satu.

S druge strane, ozna¢imo li trazeni broj potroSenih litara goriva u 100 sati rada s x te

postavimo razmjer 2.4:30=x:100, rjeSavanjem  jednadZbe dobivamo
24.100 24
X = =

0 ?zslitara. Ovim pristupom gubi se dodatna informacija o jedini¢noj

potro$nji, a rje$avanje se svodi na proceduru. Ovim dijelom postavljenog zadatka ispitivana
je srednja kognitivna razina, Primjena, unutar matematickog sadrzajnog znanja
proporcionalnosti. To¢an je odgovor B. Postotak rijeSenosti bio je 78%.

Drugi dio zadatka odnosi se na matemati¢ko metodicko znanje ispitanika, odnosno
uocavanje elemenata ovog zadatka te doprinosa tih elemenata njegovoj zahtjevnosti. Zadatak
svakako otezava prisustvo decimalnog broja 2.4 s kojim je potrebno racunati te izvrsiti dvije
racunske operacije (dijeljenje i mnoZenje). One bi bile lakSe da se na mjestu broja 2.4. nalazi
djelitelj broja 30, npr. broj 3, 6, 9 itd. Umjesto 2.4. mogao bi se staviti i viSekratnik broja 30,
npr. 60, 120 i sl., no time se u pitanje dovodi realisti¢nost postavljenog zadatka. Zadatak bi
bio jos jednostavniji ukoliko bi jedna od operacija, npr. dijeljenje mogla biti izbjegnuta. U
tom slucaju, broj 100 trebao bi biti zamijenjen viSekratnikom broja 30 ili obrnuto, broj 30
zamijenjen djeliteljem broja 100.

Primjeri jednostavnijeg prvog tipa su:

e Stroj potrosi 6 litara goriva za 30 sati rada. Koliko ¢e litara goriva potroSiti za 100 sati
rada?

e Stroj potrosi 10 litara goriva za 30 sati rada. Koliko ¢e litara goriva potroSiti za 100 sati
rada?

e Stroj potrosi 60 litara goriva za 30 sati rada. Koliko ¢e litara goriva potroSiti za 100 sati
rada?

Slijede primjeri pojednostavljivanja drugog tipa:

e Stroj potrosi 2.4 litara goriva za 30 sati rada. Koliko ¢e litara goriva potrositi za 90 sati
rada?

e Stroj potrosi 2.4 litara goriva za 30 sati rada. Koliko ¢e litara goriva potrositi za 120 sati
rada?

Konac¢no, primjeri pojednostavljenja treceg tipa su:

e Stroj potrosi 2.4 litara goriva za 10 sati rada. Koliko ¢e litara goriva potrositi za 100 sati

rada?
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e Stroj potrosi 2.4 litara goriva za 25 sati rada. Koliko ¢e litara goriva potrositi za 100 sati
rada?
Postotak ispitanika koji su to¢no rijesili ovaj zadatak bio je 54%. U nastavku dajemo kodnu

tablicu prema kojoj su kodirani odgovori ispitanika.

Tablica 2.5. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC206B

Kéd | Odgovor | Zadatak: MFC206B
Tocan odgovor
Problem istog tipa (isti procesi i operacije), ali laksi za rijeSiti.
Primjeri:
10 o Stroj potrosi 3 litre goriva za 30 sati rada.
Koliko ¢e litara goriva potrositi za 100 sati rada?
e Auto potrosi 2.4 litre goriva za 50 km.
Koliko ce litara goriva potrositi za 100 km?
Netocan odgovor
Problem istog tipa (isti procesi i operacije) koji nije lakSi za rjeSavanje.
(Napomena: Zadaci procijenjeni kao zadaci jednake tezine nisu laksi.)
Primjeri:
70 e Stroj potrosi 2 litre goriva za 30 sati rada. Koliko litara goriva ¢e stroj
potrositi za 100 sati rada? (2 nije djeljivo s 3)
e Cijev ispusti 2 litre vode dnevno. Koliko je to mililitara u sekundi?
(zahtijeva znanje mjernih jedinica i raCunsko opterecenje je znatno vece)
Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne
79 oznake ili oznake nevezane za zadatak)
Primjer:
¢ Pitanja koja nemaju smisla/nemaju odgovor.
Bez odgovora
99 | Prazno.

2.1.4. lracionalni brojevi

Slijedi zadatak u kojem se budu¢im uciteljima primarne razine obrazovanja ispituje

matemati¢ko sadrzajno znanje vezano uz koncept iracionalnog broja.

Zadatak 2.1.5. (MFC503A, MFC503B, MFC503C, MFC503D)

Za svaki broj odredite je li racionalan ili iracionalan.

Oznaci jedan kvadratié u svakom retku

Racionalan Iracionalan

O O
B. 2 O O
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C. Va9 0 0
D. -3 0 O
2

Odgovor. U ovom zadatku ispituje se razumijevanje koncepta iracionalnog broja kao
decimalnog broja zapisa s beskona¢no mnogo decimala koje se ne ponavljaju periodi¢no.
Zadatak pripada kognitivnoj razini Znanje.

U pitanju A. ispituje se ¢injeni¢no znanje 0 broju = kao iracionalnom broju, odnosno
memoriranje C¢injenice da je m iracionalan (najniza taksonomijska razina), odnosno
memoriranje na primarnoj razini obrazovanja. Za pitanje B. potrebno je poznavati odnos

skupa N i skupa @, tj. prepoznati broj 2 kao prirodan broj i kao racionalan broj (N < Q).

U pitanju C. potrebno je znati da broj +/n,n e N, moze pripadati skupu prirodnih brojeva i
znati korjenovati broj 49, $to je takoder ¢injeni¢no znanje. Konacno, u pitanju D. ispituje se

osnovno poznavanje skupa @ i nadin zapisivanja racionalnih brojeva u razlomackom
zapisu. Dakle, racionalni brojevi su brojevi 2,v/49 - dok je m iracionalan broj. Postotci

rijeSenosti za pitanja A. — D. bili su 74%, 89%, 69%, 42% redom. Zacudujuca je slaba
rijeSenost pitanja D. Jedna moguca interpretacija naglaSena uloga pozitivnih racionalnih
brojeva u razlomackom zapisu tijekom matemati¢kog obrazovanja. Ispitanike je, moguce,

zbunio negativan predznak racionalnog broja u razlomackom zapisu.
2.2. Geometrija i mjerenje

Sadrzajna domena Geometrija i mjerenje podijeljena je na poddomene Geometrijski
likovi, Geometrijsko mjerenje te Oblik i prostor. Objavljeni zadaci obuhvacaju po jedan

zadatak iz svake od navedenih poddomena.

U zadacima koji ispituju matematicko metodicko znanje od buducih se uditelja
primarne razine obrazovanja o¢ekuje znanje vezano uz koncept mjere i koncept volumena.
Takoder se ocekuje da bududi ucitelji znaju odabrati i upotrijebiti razli¢ite modele i pristupe
pri rjeSavanju matemati¢kih problema te metodicki objasniti i predstaviti matematicke
koncepte. U objavljenim zadacima koji ispituju matematicko sadrzajno znanje ocekuje se
poznavanje koncepta povrsine, koncepta volumena, odnosa medu vrstama cetverokuta te

prepoznavanja mreza geometrijskih tijela.
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2.2.1. Geometrijski likovi

U nastavku dajemo dva zadatka u kojima se od buducih ucitelja primarnog obrazovanja
ispituje matemati¢ko sadrzajno znanje vezano uz koncept povrSine geometrijskog lika
(pravokutnika) te uspostavljanje odnosa i veza medu klasama geometrijskih likova (vrstama

¢etverokuta prema njihovim svojstvima).

Zadatak 2.2.1. (MFC203)

Pravokutni bazen ima poplo¢anu Setnicu (zatamnjeni dio na slici).

Kolika je povrsina Setnice?

70m -
1 Tﬂ

gEl]Ii-CE L i

T

I: 50m :1

23m

Nije u mjerila

Oznaci jedan kvadratic
100 m?
161 m?
710 m?

1610 m?

oo w >
OO O O

Odgovor. U ovom zadatku, koji pripada kognitivnoj razini Primjena, ispituju se koncept
i ratun povrSine pravokutnika. Pri njegovom rjesavanju potrebno je Koristiti metodu
promjene fokusa pa ¢emo zadatak rijesiti tako da prvo izraCunamo povrsinu pravokutnika
unutar kojega se nalaze Setnica i bazen (vanjskog pravokutnika), a zatim od te povrsine
oduzeti povrsinu pravokutnika koji oznacava povrSinu bazena. Povrsina pravokutnika unutar
kojega se nalaze Setnica i bazen jednaka je umnoSku duljina dviju susjednih stranica

vanjskog pravokutnika, odnosno, jednaka je 23-70 =1610 m?. Povrina bazena jednaka je

umnos$ku duljina dviju susjednih stranica unutarnjeg pravokutnika koji oznacava povrsinu
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bazena, odnosno jednaka je 18-50=900m?. Povrsina $etnice jednaka je razlici tih dviju
povrsina, odnosno jednaka je 1610—900 = 710 m?. Toéan odgovor je odgovor C. Postotak
rijeSenosti ovog zadatka bio je 67%.

Mnozenje razlike odgovarajuc¢ih duljina stranica vanjskog i unutarnjeg pravokutnika,
odnosno (70—50)-(23—-18) = 20-5 =100 m* vodi do distraktora A. Zbrajanjem svih duljina
koje su dane na slici, dobije se 70+50+23+18=161cm?, ¢ime mozemo objasniti ulogu

distraktora C. Distraktor D. dobije se izraCunom povrSine vanjskog pravokutnika bez

oduzimanja povrSine unutarnjeg pravokutnika.

Zadatak 2.2.2. (MFC204)

Tri ucenika nacrtala su Vennove dijagrame kao na donjoj slici, prikazujuci odnos izmedu
Cetiri vrste Cetverokuta: pravokutnika (PR), paralelograma (PA), rombova (RO) i kvadrata
(KV).

@ @

Tin Rina Mia

Ciji je dijagram korektan?

Oznadi jedan kvadratié

A. Tinov 0O
B. Rinin 0O
C. Mijin 0O

Odgovor. U ovom zadatku potrebno je uspostaviti odnose i veze medu klasama
geometrijskih likova, tj. razvrstati i povezati Cetverokute prema njihovim svojstvima.
Kognitivna razina ovog zadatka je Znanje. Uspostava hijerarhijskih odnosa medu svojstvima
geometrijskih oblika spada u tre¢u taksonomijsku razinu Van Hieleove teorije razvoja
geometrijskog misljenja, tzv. razinu neformalne dedukcije. Pritom Van Hiele razlikuje pet
razina geometrijskog misljenja, medu kojima klju¢nu razliku predstavlja nacin na koji smo
u stanju misliti o geometrijskim oblicima. Razina 0 je razina vizualizacije u kojoj su objekti
misljenja oblici 1 njihov izgled, a proizvod misljenja su klase ili grupe oblika koji izgledaju

,,sliéno®. Na razini 1, tzv. analizi, objekt misljenja su klase oblika, dok je proizvod misljenja
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svojstvo geometrijskog oblika. Razina 2 je razina neformalne dedukcije gdje je objekt
misljenja svojstvo oblika, a proizvod misljenja su odnosi medu tim svojstvima. Na trecoj
razini, tzv. razini dedukcije, objekt miSljenja su odnosi medu svojstvima geometrijskih
oblika, dok su proizvod miSljenja deduktivni aksiomatski sustavi geometrije. Kona¢no, na
posljednjoj, Cetvrtoj razini, objekt misljenja su odnosi medu svojstvima geometrijskih
oblika, dok su proizvod misljenja usporedbe i 0dnosi medu razliitim aksiomatskim
sustavima geometrije. Od budu¢ih ucditelja primarne razine obrazovanja, oc¢ekivali bismo
barem razinu neformalne dedukcije.

Slika prvog ucenika (Tin) ukazuje na njegovu dominantno vizualnu pojavnu predodzbu
o zadanim cetverokutima, koja se oslanja na njihove tipi¢ne prototipove, dok se svojstva
zanemaruju. Klase su potpuno odvojene jer likovi u njima ,,ne izgledaju jednako*. Takav
ucenik nalazi se na Van Hieleovoj razini vizualizacije.

Druga slika (Rina) ukazuje na djelomicnu uspostavu odnosa i veza zadanih Cetverokuta
jer su na njoj dobro nacrtani odnosi kvadrata, pravokutnika i paralelograma. Medutim,
problem nastaje pri povezivanju ovih klasa s klasom rombova budu¢i da ona obuhvaca klasu
kvadrata, ili ne i klasu pravokutnika. Problem Klasifikacije u ovom zadatku predstavljaju i
odnosi medu skupovima jer je potrebno kombinirati relaciju ,,biti podskup®, odnosno ,,biti
nadskup® sa skupovnim operacijama, konkretno s presjekom skupova.

Treca slika (Mia) je korektno nacrtana. Paralelogram moZemo opisati kao ¢etverokut
kojemu su nasuprotne stranice paralelne, pravokutnik mozemo opisati kao paralelogram s
Cetiri prava kuta, dok je romb paralelogram kojemu su sve stranice jednake duljine. 1z toga
slijedi da su romb i pravokutnik specijalne vrste paralelograma. Konacno, kvadrat moZzemo
opisati kao pravokutnik kojemu su sve stranice jednake duljine ili kao romb ¢iji su svi kutovi
pravi. Dakle, kvadrat je specijalan sluc¢aj romba, ali i specijalan slu¢aj pravokutnika. Tocan

odgovor je odgovor C. Postotak rijeSenosti bio je 61%.

2.2.2. Geometrijska mjerenja

U poddomeni Geometrijska mjerenja dajemo cCetiri zadatka u kojima se buduéim uciteljima
primarne razine obrazovanja ispituje matematicko sadrzajno i metodicko znanje vezano uz
koncept povrsine pravokutnog trokuta te vladanje prostornim zorom i konceptom volumena

geometrijskih tijela.
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Zadatak 2.2.3. (MFC408)

Povrsina svakog kvadrati¢a unutar kvadrata iznosi 1 cm?,

ol
ui
N

Kolika je povrsina (u cm?) zatamnjenog trokuta?

Oznaci jedan kvadratié¢

A. 3.5cm?
B. 4cm?
C. 4.5 cm?

D. 5cm?

O O O O

Odgovor. Ovaj zadatak rjeSava se metodom promjene fokusa i kategoriziran je u
kognitivnu razinu Primjena. Od buducih ucitelja ocekuje se poznavanje i primjena izraza za
povrsinu pravokutnog trokuta zadanog duljinama svojih kateta. PovrSina takvog trokuta

jednaka je polovini umnoska duljina njegovih kateta.

E D C
F
-k
T
A B

Slika 2.17. Zadatak 2.1.8.

Na slici 2.17. uo¢imo pravokutne trokute AABF, ABCD i ADEF. Izra¢unamo li povrsinu
tih trokuta i oduzmemo je od povrsine kvadrata ABCE, dobit ¢emo traZzenu povrSinu trokuta

ABDF . 1z teksta zadatka poznato je da je povrSina jednog naznacenog kvadrati¢a unutar
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kvadrata ABCE jednaka 1 cm?, iz &ega slijedi da je |EF|=|CD|=1cm, |AF|=|DE|=2cm i

|AB|=|BC|=3cm. Prema tome, povrina P, pravokutnog trokuta AABF, jednaka je

P = 3—22 =3 cm?, povrsina P, pravokutnog trokuta ABCD iznosiP, = 31 15 cm?, dok
je povrsina P, pravokutnog trokuta ADEF jednaka je P, = 271 =1 cm?. Povr$ina kvadrata

ABCD jednaka je kvadratu duljine njegove stranice, odnosno broju jedini¢nih kvadrati¢a te
iznosi 9 cm?. TraZzenu povrsinu P trokuta ABDF izracunat ¢emo kao razliku povrsine

kvadrata i povrsina prethodno analiziranih pravokutnih trokuta kaoP =P, — B —P, - P..

Dakle, P=9-3-1.5-1=3.5cm? Todan odgovor je odgovor A. Ovaj zadatak rijesilo je
60% ispitanika. Ostali ponudeni odgovori, tzv. distraktori, dobiju se procjenom rezultata.
Lako se uo¢i da povrsina kvadrata u koji je dani trokut smjesten iznosi 9 cm?®, prema ¢emu

se procjenom priblizno moze odrediti povr§ina osjenc¢anog trokuta.

Zadatak se moze rijeSiti i pomocu geoploce upotrebom Pickove formule za odredivanje
povrSine mnogokuta, no to se od budu¢ih ucitelja primarnog obrazovanja ne ocekuje.
Geoploca je metodicki model koji se koristi u nastavi matematike. Sastoji se od mreze tocaka
kao na slici 2.18. koja moze biti prikazana na papiru, no moze se napraviti i od fizickog

materijala, npr. ¢avli¢i na plo¢i, kao na Slika 2.1819.

Slika 2.19. Geoploca 1 Slika 2.18. Geoploca 2

Likovima smjesStenima na geoplo¢i, tj. onima kojima su vrhovi ¢vorovi mreZe, lagano je

odrediti povrsinu. U tome pomaze tzv. Pickova formula koja glasi p=U +§_ 1, pri ¢emu

je P povrsina mnogokuta, U broj tocaka mreze koje pripadaju unutrasnjosti te R broj tocaka
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mreze na rubu mnogokuta na geoploci. Pritom smatramo da je udaljenost susjednih toc¢aka
mreze u svakom retku i stupcu jedini¢na. Smjestimo zadani trokut na geoplo¢u kao na slici

2.20.

D
F e ° ° °

Slika 2.20. Prikaz zadatka 2.1.8. u geoploci

Iz slike odmah mozemo uoéiti da je U =31 R =3, pa upotrebom Pickove formule

slijedi da je povr$ina trokuta ABDF jednaka P =3+ g ~1=3.5cm’.

Zadatak 2.2.4. (MFC307A, MFC307B)

Osnovnoskolcima je dan sljedeci zadatak:
Sve kockice su jednake velicine. Koja se skupina ,, gradevina *“ od kockica po volumenu

razlikuje od ostalih?

et ;

(a) Koji je to¢an odgovor na ovo pitanje?
Oznaci jedan kvadratié
A. Skupina A O

B. Skupina B O
C. SkupinaC ]
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D. Skupina D ]

(b) Na koji se nacin prethodno pitanje moze preformulirati bez da se upotrijebi rije¢

volumen?

Odgovor. U ovom zadatku ispituje se prostorni zor i vladanje konceptom volumena
geometrijskih tijela. Od buducih ucitelja ofekuje se povezivanje 3D prikaza objekta s
njegovim 2D prikazom. Prema uvjetima zadatka, sve kockice na svim slikama jednake su
veli¢ine, Sto znaci da su jednakog volumena. Oznacimo ga s V. Volumen gradevine na svakoj
slici jednak je zbroju volumena svih ,,osnovnih* kocaka od kojih je ta gradevina sastavljena,
tj. jednak je umnosku broja takvih kocaka i volumena V. Dakle, kako bismo odredili volumen
svake gradevine, dovoljno je odrediti broj ,,osnovnih“ kocaka od kojih je izgradena.
Uocavamo da je na slici A. 8, a na slikama B., C. 1 D. 12 ,,osnovnih* kocaka, §to znaci da su

odgovarajuci volumeni jednaki redom
V, =8V, V, =V =V, =12V.
Prema tome, to¢an je odgovor A. Postotak rijeSenosti ovog zadatka bio je 78%.
U drugom dijelu zadatka od buducih uéitelja o¢ekuje se da znaju varirati tekst zadatka kako
bi ucenike nizih razreda osnovne $kole naveli da otkriju koncept volumena prije nego otkriju

njegov naziv i odgovaraju¢u mjernu jedinicu. Prihvatljivi odgovori dani su u Tablici 2.6.

Postotak korektnih odgovora bio je 38%, a postotak djelomi¢no to¢nih odgovora bio je 14%.

Tablica 2.6. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC307B

Kod | Odgovor Zadatak: MFC307B
Tocan odgovor
Preformulacija pitanja (a) u jednozna¢no pitanje bez upotrebe rijec¢i volumen.
Primjeri:
20 |° Koja se skupina kockica razlikuje od ostalih po broju kockica od kojih je
sastavljena?
e Sve male kockice su jednake mase. Koja se skupina kockica masom razlikuje
od ostalih?
Djelomi¢no to¢an odgovor
Pitanje bez upotrebe rijeci volumen koje obuhvaca iste vjestine ali je razli¢ito od
pitanja (a):
10 | Primjeri:
¢ Koja skupina ima najmanje kockica?
o Koja skupina zauzima najmanje prostora?
Netoc¢an odgovor
70 I?)mis@eno preformulirano pitanje koje obuhvaca vjesStine nevezane za volumen.
rimjer:
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e Koja skupina ima najvece oplosje?

Nejasno/lose definirano pitanje na koje se ne moze odgovoriti.

Primjeri:

e Koja se skupina velicinom razlikuje od ostalih? (veli¢ina je neodreden pojam)

e Kaoja skupina zauzima najvise prostora? (tri skupine imaju jednak volumen)

e Jedna se skupina razlikuje od ostalih. Rijesi misterij! (Razlikuje na Kkoji
nacin?)

79 Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne

oznake ili oznake nevezane za zadatak)

Bez odgovora

99 | Prazno

71

Djelomi¢no to¢ni odgovori sugeriraju da je jedna skupina kockica sastavljena od manje
kockica nego ostale skupine kockica, dok neto¢ni odgovori ukazuju na problem s
razumijevanjem pojma veli¢ine 1 s nedostatkom razlikovanja obiljezja. U netocnom
odgovoru koji sugerira da se jedna skupina razlikuje od ostalih, pocetni zadatak se ,,otvara“

jer postoji razli¢iti kriteriji prema kojima bi se dane skupine kockica mogle razlikovati.

Zadatak 2.2.5. (MFC511)

Na donjoj slici prikazane su dvije kutije za poklone umotane vrpcom. Kutija A je
oblika kocke brida duljine 10 cm. Kutija B je oblika valjka ¢iji su visina i promjer baze 10
cm.

Kutija A Kutija B

Za koju je kutiju potrebna dulja vrpca? Objasnite kako ste dosli do tog odgovora.

Odgovor. U ispitivanju TEDS — M ovaj je zadatak svrstan u kognitivnhu domenu
Rasudivanje. U njemu se od budu¢ih ucitelja primarne razine obrazovanja ocekuje misaona
vizualizacija na slici nevidljivih ploha koje omeduju pojedinu kutiju, kao i dijelova vrpci
priljubljenih uz te plohe. Za uspjesno rjeSavanje zadatka potrebno je poznavanje mreza
kocke i valjka i njihove veze sa zadanim mjerama (duljina brida kocke te visina i promjer
baze valjka), kao i interpretacija duljine vrpce u kontekstu zadanih mjera. U zadatku je
zapravo potrebno povezati dva dvodimenzionalna prikaza (prikaz u kosoj projekciji i mrezu)

jednostavnih trodimenzionalnih oblika kocke i valjka.
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10 cm

( )

N

10 cm

10 cm _
Slika 2.21. Mreza kocke i valjka

Uvidom u nacrtane mreZe i Na njima oznac¢ene vrpce na Slici 2.21. uo¢avamo da je uz svaku
stranu kocke priljubljen ,,kriz* od vrpce za koji je potrebno 10+10 =20 cmvrpce. Buduéi
da kocka ima 6 strana, ukupna potrebna duljina vrpce je 6 - 20 = 120 cm. Uoc¢imo da je
duljina svake pruge ,,kriza“ jednaka duljini brida kocke jer je vrpca postavljena paralelno s

bridovima kocke.

Sli¢no, duljinu vrpce potrebne za kutiju B odredit ¢emo analizom nacrtane mreze.
Odmah uo¢imo da je uz svaku od baza valjka priljubljen ,,kriz* od vrpce ¢iji su ,,krakovi‘
duljina promjera te baze, tj. kruga. Dakle, za svaku bazu treba 10+10 =20 cmvrpce, tj. za
omatanje obiju baza treba 2-20=40 cmvrpce. Nesto je sloZenije odrediti duljinu vrpce
potrebne za zamatanje plasta valjka, koji je oblika pravokutnika. Duljina jedna njegove
stranice, tj. horizontalne vrpce, jednaka je opsegu baze, a druga visini valjka. Kako je opseg
jednak umnosku duljine promjera baze i broja 7, duljina odgovarajuce vrpce paralelne s tom
stranicom iznosi 10 m = 31.4 cm. Za zamatanje plasta trebaju jo$ 4 trake duljine druge
stranice pravokutnika, tj. duljine 10 cm, za Sto je potrebno ukupno 4-10=40 cmvrpce.

Konacno, za zamatanje cijele kutije B treba priblizno 40 + 31.4 + 40 =111.4 cmvrpce.

Prema tome, viSe je vrpce potrebno za zamatanje kutije A.

Prikazano rjeSenje ukljucuje poznavanje 1 povezivanje razliitih matematickih
koncepata vezanih uz kvalitativna (oblik) i kvantitativna (mjere) obiljezja trodimenzionalnih
oblika. Medutim, zadatak se dao rijesiti i bez racunanja duljine vrpce, §to se zapravo i nije
trazilo. Bilo je potrebno uociti da su obje kutije zamotane na isti nacin. S obzirom na mjere
tih kutija, uocavamo da su dijelovi vrpce koji se odnose na omatanje njihovih baza jednake

duljine, kao i dijelovi vrpce koji stoje vertikalno u prostoru. Jedina je razlika u horizontalnim
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dijelovima vrpci koji omataju pobocja. Kako kod kutije A ta vrpca opisuje kvadrat, a kod

kutije B u taj kvadrat upisani krug (slika 23.), dulja je vrpca potrebna za kutiju A.

2
N

Slika 2.22. Krug upisan kvadratu

Postotak to¢nih rjeSenja bio je 19%, dok je zadatak djelomi¢no to¢no rijesilo 19% ispitanika.

U nastavku dajemo kodnu tablicu prema kojoj su bodovani odgovori ispitanika.

Tablica 2.7. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC511

Odgovor Zadatak: MFC511

Tocan odgovor

20

,Zakutiju A, s korektnim i detaljnim objasnjenjem, ukljucujuéi raGunanje duljine

vrpee.

Primjeri:

e Za kutiju A potrebno je 6 - 20 = 120 cm vrpce. Za kutiju B potrebno je 4 - 20 =
80 c¢m za pobocje, a 10m cm za bazu. Buduéi da je 10m < 40, za kutiju A
potrebno je vise vrpce.

e Za kutiju A potrebno je vise vrpce. Za kutiju A potrebno je 120 cm, a za kutiju B
110 cm (koristeéi m = 3).

21

,»Za kutiju A, uz potpuno objasnjenje (s ili bez racuna) usporedivanjem kvadrata

i kruznice (jednake Sirine), zajedno s uocenom ¢injenicom da su ostale vrpce

jednake duljine.

Primjeri:

e Zakutiju A jer je opseg kruga promjera 10 cm manji od opsega kvadrata stranice
duljine 10 cm, a ostale duljine vrpce su jednake.

e Za kutiju A. Kako je prikazano na donjoj slici, horizontalna vrpca oko valjka je
kraca nego vrpca oko kocke. Ostale duljine vrpce su jednake. Zato kutiji B treba

manje vrpce nego kutiji A.

e Za kutiju A. Opseg kruga je otprilike 31.4, a opseg kruga je 40. Za kutiju A treba
vise vrpce jer je duljina vrpce za preostali dio jednaka na obje kutije (80).

Napomena: Prihvacaju se razumne aproksimacije broja 7 kao $to su 3.14, 3.1, 3,22 /7 itd.
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Djelomi¢no to¢an odgovor

10

»Kutija A“, s korektnim i potpunim objasnjenjem kao u Kodu 20, ali s jednom
racunskom pogreskom (ili uz koriStenje pogresne formule) koja vodi to¢nom
odgovoru.

Primjer:

e Za kutiju A jer za nju treba 120 cm, a za kutiju B treba 60 + 10w < 120.

11

»Kutija B, s korektnim i potpunim objasnjenjem kao u kodu 20, ali s jednom

racunskom pogreskom (ili uz koristenje pogresne formule) koja vodi netocnom

odgovoru.

Primjeri:

¢80 + 10w = 120.4 (umjesto 111.4) > 120

e Kutija B jer za kutiju A treba 120 cm vrpce, a za kutiju B treba 80 + 257 >
120. (Koristena je formula za povrsinu umjesto formule za opseg kruga, ali s
namjerom usporedivanja opsega.)

12

»Za kutiju A*, s objasnjenjem koje sadrzi korektan racun i koje usporeduje razlicite

duljine vrpce za obje Kkutije, ali nije spomenuto da su ostale potrebne duljine vrpce

jednake.

Primjer:

e Za kutiju A treba vise vrpce jer je opseg cilindra 10w Sto je manje od opsega
kvadrata, 40.

13

»Za kutiju A*, uz objasnjenje koje korektno podupire odabir kutije A, ali

nedostaju detalji iz koda 20 i 21.

Primjeri:

o Za kutiju A jer kutija B moze stati unutar kutije A.

e Za kutiju A jer je opseg kruga manji od opsega kvadrata.

e Za kutiju A. Moze se vidjeti da je veca. Njena vrpca je duga 120 cm, a od kutije
B bi bila manja.

Netocan odgovor

70

»Za kutiju A”, bez ikakvog objasnjenja ili racuna.
Primjer: Za kutiju A.

71

»Za kutiju A.“ ili ,,Za kutiju B.“, s objaSnjenjem utemeljenom na konceptualnoj
pogresci.

Primjeri:

e Za kutiju A, s objasnjenjem utemeljenim na povrsini ili volumenu.

o Za kutiju A jer ima veci broj strana.

72

»Za kutiju A ii ,,Za kutiju B.%, s objasnjenjem utemeljenom na
nekorektno/nedovrSeno izra¢unatoj duljini vrpce za obje kutije.

Primjeri:

e Za kutiju B jer za kutiju A treba 60 cm, a za kutiju B 80.

73

»Zanijednu. Duljina vrpce je jednaka za obje kutije.*
Primjer:
® Duljina, Sirina i visina su jednake pa je potrebna jednaka duljina vrpce.

79

Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne
odgovore ili odgovore nevezane za zadatak)

Primjer:

e Kutija B. bez objasnjenja ili racuna.

Bez odgovora

99

Prazno
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Zadatak 2.2.6. (MFC513)

Prvi sat nastave posvec¢en mjerenju duzine gospoda Horvati¢ zapocinje tako da
ucenicima zada zadatak da izmjere $irinu svojih knjiga koristeci prvo spajalice, a potom
olovke.

Navedite DVA razloga zbog kojih gospoda Horvati¢ odabire ovakav nacin

poucavanja umjesto jednostavnog poucavanja ucenika o koriStenju ravnala?

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matemati¢ko metodi¢ko znanje vezano uz razvoj
koncepta duljine. Od buducih se ucitelja primarne razine obrazovanja ocekuje da kod
ucenika razviju razumijevanje pojma mjere, osvijeste uocavanje potrebe za standardnim
mjernim jedinicama i odabir najprikladnije mjerne jedinice. Razlozi zbog kojih gospoda
Horvati¢ odabire takav na¢in pouc¢avanja dani su u kodnoj tablici. Postotak to¢nih odgovora

bio je 9%, a djelomi¢no to¢nih 39%.

Tablica 2.8. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC513

Kéod | Odgovor | Zadatak: MFC513

Napomena: VaZzni i znacajni razlozi
Razlog 1: (Razumijevanje pojma mjere) KoriStenje slicnih/razli¢itih mjera omogucuje

razumijevanje koncepta mjere, da se svaki objekt/jedinica moze izmjeriti te da je mjerilo
na ravnalu samo ponavljanje jedini¢ne mjere.

Razlog 2: (Potreba za standardnim jedinicama) Kori$tenje nestandardnih jedinica moze,

stvaranjem nepreciznosti u mjerenju, pokazati potrebu za standardnim/formalnim
jedinicama 1 moZda stvoriti prilike za raspravljanje o povijesnom razvoju mjere.

Razlog 3: (Odabir najprikladnije jedinice) Koristenje predmeta razlic¢ite duljine pomaze

ucenicima da nauce odluciti koja je mjerna jedinica najprikladnija za mjerenje dane

duZine.

Tocan odgovor

20 | Odgovori koji daju bilo koja dva od tri gore navedena vazna i znacajna razloga.
Djelomi¢no to¢an odgovor

Odgovori koji daju samo Razlog 1: (Razumijevanje pojma mjere)

Primjeri:

10 | e Koristenje slicnih predmeta pri mjerenju omogucava ucenicima da se usmjere
na ideju mjerenja prije suocavanja s formalnim jedinicama i vjestinom
koristenja ravnala.
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e Koristenje predmeta iz svakodnevnog Zivota za mjerenje pokazuje da se sve
mozZe izmjeriti i ¢ini mjeru kao pojam jednostavnijom za razumjeti jer nema
apstraktne mjere za ocitavanje.

Odgovori koji daju samo Razlog 2: (Potreba za standardnom jedinicom)

Primjeri:

e Koristenje nestandardnih jedinica razlicite duljine za mjerenje daje razlicite

11 brojeve jedinica za istu duZinu i pokazuje potrebu za standardnim jedinicama.

o Koristenje razlicitih jedinica za mjerenje, kao Sto su spajalice i olovke znaci da
¢e ucenici dobiti razlicite odgovore za iste duZine i diskusijom o tome Sto mjera
jest osvijestiti potrebu za zajednickom mjerom i formalnijim sustavom mjerenja.

Odgovori koji daju samo Razlog 3: (Odabir najprikladnije jedinice)

Primjeri:

e Nastavnica zeli da ucenici uvide da trebaju razmisliti koja je jedinica

12 na]pril_’dadnija za razlicite duzine. Na primjer, olovke ce biti ucinkovitije nego
spajalice za dulje duzine. Spajalice ¢e biti ucinkovitije za krace duzine. Koraci
Ce biti bolji za dugacke duzine.

e Ovo ¢e pokazati da je vece duzine lakse mjeriti velikim jedinicama (olovkama),
a manje duzine manjim jedinicama (spajalice).

Netoc¢an odgovor

Odgovori koji su usmjereni na motivaciju, uzivanje itd.

Primjeri:

20 |° Ko:_fisvt_enje konkretnih materijala je zabavnije, motivirajuce, zanimljivo i
poticajno.

e Nije dosadno za ucenike kad nastavnik koristi razlicite metode i pomaze.

e Nastavnik zna da ée ucenici vise uzivati u radu ako koriste opipljive predmete.

Odgovori koji su usmjereni na druge nepovezane i beznacajne aspekte.

Primjeri:

71 |° Koristenje poznatih predmeta, kao Sto su olovke, razvija vjestine procjenjivanja.

e Nastavnik Zeli osnaziti kreativnost omogucujuci ucenicima da mjere pomocu
spajalica i olovaka.

e Zato da ucenici nauce kako mjeriti pomocu spajalica i olovaka.

79 Ostali neto¢ni (ukljucujuci izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne ili odgovore
nevezane za zadatak)

Bez odgovora

99 | Prazno

2.2.3. Oblik i prostor

U sljede¢em zadatku ispituje se matemati¢ko sadrzajno znanje buducih ucitelja matematike

primarnog obrazovanja vezano uz izgradnju trodimenzionalnog oblika na temelju njegovog

dvodimenzionalnog prikaza.
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Zadatak 2.2.7. (MFC501)

A

Koja mreza odgovara gornjoj slici?

Oznaci jedan kvadratid

A ]
B. ]
C. > ]
D. ]

Odgovor. U ovom zadatku od budué¢ih ucitelja se ocekuje misaona izgradnja
trodimenzionalnog oblika na temelju njegovog dvodimenzionalnog prikaza, tj. mreze.
Zadatak je klasificiran u kognitivnu razinu Znanje. Na slici uz tekst zadatka dana je pravilna
(uspravna) trostrana prizma. Njene su baze sukladni jednakostrani¢ni trokuti, a pobo¢je se
sastoji od tri sukladna pravokutnika. Zbog neodgovarajuéeg broja sukladnih trokuta u mrezi
(na slici ih je tri), odmah mozemo eliminirati odgovor C. Misaonim savijanjem eliminiramo

odgovor A. i odgovor B. Prema tome, to¢an je odgovor D. Postotak rijeSenosti bio je 85%.

2.3.  Algebrai funkcije

Sadrzajna domena Algebra i funkcije podijeljena je na poddomene Geometrijski uzoreci,
Algebarski izrazi te Jednadzbe i nejednadzbe. Objavljeni zadaci obuhvacaju tri zadatka iz
poddomene Geometrijski uzorci, sedam zadataka iz poddomene Algebarski izrazi te dva

zadatka iz poddomene Jednadzbe i nejednadzbe.



50 Algebra i funkcije

U objavljenim zadacima koji ispituju matemati¢ko metodicko znanje, od buducih se
ucitelja primarne razine obrazovanja o¢ekuje znanje vezano uz prepoznavanje geometrijskih
uzoraka. Takoder se ofekuje da buduci ucitelji znaju uspostaviti vezu i uociti pravilnosti u
nizu objekata koji se pravilno nadograduju te razlikovati i koristiti metodicke modele koji
su klju¢ni u uvodenju koncepata jednadzbi i nejednadzbi u nastavi. U objavljenim zadacima
koji ispituju matematic¢ko sadrzajno znanje ocekuje se uocavanje pravilnosti, provjera
(ne)jednakosti izraza u kontekstu cijelih brojeva, koristenje modela vage jednakih krakova
pri uvodenju koncepta jednadzbe, vladanje algebarskim izrazima za parne i neparne brojeve

te prepoznavanje pravilnosti u danim geometrijskim uzorcima.

2.3.1. Geometrijski uzorci

U zadacima koji slijede od buducih ucitelja primarne razine obrazovanja oc¢ekuje se
uocavanje pravilnosti i uspostavljanje i razumijevanje veza i odnosa medu prikazima danih
geometrijskih uzoraka, oblikovanje cjeline njihovim nadovezivanjem te prevodenje uocenih
pravilnosti u odgovarajuce algebarske izraze. Zbog svega navedenog, ovi su zadaci visoke

kognitivne slozenosti za ispitanika (razina Rasudivanje).

Zadatak 2.3.1. (MFC108)

Ana Stapi¢ima gradi niz geometrijskih oblika prate¢i uzorak na donjoj slici. Svaki novi

oblik sadrzi jedan novi trokut. Varijabla t oznacava mjesto oblika u nizu.

t=1 t=2 t=3

U pronalaZenju matemati¢kog opisa modela, Ana objasnjava svoje razmisljanje govore¢i:

Koristim tri Stapica za svaki trokut.

ININAN/

Tada vidim da jedan Stapi¢ brojim dva puta za svaki trokut, osim zadnjeg, pa takve

Stapice moram izbaciti iz ukupnog zbroja.
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Varijabla n predstavlja ukupan broj stapica koriStenih u obliku. Koja od sljedecih
jednakosti algebarski najbolje opisuje Aninu izjavu?

Oznaci jedan kvadratié

A n=2t+1

B.n=2(t+1)-1 |
Cn=3t-(t—1) m]
D n=3t-1+t O

Odgovor. Osim uspostavljanja korektne algebarske veze rednog broja slike i broja
Stapi¢a na toj slici, od buducih se ucitelja ocekuje 1 precizna algebarska interpretacija
postupka izgradnje zadanog geometrijskog uzorka, tj. pracenje i algebraizacija Aninog
(u¢eni¢kog) procesa zakljucivanja. Prema podatcima u zadatku, varijabla n predstavlja
ukupan broj Stapica koristenih u pojedinom obliku, a varijabla t ozna¢ava mjesto oblika u
nizu. Kako Ana razmislja, za svaki trokut potrebna su tri Stapi¢a. Svaki korak sadrzi jedan
novi trokut pa je broj Stapica u svakom koraku jednak umnosku broja 3 i varijable ¢t. Od tog
umnoska potrebno je oduzeti broj Stapi¢a koji su ubrojeni dva puta. Broj tih Stapica u svakom
koraku ovisi o varijabli t i to na nacin da u prvom koraku treba oduzeti nula $tapica, u
drugom koraku jedan Stapi¢, u tre€em koraku dva Stapica i tako dalje redom. Iz toga se moze

zakljuciti da od izraza 3t treba oduzeti izraz (t—1). Dakle, to¢an je odgovor C.

Uocimo da je 3t—(t—1) =2t +1, Sto znaci da su odgovori B. i C. pogresni. Odgovor A
eliminiran je zato §to u njemu nije reproduciran Anin proces zaklju¢ivanja ve¢ samo rezultat
tog procesa, tj. konacni rezultat. Vazno je istaknuti da se u ovom zadatku oc¢ekivala opcenita
algebarska veza brojeva n i t, $to podrazumijeva visok stupanj apstrakcije. Postotak

rijeSenosti ovog zadatka bio je 28%.

Zadatak 2.3.2. (MFC508)

Sibice su sloZene u oblike kao na slici.

>

Oblik 1 Oblik 2 Oblik 3

Ako bi se uzorak nastavio prema istom pravilu, koliko bi Sibica trebalo za Oblik 10?




52 Algebra i funkcije

Oznaci jedan kvadratié

A. 30
B. 33
C. 36 ]
D. 39 ]
E. 42 ]

Odgovor. Za razliku od prethodnog zadatka, ovaj se zadatak rjeSava primjenom
analogije. Prvi oblik sastoji se od kvadrata i trokuta koji imaju jednu zajednicku stranicu. Za
slaganje kvadrata potrebne su tri Sibice, kao i za slaganje trokuta. Svaki sljedeci oblik sastoji
se od prethodnog oblika i novog kvadrata koji nastaje dodavanjem triju Sibica na zadnji
kvadrat prethodnog oblika. Prvi na¢in rjeSavanje ovog zadatka bio bi ispunjavanjem sljedece
tablice:

Tablica 2.9. Broj sibica

redni broj oblika 112 3 4 5 6 7 8 9 10

broj Sibica 61912 |15 | 18 | 21 | 24 | 27 | 30 | 33

Ispisivanjem broja Sibica u pojedinom obliku, imaju¢i na umu da je taj broj u svakom koraku
za tri veéi od broja §ibica u prethodnom koraku, dolazimo do broja 33, tj. do broja Sibica

potrebnog za slaganje Oblika 10.

Drugi nacin rjeSavanja je brojanje koliko na svakom uzorku ima horizontalno, vertikalno
i koso postavljenih Sibica. Uocavamo da se broj koso postavljenih Sibica ne mijenja i uvijek
je 2, da se broj horizontalnih Sibica povecava za 2, a broj vertikalnih za 1. Dakle, broj Sibica
u svakom sljede¢em obliku za 3 je veéi od broja Sibica u prethodnom obliku. Prvi se oblik
sastoji od 6 Sibica, a do desetog treba 9 puta dodati po 3 Sibice. To znaci da se Oblik 10

sastoji od 6+9-3=33 sibice, §to znaci da je tocan odgovor B.

Predlozenim distraktorom, tj. pogreSnim odgovorom A. obuhvaceni su ispitanici koji su
odredili ili Oblik 9, tj. izostavili zadnji korak, ili su korektno izraCunali broj Sibica koje su
dodaju trokutu u svih 10 koraka, a pritom su izostavili 3 $ibice koje ¢ine trokut. Odgovori

B. i C. obuhvacaju ispitanike koji su, umjesto za Oblik 10, odredili broj $ibica za Oblik 11
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ili Oblik 12, tj. izveli su jedan ili dva koraka viSe od zadanog. Konacno, odgovorom E.
obuhvaceni su ispitanici koji su uocili dodavanje novog kvadrata u svakom koraku, tj. 9-4
Sibice do Oblika 10, $to uz 6 Sibica Oblika 1, daje ukupno 6+9-4=6+36=42 Sibice.

Postotak rijeSenosti ovog zadatka bio je 74%.“

Zadatak 2.3.3. (MFC308)

Oko kvadratnog stola mogu sjediti 4 osobe, svaka na svojoj strani. Ako se 5 takvih

stolova spoji kao na donjoj slici, onda oko njih moze sjediti 12 ljudi, kako je i prikazano.

Koliko ljudi moze sjediti oko n kvadratnih stolova kada su slozeni tako da im se po jedna

stranica dodiruje?

Napisite svoj odgovor koristeci varijablu n.

Odgovor. Za razliku od zadataka 2.3.1. i 2.3.2., u ovom se zadatku od ispitanika trazi
konstrukcija odgovora, §to omogucava primjenu razlicitih strategija njegovog pronalazenja.
Npr. do odgovora se moglo do¢i ovakvim zakljuéivanjem: Na ¢elu dugog stola od n spojenih
stolova uvijek Ce sjediti dvoje ljudi, svatko na jednoj strani, dok ¢e uz taj stol sa svake strane

sjediti njih n, tj. ukupno 2+n+n=2n+2=2(n+1) ljudi.

Do istog odgovora moglo se do¢i i zaklju¢ivanjem da oko svakog od n stolova moze
sjediti Cetvero ljudi, tj. njih ukupno 4n, no spajanjem dva po dva takva stola gube se po dva
sjedeca mjesta, osim na prvom i zadnjem stolu u nizu, kada se gubi po samo jedno mjesto.
Gubitak je, dakle, 2n—4—-1=2n-2 mjesta, pa za dugi stol od n spojenih stolova moze sjesti
ukupno 4n—(2n—2) =4n—(2n-1) = 2(n+1) ljudi. Postotak rijeSenosti ovog zadatka bio je
49%.

Tablica 2.1. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC308

Kéod | Odgovor | Zadatak: MFC308
Tocan odgovor

2n + 2 ili ekvivalentni izrazi.

Primjeri:

e(n-2)+2

e2(n+1)

20
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e4in—2(n—1)
Korektno pravilo dano rije¢ima.
21 | Primjer:
e 1pomnozen brojem 2, zatim dodan broj 2
Djelomi¢no to¢an odgovor
Korektno pravilo s pogre$nom upotrebom varijabli. Varijable SU definirane.
10 Primjeri:
e n = 2x + 2 gdje je x = broj stolova
e p = 2t + 2 gdje je t = broj stolova, p = broj ljudi
Korektno pravilo s pogre$nom upotrebom varijabli. Varijable NISU definirane.
1 Primjeri:
e 2x + 2
od4x —2(x—1)
Korektno pravilo dano rije¢ima bez upotrebe varijable n.
12 | Primjer:
e Pomnozi brojem dva i dodaj dva.
Pravilo iteriranja.
Primjeri:
13 P, =P, 1+2
e Dodaj broj dva pri svakom dodavanju novog stola.
Netoc¢an odgovor
Netocno pravilo rije¢ima ili simbolima.
70 | Primjer:
e2n—2
79 Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne
odgovore ili odgovore nevezane za zadatak)
Bez odgovora
99 | Prazno

Napomena: Nakon psihometrijske analize, u istrazivanju TEDS — M zadatak je

prekodiran. Kategorijama 20 i 21 dodijeljen je 1 bod, kategorijama 10 — 13 dodijeljeno je 0

bodova.

2.3.2. Algebarski izrazi

U sljedeca tri zadatka ispituje se matematicko sadrzajno 1 metodicko znanje buducih

ucitelja primarne razine obrazovanja vezano uz svojstva racunskih operacija te primjene

djeljivosti u skupu cijelih brojeva.
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Zadatak 2.3.4. (MFC202A, MFC202B, MFC202C, MFC202D)

Oznacite koja od sljede¢ih jednakosti vrijedi, odnosno ne vrijedi, za svako a, b, c € Z,
a,b,c+0.

Oznaci jedan kvadrati¢ u svakom retku

Vrijedi Ne vrijedi
A.a—-b=b—-a
B.a:b=b:a (] ]
C. (@a+b)+c=a+(b+0) O D
D. @a—b)—c=a—-(b—0) ] D

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se prepoznavanje ili direktna primjena svojstava
raCunskih operacija zbrajanja, oduzimanja i dijeljenja u skupu Z na algebarske izraze.
Jednakost pod A. vrijedi samo za a=b, dakle ne vrijedi opéenito, $to je zakljucilo 81%
ispitanika. Jednakost pod B. vrijedi samo za brojeve a i b za koje je a®? =b?, tj. za a==b,
pa ni ona opcenito ne vrijedi, $to je zaklju¢ilo 86% ispitanika. Jednakost pod C. vrijedi za
sve a,b,ceZ, sto je zakljucilo 92% ispitanika. Jednakost pod D. ekvivalentna je s
(a—b)-c=(a-b)+c, tj. s c=—c, §to znac¢i da vrijedi samo za c=0, tj. ne vrijedi
opcenito, $to je zakljucilo 64% ispitanika. Prema tome, 36% ispitanika pripisalo je svojstvo

asocijativnosti operaciji oduzimanja u skupu Z.

Zadatak 2.3.5. (MFC412A, MFC412B)

Leo je zelio pronaci tri uzastopna PARNA broja koja zbrojena daju broj 84. Napisao je
jednadzbu k + (k + 2) + (k + 4) = 84.

(@) Sto predstavlja slovo k?

Oznaci jedan kvadrati¢

Najmanji od tri uzastopna parna broja.
Srednji od tri uzastopna parna broj.

Najveci od tri uzastopna parna broja.

O o w >
OO0 O O

Prosjek od tri uzastopna parna broja.

(b) Koji od sljedecih izraza moze predstavljati zbroj tri uzastopna NEPARNA broja?
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Oznaci jedan kvadratié

A m+(m+1)+(m+3)
B.m+(m+2)+(m+4)
C m+(m+3)+(m+Y5)
D m+(m+4)+(m+6)

O O O O

Odgovor. U zadatku (a) od buducih se ucitelja ocekuje interpretacija jednadzbe u
zadanom matemati¢kom kontekstu. Svaki paran broj ve¢i je za 2 od svog parnog
prethodnika. Ako je k najmanji od tri uzastopna parna broja, srednji od ta tri broja je broj
k + 2, dok je najveci od njih k+2+2=k +4. Dakle, to¢an odgovor je odgovor A. Postotak
rijeSenosti ovog dijela zadatka bio je 56%. Uocimo da se tek rjeSavanjem postavljene
jednadzbe i interpretacijom njenog rjeSenja moze utvrditi je li postavljeni zadatak rjesiv,
bududi da hipotetski rjeSenje jednadzbe moze biti neparan cijeli broj ili ¢ak razlomak. U
drugom dijelu zadatku od buducih uéitelja o¢ekuje se interpretacija algebarskog izraza u
zadanom matemati¢kom kontekstu, tj. prevodenje zapisa rije¢ima u simbolic¢ki algebarski
zapis. Svaki neparan broj veci je od svog neparnog prethodnika za dva. Ako je m najmanyji
od tri uzastopna neparna broja, onda je srednji od ta tri broja broj m+2, dok je najveéi od

njih broj m+2+2=m+4, pa je to¢an odgovor B. Ovaj dio zadatka to¢no je rijesilo 51%

ispitanika.

Zadatak 2.3.6. (MFC509)

Pred ucenike koji uce algebru postavljeno je sljedece pitanje:

Za neki broj n, sto je vece, 2n ilin + 2?

NapiSite odgovor uz obrazlozenje.

Odgovor. Ovim zadatkom od buducih ucitelja ocekuje se postavljanje jednakosti i / ili
nejednakosti te efikasno rjeSavanje jednadzbe i nejednadZzbe u kontekstu cijelih brojeva.

Kako bismo odredili $to je vece, 2n ili n+ 2, potrebno je postaviti slijedeée (ne)jednadzbe:

2n>n+2,n+2>2ni2n=n+2. RjeSavanjem prve nejednadzbe oduzimanjem broja n
objema njenim stranama, dolazimo do zakljucka da je broj 2n veci od broja n+2 za sve
cijele brojeve n> 2. RjeSavanjem druge nejednadzbe oduzimanjem broja n objema njenim

stranama, dolazimo do zakljucka da je broj n+2 veci od broja 2n za sve cijele brojeve
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n< 2. Konacno, rjeSavanjem jednadzbe 2n=n+2 oduzimanjem broja n objema njenim

stranama, zaklju¢ujemo da su brojevi 2n i n+2 jednaki za n=2.

U nastavku dajemo kodnu tablicu prema kojoj su kodirani odgovori ispitanika. Njih 12%

je tocno rijesilo ovaj zadatak, a 21% ispitanika zadatak je rijesilo djelomi¢no to¢no.

Tablica 2.10. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC509

Kod | Odgovor Zadatak: MFC509

Tocan odgovor

To€no opée rjeSenje napisano rijec¢ima ili koristenjem nejednakosti.

Primjeri:

e Tocne nejednakosti ILI bez slucajan = 2
Akojen>2,ondaje2n>n+2. Akojen > 2,ondaje2n>n+ 2.

20 Akojen=2,ondaje2n=n+2. Akojen<2,ondaje2n<n+ 2.

Akojen < 2,ondaje2n <n+ 2.

e Rijecima, kao na primjer, ,, n + 2 je vece ako je n manje od 2, a 2n je vece ako
jenveceod?2.”
Toc¢no opée rjesenje koristenjem grafa.

21 | e Odgovori koji konstruiraju graf y=n+2 i y=2n u (n, y) — ravnini i
oznacavaju na grafu gdje je jedno vece od drugoga ILI zakljucuju rijecima da je
n+2>2nakojen<2i2n>n+2akojen>2.

Tocno, sloZeno, rjeSenje koriStenjem konkretne vrijednosti.

Primjeri:

e Tablica (ili uzastopna lista uredenih parova) s vrijednostima za n i izratunima
za2nin + 2 1 zakljucak iz tablice/liste dajejen + 2 > 2nakojen < 2i2n >
n+2akojen> 2.

ni|2n|n+2
22 1] 2 | 3
2 4 4
3 6 5
4 8 6

e, Tablica pokazuje da je 2n manje od n + 2 ako je n manje od 2 i da ja 2n vece
od n + 2 ako je n veée od 2.
Djelomi¢no to¢an odgovor
Opceniti odgovori koji su na ,,dobrom putu® ali nedovrseni ili su ograniceni u
nekom smislu.
Primjer:
e Jedna nejednakost je to¢na, ali bez druge.
10 Na primjer, ako jen > 2, onda je 2n > n + 2.
Na primjer, 2n je vece od n + 2 ako je n vece od 2.
¢ Dvije nejednakosti, ali samo jedna je to¢na.
Na primjer, ako jen < 2, onda je 2n > n + 2 (netocno) i ako je n > 2 onda je
n + 2 < 2n (tocno).
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Na primjer, ako je n < 2, n + 2 je vece (tocno) 1 ako je n > 2, n + 2 je vece
(netocno).

Graficka rjeSenja koja su na ,,dobrom putu“ ali nedovrsena ili su ograni¢ena u

nekom smislu.

Primjer:

11 | e Dva korektna grafa bez oznaka na grafu gdje je koji broj veéi od drugoga ILI bez
zakljucka rijeCimadajen+ 2 > 2nakojen < 2i2n>n+2akojen > 2.

e Dva grafa, ali samo je jedan korektan. Zakljucci i biljeske uz grafove moraju biti
korektni za dane grafove.

RjeSenja s konkretnim vrijednostima koja su na ,,dobrom putu® ali nedovrsena

ili su ogranicena u nekom smislu.

Primjer:

e Odgovori koji koriste metodu pokusaja i pogresaka i vise od jedne konkretne

12 vrijednosti za n, ali ne poopcéuju ih u iste kategorije kao §to je pokazano pod
kodom 20.
¢ Odgovori koji kazu da ovisi o vrijednosti n, s vise od jednog popratnog primjera.
Na primjer, ,,Ovisi. Ako jen = 1, n + 2 je vece, ako je n = 5, 2n je vece.”
Netocan odgovor
Odgovori koji ukazuju:
20 |° Ne moze se znati koje je vece, jer vrijednost od n nije poznata; ili

e Qvisi 0 vrijednosti n, bez (ili sa samo jednim) popratnim primjerom ili bez
valjanih argumenata.

Samo jedna korektna nejednakost i jos dodatna greska.

Primjer:

71 |e2n>n+2akojen>1

en+ 2je veée od 2nako je njednako 1 ili manje (pretpostavlja da je n
cjelobrojan)

Zakljuéci izvedeni na osnovi samo jedne vrijednosti n.

72 Primjer: akojen = 10,2n =20in+2 =12,0ndaje 2n > n + 2

73 Odgovori koji ozna¢avaju 2n bez korektne pripadne nejednakosti (na primjer bez
,,ako jen > 2°).

79 Ostalo neto¢no (ukljucujuci izbrisane, iskrizane, neéitljive, slucajne odgovore ili
odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora

99 | Prazno.

2.3.3. Jednadzbe i nejednadzbe

U sljede¢im zadacima od buducih se ucitelja primarne razine obrazovanja ocekuje
poznavanje i koriStenje modela vage jednakih krakova u ravnotezi kao modela koji se koristi
pri uvodenju koncepata jednakosti i nejednakosti te koncepta nepoznanice, odnosno

koncepata linearnih jednadzbi i nejednadzbi.
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Zadatak 2.3.7. (MFC303)

Predmeti na vagi su u ravnotezi. Na lijevom kraku nalazi se uteg mase 1 kg i pola cigle.

Na desnom kraku nalazi se cijela cigla.

Kolika je masa jedne cijele cigle?

Oznaci jedan kvadratié¢

0.5 kg
1 kg
2 kg
3 kg

OO0 w >
O O O O

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko metodi¢ko znanje vezano uz koncept
jednakosti (vaga jednakih krakova u ravnotezi) i koncept nepoznanice (nepoznata masa)
objedinjenih u konceptu jednadzbe. Od ispitanika se oéekivalo interpretiranje slike modela
vage u terminima jednadZzbe te njeno rjeSavanje. Zadatak se rjeSava uklanjanjem jednakih
masa na oba kraka vage u ravnotezi, tj. tako da se objema stranama jednakosti oduzme
jednak broj. Masa jedne cijele cigle jednaka je ukupnoj masi pola cigle i utega od 1 Kkg.
Ukoliko se cigla s lijeve strane prepolovi te se polovina cigla s lijeve i s desne strane vage
uklone, vaga ¢e 1 dalje biti u ravnotezi. Tada ¢e na vagi s lijeve strane biti uteg od 1 kg, a s
desne strane polovina cigle. Masa polovine cigle je 1 kg, odnosno masa cijele cigle je 2 kg.

Tocan odgovor je odgovor C. Postotak rijeSenosti ovog zadatka bio je 82%.

Zadatak 2.3.8. (MFC312)

Ako B predstavlja masu (u gramima) svake kutije (D ), a uteg [ predstavlja masu od
jednog grama, jednadzba 3B + 4 = 10 moze se prikazati na vagi jednakih krakova kao na

slici.
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[ VYV VY Y VYA

Nejednadzba oblika 3B + 4 < 10 ili 3B + 4 > 10 bi na vagi bila prikazana tako da je
jedan krak nizi od drugog.

Gospodin Karlo se priprema za sat rjeSavanja jednadzbi i nejednadzbi.

Ako x predstavlja masu dane kutije, koji od sljedecih izraza ne moze biti prikazan na

vagi jednakih krakova?

Oznaci jedan kvadratié

13 =4x+5
3x+10=4
3x+3=2x+15
9+ 6x <21

O o w >
DO O O

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko metodi¢ko znanje vezano uz koncept
jednakosti i nejednakosti, prikazan fizickim modelom vage jednakih krakova u
(ne)ravnotezi. Od buducih se ucitelja primarne razine obrazovanja ocekuje svijest 0
ograni¢enosti modela vage pri modeliranju linearnih jednadzbi i nejednadzbi fizickim
modelom. Naime, masa predmeta je pozitivan broj, §to znac¢i da se na vagi mogu prikazati
jednakosti 1 nejednakosti u kojima je nepoznata veli¢ina pozitivna. RijeSimo ponudene
jednadzbe i nejednadzbe A. — D. Prvo rijesimo jednadzbu A. Oduzimanjem broja 5 objema
stranama jednakosti i dijeljenjem dobivenog izraza brojem 4, dobije se vrijednost

nepoznanice x:

13=4x+5/-5

< 13-5=4x+5-5

& 8=4x1/:4

S X=2
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Vrijednost nepoznanice x je pozitivan broj, pa se jednakost pod A. moze prikazati na modelu

vage jednakih krakova u ravnotezi, kao na Slici 2.23.

L]

[RIATAIRYA]
IRIRTAIATATRIATATN ||:||:| BIRIAIRTAY

)

Slika 2.23. Model vage 1

Sredivanjem jednadzbe C. na analogan nacin, dobije se vrijednost nepoznanice X:

3x+3=2x+15/-3
& 3x+3-3=2x+15-3
& 3X=2x+12/-2x

= x=12.

pa je ova situacija prikaziva modelom vage (Slika 2.24.)

[RIRTATRAI

000 ann, ] ononn,

)

Slika 2.24. Model vage 2

Nejednadzba D. rjesava se oduzimanjem broja 9 objema stranama zadane nejednakosti

i dijeljenjem dobivenog izraza brojem 6:

9+6x<21/-9

= 9-9+6x<21-9
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< 6x<12/:6

& X< 2.

Tim se postupcima ne¢e promijeniti nagnutost vage na desnu stranu. Nejednakost X <2
takoder se moze prikazati na modelu vage jednakih krakova kao na slici 2.24., no treba imati
na umu da je vrijednost nepoznanice pozitivna pa je rjeSenje nejednadzbe u tom slucaju

ekvivalentnos 0 < x< 2.

Slika 2.25. Model vage u neravnotezi

Konacno, oduzimanjem broja 10 objema stranama jednakosti B. i dijeljenjem dobivenog

izraza brojem 3, dobije se vrijednost nepoznanice X:

3x+10=4
< 3x+10-10=4-10
<3x=-6/:3

o X=-2.

Buduc¢i da x nije pozitivan broj, on ne moze predstavljati masu kutije, tj. postavljena
jednadzba ne moze se modelirati fizickim modelom vage. Dakle to¢an je odgovor B.
Postotak rijesenosti ovog zadatka bio je 56%. lako nemamo uvid u distribuciju odgovora po
distraktorima A., C. i D., moguce je da je ispitanike privukao odgovor D. jer je u njemu dana

jedina nejednadzba medu ponudenim odgovorima (ostala 3 od 4 su jednadzbe).
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2.4. Podatci i vjerojatnost

Sadrzajna domena Podatci i vjerojatnost podijeljena je na poddomene Prikazivanje i
organizacija podataka, Citanje i interpretiranje podataka te Vjerojatnost. Objavljeni zadaci
obuhvacaju po jedan zadatak iz svake od poddomena. Oni koji ispituju matemati¢ko
metodi¢ko znanje vezani su uz prikaz podataka piktogramom i stupcastim dijagramom, dok
su zadaci koji ispituju matematicko sadrzajno znanje vezani uz Citanje i interpretiranje
podataka iz stupCastog dijagrama te primjenu osnovnog koncepta elementarnog dogadaja i

vjerojatnosti.

2.4.1. Prikazivanje i organizacija podataka

U sljede¢em zadatku ispituje se matematicko metodi¢ko znanje buducih ucitelja primarne

razine obrazovanja vezano uz analizu prikaza i organizacije podataka na danim dijagramima.

Zadatak 2.4.1. (MFC410)

Zamislite da su dvije ucenice iz istog razrednog odijela kreirale sljedec¢e dijagrame kako

bi prikazale broj ispalih mlije¢nih zubi u¢enika njihovog razreda.*

Marija je na kartice nacrtala crteze svojih prijatelja i dobila sljede¢i dijagram:

ESFAY

[ _F fw'?\

5 |9 @

miEE

— | & il

glle @ | ol ™[ o™
o @

10 Ovaj zadatak je koristen uz dozvolu autorice, Dr.Marie Alejandre Sorto, i temelji se na njenoj doktorskoj
disertaciji, Prospective middle school teachers' knowledge about data analysis and its application to teaching,
obranjenoj 2004. godine na Sveucilistu u Michiganu.
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Sanja je izrezala slike zubiju i napravila ovakav dijagram:

lvan SJS)

Teo
Rea

©
c
<<

Petar
Klara
Kate
Sanja
Bozo
Toni
Kruno
Anita
Mirna

1% _ %

Goran
Marija
Marina
Stjepan
Srecko

Iz perspektive prikazivanja podataka, koje su sli¢nosti i razlike ovih dvaju prikaza?

Odgovor. Ovim se zadatkom ispituje matematicko metodicko znanje vezano uz
vrednovanje ucenickih slikovnih prikaza podataka iz njima vrlo bliskog konteksta. Kako bi
vrednovao ucenicki dijagram, ucitelj ga mora interpretirati i analizirati, kao i usporediti
kvalitetu, tj. informativnost slikovnih prikaza razli¢itih ucenika te razinu organizacije
(grupiranja i redanja) njime prikazanih podataka. U tom je smislu napredniji slikovni
dijagram (piktogram) prve ucenice, Marije, jer su na njemu podaci kategorizirani prema
broju ispalih mlijecnih zubi i poredani u skladu s ovom kategorizacijom (od 2 do 10 ispalih
zubi). 1z Marijinog dijagrama odmah je vidljivo da je najvise ucenika izgubilo po 8 mlije¢nih
zubi te da nema ucenika s izgubljenih 0, 1, 9 i viSe od 10 mlije¢nih zubi. Dakle, u Marijinom
piktogramu vidljive su frekvencije pojedinog broja izgubljenih zubi, kao i distribucije
ucenika prema tom Kkriteriju. S druge strane, dijagram druge ucenice, Sanje, manje je
informativan u statistickom smislu, no u njemu je dana preciznija informacija o svakom
uceniku. Iz Sanjinog dijagrama ne mogu se direktno ocitati frekvencije pojedinih brojeva
ispalih zubi. Nacin vrednovanja odgovora ispitanika na postavljeno pitanje dan je u tablici

2.11. Korektne je odgovore dalo 29%, a djelomic¢no korektne 38% ispitanika.

Tablica 2.11. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC410

Kod | Odgovor Zadatak: MFC410

Tocéan odgovor

Odgovori koji ukazuju na sli¢nosti i razlike u predstavljanju podataka.
Slicnosti:

Primjeri:

e Oba prikaza prikazuju iste podatke/isti broj ispalih mlije¢nih zubi

20




Podatci i vjerojatnost 65

¢ Oba prikaza su slikovna.

e Oba imaju oblik stupcastog dijagrama.

¢ Oba su jednako uredena, od manjeg broja ispalih mlije¢nih zubi prema vecem.

Razlike:

Primjeri:

e Marija je grupirala podatke prema frekvencijama broja ispalih mlije¢nih zubi,
dok Sanja nije.

e U Marijinom dijagramu svaki stupac predstavlja broj ispalih mlije¢nih zubi,
dok u Sanjinom dijagramu svaki stupac predstavlja jednog ucenika i njegove
ispale mlijecne zube.

e Marijin dijagram je kategoriziran po broju ispalih zubi, dok je Sanjin
kategoriziran pojedinacno po osobama.

Djelomi¢no to¢an odgovor

10

Sli¢nosti su korektno navedene, razlike nekorektno, trivijalno ili nedostaju.
Sli¢nosti:
Primjer:
o Oba prikazuju jednak broj ispalih zubi.
Razlike:
Primjer:
. Marijin prikaz je lakse razumjeti od Sanjinog.

11

Razlike su korektno navedene, sli¢nosti nekorektno, trivijalno ili nedostaju.

Sli¢nosti:

Primjer:

¢ Obje su nacrtale dijagram/grafikon.. (trivijalno)

Razlike:

Primjer:

e Sanja je napravila stupac za svakog ucenika dok je Marija napravila redak za
svaki broj ispalih zubi.

Netocan odgovor

70

Odgovori koji su nedovoljni ili trivijalni.
Sli¢nosti:

Primjeri:

e Obje su napravile dijagram.

¢ Oba dijagrama su o zubima.

Razlike:

Primjer:

e Marija je koristila brojeve, Sanja nije.
e Marijin je teZe, Sanjin lakSe ocitati.

79

......

odgovore ili odgovore nevezane za zadatak)

Bez odgovora

99

Prazno
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2.4.2. Citanje i interpretiranje podataka

U zadatku koji slijedi od buducih se ucitelja primarne razine obrazovanja o¢ekuje sposobnost

Citanja 1 interpretiranja podataka danih u stupcastom dijagramu.

Zadatak 2.4.2. (MFC502A, MFC502B)

Osnovnoskolcima je dan sljedeci zadatak:

Dijagram prikazuje broj olovaka, kemijskih olovaka, ravnala i gumica prodanih u
trgovini tijekom jednog tjedna.

160 |-
140 |-
120 -
100 -
80
60 [~
40 -
20
0

BROJ

PROIZVODI PRODANI U TRGOVINI
Na dijagramu nedostaju imena proizvoda. Najée$¢e prodavani proizvod bile su
olovke. Gumica je prodano manje od bilo kojeg drugog predmeta. Prodano je vise
kemijskih olovaka nego ravnala.

(a) Koliko je prodano kemijskih olovaka?
Oznaci jedan kvadrati¢

A. 40

B. 80 (]
C. 120 (]
D. 140 (]

(b) Neki u€enici mogli bi imati potesko¢a s ovakvim tipom zadatka. Koja je glavna

poteskoca koja se moze ocekivati? Jasno objasnite, uz osvrt na problem.

Odgovor. Prvim dijelom zadatka ispituje se matemati¢ko sadrzajno znanje buducih
ucitelja primarnog obrazovanja vezano uz Citanje i interpretaciju podataka prikazanih

stupCastim dijagramom te reCenicom iskazanom govornim jezikom. Pri rjeSavanju zadatka
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potrebno je recenicu u kojoj su dani odnosi broja prodanih predmeta povezati s visinama
stupaca dijagrama usporedbom njihove visine. Interpretirani stupcéasti dijagram izgleda

ovako:

160
140 | —
120 + —
100
80 | —
140
60 F 120

40 80

BROJ PRODANIH PROIZVODA

20 40

kemijske ravnala olovke gumice
olovke

PROIZVODI PRODANI U TRGOVINI

Dakle, tocan je odgovor C. Postotak rijeSenosti ovog dijela zadatka bio je 85%.
U drugom dijelu zadatka, od ispitanika se ocekuje vrednovanje kognitivne slozenosti
postavljenog pitanja i njegovih elemenata u odnosu na uc¢enike nizih razreda osnovne Skole.
Uoc¢imo da stupci dijagrama nisu poredani po visini te da recenica kojom se opisuje uredaj
broja prodanih proizvoda pojedine vrste ne prati poredak stupaca. Uz to, u njenom se izri¢aju
koriste relativni odnosi kao §to su ,,najces¢e”, ,,manje od bilo kojeg drugog* 1 ,,viSe olovaka
nego ravnala®. Upravo su to najvazniji ¢imbenici sloZenosti ovog zadatka.

Odgovor na drugi dio zadatka dan je u tablici 2.12. Postotak to¢nih odgovora bio je 23%,

a postotak djelomi¢no to¢nih 51%.

Tablica 2.12. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC502B

Kod | Odgovor Zadatak: MFC502B
Tocan odgovor

Odgovori koji se odnose na teSko¢e u Citanju i razumijevanju povezane sa
sloZeno$¢u koriStenog jezika u pitanju, s razlozima i/ili osvrtima na specificne
20 primjere.

Primjeri:

e Upotrjebljeni jezik je prilicno izazovan. Na primjer, izrazi ,,manje od bilo kojeg

drugog* i ,,vise kemijskih olovaka nego ravnala “.
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e Ucenicima moze predstavljati izazov (problem) teZina/slozenost fraza koristenih
u pitanju, kao Sto su , najcesce” ili ,,manje od*“. U ovom zadatku velik je
naglasak na ucenickim vjestinama vise razine, buduci da se od njih zahtijeva
organiziranje, interpretiranje, povezivanje rijeci s dijagramom.

e Proizvodi opisani u tekstu su navedeni drugacijim redoslijedom nego na
stupcima dijagrama sto stvara problem u nizanju i organizaciji podataka.

Djelomi¢no toéan odgovor

Manje detaljni odgovori koji prepoznaju da je poteSkoca za djecu u jeziku ali bez

razloga i primjera.

Primjer:

10 | o fmali bi problema s koristenim jezikom u pitanju.
e Citanje i razumijevanje teksta bilo bi tesko za mnogu djecu.
e Postoji poprilicna kolicina podataka za procitati, organizirati, poredati te
povezati s dijagramom.
Izjave koje povezuju teSkoce povezane s dijagramom, a ne sa tekstom.
1 Primjer:

e Imali bi problema citati dijagram.

e Nedostaju imena na dijagramu, a to nisu prije vidjeli.

Izjave koje opisuju teSkoée s razinom vjeStina rjeSavanja problema ili
potrebnim analiziranjem bez objasnjavanja kako/zasto.

12 | Primjer:

e Imali bi problema analizirati podatke iz problema.

e Problem zahtijeva vjestine rjesavanja problema i s time bi imali problema.
Netocan odgovor

Netocno (ukljuCujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, sluc¢ajne ili odgovore

& nevezane za zadatak).
Bez odgovora
99 | Prazno

2.4.3. Vjerojatnost

U sljedec¢em zadatku ispituje se matematicko sadrzajno znanje vezano uz osnovni koncept

vjerojatnosti elementarnog dogadaja.

Zadatak 2.4.3. (MFC106)

U vjerojatnosnoj igri Marija i Petar bacaju po dvije pravilne igrac¢e kocke. Pravilna
igraca kocka je kocka kojoj je zbroj tockica na dvjema nasuprotnim stranama jednak te
biljeze brojeve na gornjoj strani svake od kocaka. Marija dobiva ako je razlika izmedu
dobivenih brojeva 0, 1 ili 2. Petar dobiva ako je razlika izmedu dobivenih brojeva 3, 4 ili 5.

Ucenici raspravljaju je li igra poStena. Koja je od sljedecih izjava istinita?
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Oznaci jedan kvadratié

A. Oboje imaju jednaku Sansu za pobjedu.

B. Marija ima vecu Sansu za pobjedu. m]
C. Petar ima vecu Sansu za pobjedu. m]
D. Budu¢i da igra ukljucuje numerirane kocke, nije moguce O

odrediti tko ima vecéu vjerojatnost za pobjedu.

Odgovor. Ovim se zadatkom ispituje primjena osnovnih vjerojatnosnih koncepata u tzv.
Laplaceovom modelu vjerojatnosnog prostora, tj. s kona¢nim brojem elementarnih dogadaja
od kojih su svi jednako vjerojatni. Pri tome, igra¢u kocku zovemo pravilnom ako je zbroj
toc¢kica na svakom paru njenih nasuprotnih strana jednak 7. primjer jedne takve kocke

dajemo na slici 2.26.

Slika 2.26. Mreza pravilne igrace kockice

U svakom bacanju takve kocke dobiju se dva broja iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Dakle, prostor
P elementarnih dogadaja c¢ine paroviP ={(, 1),(4, 2),...,(6, 6)}, S$to je ukupno 36
elementarnih dogadaja. Razlika ve¢eg i manjeg broja u paru je broj iz skupa {0, 1, 2, 3,4, 5}.
Razlika ve¢eg i manjeg broja u paru jednaka je nuli ako su brojevi u paru jednaki. Takvih je
6 parova: (1,2), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6). Razlika ve¢eg i manjeg broja u paru je jedan
ako su brojevi u paru susjedni brojevi. Takvih je 10 parova: (1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(3,4),

(4,3),(4,5),(5,4),(5,6),(6,5)). Razlika veceg i manjeg broja u paru je broj 2 ako su brojevi
u paru dva susjedna parna ili dva susjedna neparna broja, a takvih je 8 parova: (1,3),(3,1),
(2,4),(4,2),(3,5),(5,3),(4,6),(6,4). Od ukupno 36 mogucih elementarnih dogadaja, za
Mariju je povoljno njih 6 + 10 + 8 = 24, a za Petra 36 — 24 = 12. Dakle, vjerojatnost da

pobijedi Marija je % :g, a da pobijedi Petar %z% Stoga Marija ima vecéu Sansu za

pobjedu i igra nije pravedna. To¢an odgovor je odgovor B. Postotak rijeSenosti ovog zadatka
bio je 28%.
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3. OBJAVLJENI ZADACI ZA BUDUCE UCITELJE NIZEG
SEKUNDARNOG OBRAZOVANJA

Skupina objavljenih zadataka za buducée ucitelje matematike u nizem sekundarnom
obrazovanju, tj. u visim razredima osnovne Skole sastoji se od 22 zadatka koji ispituju
matematicko sadrzajno znanje 1 8 zadataka koji ispituju matematicko metodicko znanje.
Svaki od 22 zadatka koji ispituju matematicko sadrzajno znanje pripada jednoj od tri
kognitivne razine: Znanje (6 zadataka), Primjena (8 zadataka), Rasudivanje (8 zadataka), a
svaki od 9 zadataka koji ispituju matematicko metodicko znanje pripada jednoj od dvije
poddomene kurikuluma: Planiranje (5 zadataka), Upotreba (4 zadatka).

Zadaci su podijeljeni u skupine prema sadrzajnoj domeni kojoj pripadaju: Brojevi i
operacije (10 zadataka), Algebra i funkcije (12 zadataka), Geometrija i mjerenje (7

zadataka).

Zadatak u kojem je potrebno odrediti duljinu vrpce dviju kutija je zadatak koji se
ponavlja iz prethodnog poglavlja pa ga u ovom poglavlju ne¢emo ponovno razmatrati.
Potrebno je napomenuti da je u objavljenim zadacima za buduée ucitelje u niZzem

sekundarnom obrazovanju ovaj zadatak svrstan u kognitivnu domenu Rasudivanje, za
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razliku od objavljenih zadataka za buduce ucitelje primarnog obrazovanja, gdje je spomenuti
zadatak svrstan u kognitivnu domenu Primjena. Postotci rijeSenosti ovog zadatka takoder se
razlikuju medu budu¢im uciteljima koji se pripremaju za poucavanje u nizim i u viSim
razredima osnovne Skole. Postotak ispitanika koji se pripremaju za poucavanje u niZim
razredima osnovne $kole te su to¢no, odnosno djelomic¢no toc¢no rijesili ovaj zadatak, jednak
je i iznosi 19%. S druge strane, 33% ispitanika koji se pripremaju za poucavanje u viSim
razredima osnovne $kole to¢no je rijesilo zadatak, dok je 20% njih djelomi¢no to¢no rijesilo

zadatak.

Kao i u prethodnom poglavlju, tablice i slike koje su dijelovi teksta zadatka, ne¢emo
posebno numerirati, a svaki zadatak je metodicki objasnjen 1 rijeSen te je dan medunarodni

prosjek njegove rijeSenosti, preuzet iz Tablice 3.1.



Tablica 3.1. Objavljeni zadaci za buduce ucitelje u nizem sekundarnom obrazovanju (predmetna nastava)

1D Dimenzija Sadrzajna Poddomena Onis Oblik Kliug Maksimalan Med::;;ﬁdm
zadatka Znanja domena P zadatka 1 broj bodova p » Jex
rijesenosti
. . .. | Dokazivanje tvrdnje o kompoziciji dviju 11% (PT)
MFC711 MSZ Algebra i funkcije | Rasudivanje funkcija. KO KT 2 8% (DT)
MEC712A MMZ Algebra i funkcije Kurlk_ulu!‘n/ Odredivanje je li znanje potrebno za dokaz sV 1 1 78%
planiranje | kvadratne formule.
MEC712B MMZ Algebra i funkcije Kurlk_ulu_m/ Odredivanje je li znanje potrebno za dokaz SV 1 1 78%
planiranje | kvadratne formule.
. . Kurikulum/ | Odredivanje je li znanje potrebno za dokaz 0
MFC712C MMZ Algebra i funkcije planiranje | kvadratne formule, SVI 1 1 49%
. . Kurikulum/ | Odredivanje je i znanje potrebno za dokaz 0
MFC712D MMZ Algebra i funkcije planiranje | kvadratne formule, SVI 2 1 64%
MFC802A MSZ Brojevi i operacije | Rasudivanje | Odlucivanje je li dani argument dokaz. svi 2 1 46%
MFC802B MSz Brojevi i operacije | Rasudivanje | Odluéivanje je li dani argument dokaz. SVI 1 1 63%
MFC802C MSz Brojevi i operacije | Rasudivanje | Odluéivanje je li dani argument dokaz. SVI 2 1 58%
MFC802D MSZ Brojevi i operacije | Rasudivanje | Odlucivanje je li dani argument dokaz. svi 2 1 54%
MFC804 MSZ Brojevi i operacije |  znanje | Nelazenje 2 nacina za odabir 2 utenika od 10 i Vi 3 1 35%
8 ucenika od 10.
MFEC808A MSZ Geo_metrl_Ja i Primjena \(rednpyqnje -u(.:-enlkOVIEl odgovora o sV 1,2 1 70%
mjerenje simetri¢nim linijama u Sesterokutu.
MFC808B MSZ Geometrija i Primjena | Vrednovanje ucenikovih odgovora o svI 1,2 1 61%
mjerenje simetri¢nim linijama u peterokutu.
MEC808C MSZ Geo_metrl_ jai Primjena \(rednpyqnje _uc__emkowh odgovora o svI 2.1 1 53%
mjerenje simetri¢nim linijama u rombu.
MFC604AL | MSZ Algebra i funkcije Primjena 5;;;‘;2“16 zadatka rijecima o linearnim KO KT 1 72%
MFC604A2 | MSZ Algebra i funkcije Primjena 5;;:?;:“16 zadatka rijecima o linearnim KO KT 1 50%
MFC604B | MMZ Algebra i funkcije | Rasudivanje OA&“er‘jgnge zaSto je jedan zadatak rije¢ima tezi KO KT 1 39%
MFC610A MSZ Brojevi i operacije Znanje Odredivanje je li broj iracionalan. SVI 1 1 44%

'~

VINVAOZVIdO DONIVANNAAS DAZIN
HAITALIDN DNANY VZ IDVAVZ INAITAVIHO
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Medunarodni

ID Dimenzija Sadrzajna . Oblik Maksimalan ]
. Poddomena Opis Klju¢ . prosjek
zadatka znanja domena zadatka broj bodova
rijeSenosti
MFC610C MSZ Brojevi i operacije Znanje Odredivanje je li broj iracionalan. SVI 1 1 54%
MFC610D MSZ Brojevi i operacije Znanje Odredivanje je li broj iracionalan. SVI 3 1 37%
Geometrija i . .. " . 33% (PT)
MFC703 MCK mjerenje Rasudivanje | Duzina vrpce za dvije poklon kutije. KO KT 2 20% (DT)
Geometrija i o . . .. . 32% (PT)
MFC704 MSZ mijerenje Primjena Odredivanje duljine duzine na liku. KO KT 2 25% (DT)
MFC705A | MSZ G‘;fj?rfrru'.f : Znanje | Opisivanje rjesenja jednadzbe u ravnini. svi 2 1 53%
MFC705B | MSZ G';"j':ritr:}f ' Znanje | Opisivanie rjesenja jednadzbe u prostoru. svi 3 1 51%
MFC709A MMZ Brojevi i operacije | Rasudivanje | Odredivanje je li uéenikov odgovor valjan dokaz. SVI 1 1 75%
MFC709B | MMZ | Brojevi i operacije | Rasudivanje g’f&;f”anje je li ucenikov odgovor valjan SV 2 1 46%
MFC709C | MMZ | Brojevi i operacije | Rasudivanje dogng”anje je li ucenikov odgovor valjan Y 2 1 60%
MFC710A | MSZ | Algebraifunkcije | Primjena | Odredivanje mozelise situacija modelirati svi 2 1 41%
eksponencijalnom funkcijom.
MFC710B | MSZ | Algebraifunkcije | Primjena | Odredivanje moZe li se situacija modelirati svi 2 1 39%
eksponencijalnom funkcijom.
MFC710C | MSZ | Algebraifunkcije | Primjena | Odredivanje moze li se situacija modelirati svi 1 1 60%
eksponencijalnom funkcijom.
MFC814 | MSZ | Algebraifunkcije | Rasudivanje | Odredivanjeje li tvrdnja o operaciji s matricama KO KT 2 19% - (PT)
istinita i opravdanje odgovora. 2% (DT)

R
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3.1. Brojeviioperacije

Sadrzajna domena Brojevi i operacije podijeljena je na poddomene Prirodni brojevi,
Razlomci i decimalni brojevi, Brojevni izrazi, Pravilnosti i veze, Cijeli brojevi, Omjeri,
proporcije i postotci i Iracionalni brojevi. Objavljeni zadaci obuhvacaju tri zadatka iz

poddomene Prirodni brojevi i jedan zadatak iz poddomene Iracionalni brojevi.

U objavljenim zadacima koji ispituju matematicko metodi¢ko znanje vezano uz
prirodne brojeve, od buduc¢ih se ucitelja matematike u viSim razredima osnovne Skole
oc¢ekuje da znaju analizirati i interpretirati u¢enicke odgovore. U objavljenim zadacima koji
ispituju matematicko sadrzajno znanje, od ispitanika se ocekuje znanje i razumijevanje

koncepta iracionalnih brojeva te primjena tog koncepta u geometriji.

3.1.1. Prirodni brojevi

Sljede¢im zadacima ispituje se znanje vezano uz djeljivost prirodnih brojeva i Euklidov

teorem o dijeljenju s ostatkom.

Zadatak 3.3.2. (MFC709A, MFC709B, MFC709D)

Ucenicima visih razreda osnovne Skole dan je zadatak u kojem trebaju dokazati sljede¢u

tvrdnju: Umnozak triju uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv je brojem 6.

Slijede tri u¢eni¢ka odgovora.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

7 Katarinin odgovor
Visekratnik broja 6 sadrzi faktore 2 i 3. Od tri uzastopna broja, jedan ¢e biti djeljiv s 3.
Takoder, bar jedan broj e biti paran, a svi parni brojevi su djeljivi brojem 2. Ako se mnoZe tri uzastopna

broja, umnoZzak mora imati barem jedan faktor 3 i jedan faktor 2.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

> Marijin odgovor

< /L/e/(’)i”]a\//’ 6& /O/\//b/r’- ////////////////////// <
N g N ~ n je bilo koji prirodni broj

N 1-2:3=6 N . ) |
N 2.3-4=6-4 N s+ - (n+2)=m*+n)-(n+2) -
N 4-5-6=6-20 N =n3+n?+2n%+2n
N 6-7-8=6-56 N . y .
N N » PoniStavanjem n dobijese 1+1+2+2=6. -

’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’

Za svaki od odgovora odredite daje li korektan dokaz tvrdnje.
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Oznaci jedan kvadrati¢ u svakom retku

Korektan Nekorektan
A. Katarinin dokaz O 0O
B. Leonov dokaz (] O
C. Marijin dokaz O D

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko metodi¢ko znanje vezano uz koncept
djeljivosti prirodnog broja brojem 6 i koncept dokaza kao tipi¢no matemati¢kog deduktivnog
na¢ina zakljuCivanja te vrednovanje uceniCke argumentacije. Od buduéih se ucitelja
matematike u vis§im razredima osnovne $kole o¢ekuje analiza i interpretacija danih uc¢enickih

odgovora.

Prvo promotrimo Leonov odgovor. Uo¢imo da njegov odgovor demonstrira tipi¢ni nacin
zakljucivanja ucenika osnovne Skole, ujedno i najces¢e koristen oblik otkrivanja opcih
zakonitosti, pravila i svojstava u nastavi matematike u osnovnoj Skoli. Otkrivanje se obi¢no
provodi analizom nekoliko konkretnih primjera u kojima se uocava analogija, nakon cega
slijedi generalizacija bez provodenja formalnog, ili ¢ak i neformalnog deduktivnog dokaza.
Takvo zaklju¢ivanje nazivamo generalizacija nepotpunom indukcijom. Marijin odgovor ne
sadrzi matematicki korektan op¢i dokaz dane tvrdnje iako njegov prvi dio sadrzi korektan
op¢i zapis umnoska triju uzastopnih prirodnih prirodnih brojeva u obliku n(n+1)(n+2) te
korektnu primjenu svojstava zbrajanja i mnoZenja algebarskih izraza (komutativnost,
asocijativnost 1 distributivnost) u slozenoj situaciji s 3 faktora. Marija je navedeni izraz
korektno zapisala u obliku zbroja monoma. Medutim, ta strategija ne vodi Zeljenom
zakljuc¢ku. Zadnji dio njenog rada moZemo interpretirati kao vrijednost izraza
n®+n®+2n°+2n za n=1, tj. kao korektan zakljuak u specijalnom, ali ne i opéem sluéaju.

Kona¢no, Katarinin dokaz je valjan. Sastoji se od korektnih matematickih ¢injenica koje

vode glavnom zakljucku.

Postotak ispitanika koji su tocno odgovorili na A. dio zadatka je 75%, postotak onih koji
su tocno odgovorili na B. dio zadatka je 46%, a onih koji su to¢no odgovorili na C. dio

zadatka 60%.
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Zadatak 3.3.3. (MFC802A, MFC802B, MFC802C, MFC802D)

Potrebno je dokazati sljedecu tvrdnju:
,,Ako se kvadrat bilo kojeg prirodnog broja podijeli brojem 3,
ostatak pri dijeljenju je O ili 1.«
Odredite vodi li neki od sljede¢ih pristupa matematic¢ki korektnom dokazu ove ¢injenice.

Oznaci jedan kvadratié u svakom retku
Da Ne

A. Koristi tablicu:

Broj |1]2]3| 4|5 |6]|7]8]9] 10
Kg’aqrat 14 |9|16/|25|36|49|64]81]|100
roja
Ostatak
pri

gijeenio | 1| 1|0 2201 f2]o]1
s3

B. Pokazi da je (3n)2djeljivo brojem 3.

Ostali prirodni brojevi oblika su 3n+1.

Njihov kvadrat je dan's 9n% + 6n + 1,

Sto uvijek pri dijeljenju brojem 3

daje ostatak 1. O O
C. lzaberi prirodni broj n, nadi njegov kvadrat n?,

zatim provijeri vrijedi li tvrdnja. O O
D. Provjeri tvrdnju za nekoliko prvih prostih brojeva,

a zatim izvedi zaklju€ak temeljen na

osnovnom teoremu aritmetike. ) ]

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko metodicko znanje vezano uz
Euklidov teorem o dijeljenju s ostatkom, kao i primjena tipi¢ne strategije dokazivanja tvrdnji
o0 djeljivosti, odnosno ostacima pri dijeljenju u skupu prirodnih brojeva. U odgovoru A.
mozemo uociti ispravan i sustavan nacin razmisljanja o danoj tvrdnji, no on ne predstavlja
njezin matematicki potpun i korektan dokaz. Uo¢avamo da su u priloZenoj tablici sustavno
i organizirano ispisani svi prirodni brojevi od 1 do 10, njihovi kvadrati i ostatci pri dijeljenju
tih kvadrata brojem 3. Uocava se da ti ostatci poprimaju samo vrijednosti 0 ili 1, no nakon

toga nema upute o nacinu dolazenja do opéeg zakljucka, iz cega mozemo zakljuciti da ovaj
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pristup podrazumijeva generalizaciju nepotpunom indukcijom, na temelju nekoliko
primjera. Slican pristup daje i C. no u njemu nema sustavnosti ni organiziranosti pokazane

u pristupu A. Pristup C. najblizi je metodi pokusaja i promasaja.

Pristup B. matematicki je korektna, mada ne 1 do kraja razradena strategija koja vodi
dokazu dane tvrdnje. U njoj je primijenjen Euklidov teorem o dijeljenju s ostatkom, prema
kojem se svaki prirodni broj moze =zapisati u jednom od oblika
3n-1,3n,3n+1 za neko neN,. Nakon toga, primijenjena je metoda razlikovanja
slucajeva te je za svaki od njih izvrSeno kvadriranje. Njime se dobiva redom
(Bn+1)*=9n° +6n+1, (3n)> =9n° te (3n—1)> =9n*—6n+1, a treba jos prokomentirati da
je IN*£6n+1=3-(3n*+2n)+1 i 9n* =3-(3n%), pri ¢emu su 3n*£2n, 3-(3n°) € Z, §to
znaci da je kvadrat prirodnog broja oblika 3n djeljiv brojem 3, dok u slu¢aju prirodnog broja
oblika 3n+1 kvadrat tog broja pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1. Na kraju, pristup D. daje
pokusaj kori$tenja rastava prirodnog broja na proste faktore (osnovni teorem aritmetike), $to
nije produktivna strategija. Uo¢imo i da ve¢ prvi korak ovog pristupa upucuje na nepotpunu
indukciju, Sto ne vodi korektnom deduktivnom dokazu. Postotak ispitanika koji su tocno

odgovorili na A. dio zadatka je 46%, na B. dio zadatka 63%, na C. dio zadatka 58% te na
D. dio zadatka 54%.

Zadatak 3.3.4. (MFC804)

Razredni odjel ima 10 uéenika. Ako bi se pri slu¢ajnom odabiru iz tog razrednog odijela
jednom prilikom izabrala 2 ucenika, a zatim nekom drugom prilikom 8 ucenika, koja je od
sljedecih tvrdnji istinita?

Oznaci jedan kvadratic

A. Postoji viSe nacina za odabir 2 ucenika nego

za odabir 8 ucenika. ]
B. Postoji viSe nacina za odabir 8 ucenika nego

za odabir 2 ucenika. ]
C. Broj nacina za odabir 2 uéenika jednak je

broju nacina za odabir 8 ucenika. ]
D. Nije moguce odrediti koji odabir ima vise

mogucnosti. ]
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Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se osnovno matemati¢ko kombinatorno znanje

vezano uz osnovne principe prebrojavanja te uz koncept i svojstva binomnog koeficijenta.

10! 10-9

= = =45 razli¢itih nacina, dok za
2181 2.1

10
Za odabir 2 ucenika od njih 10 postoji ( 2]
10! 10-9-8-7-6-4-3-2-1

= = =45 razlicitih
812! 8:7-6-4-3-2-1

10
odabir 8 ucenika od njih 10 postoji (8]

nac¢ina odabira. Taj zakljucak slijedi i direktno iz svojstva simetrije binomnog koeficijenta:

BERATETE

za n=101 k = 2. Dakle, broj na¢ina za odabir 2 uéenika od njih 10 jednak je broju nacina

za odabir 8 ucenika od njih 10. Postotak ispitanika koji su to¢no rijesili ovaj zadatak je 35%.

3.1.2. Iracionalni brojevi

U nastavku slijedi zadatak kojim se ispituje znanje vezano uz koncept iracionalnog broja 7.

Zadatak 3.3.1. (MFC610A, MFC610B, MFC610D)

Odredite koje je od sljedeceg uvijek, ponekad ili nikad iracionalan broj.

Oznaci jedan kvadrati¢ u svakom retku

Uvijek Ponekad Nikad
A. Rezultat dijeljenja opsega kruga

njegovim promjerom. O O |
B. Duljina dijagonale kvadrata
stranice duljine 1.

C. Rezultat dijeljenja brojeva 22 7.

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko sadrzajno znanje vezano uz koncept
iracionalnog broja i taj se koncept povezuje s geometrijom, kako je to i uobicajeno u
nastavnoj praksi u osnovnoj skoli. Prvo pogledajmo tvrdnju A. Opseg O kruga promjera p

dan je izrazom O = p- . Rezultat dijeljenja opsega tog kruga njegovim promjerom jednak
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je szzﬂ. Budu¢i da je 7 iracionalan broj, to¢an odgovor za A. dio zadatka je
p p
,uvijek®, sto je zakljucilo 44% ispitanika.

Promotrimo tvrdnju B. Uzmimo kvadrat ABCD stranice duljine 1, kao na slici 3.1. Neka je

AC dijagonala tog kvadrata.

.
A a B

Slika 3.1. Kvadrat ABCD

Primjenom Pitagorinog poucka na jednakokracan pravokutni trokut AABC, s katetama
AB i BC duljine 1, dobivamo da za duljinu d njegove hipotenuze vrijedi d? =12 +12, tj.

d? =2, §to zna¢i da je dijagonala jedini¢nog kvadrata duljine d = J2. Budu¢i da je broj J2

iracionalan, tocan odgovor na B. dio zadatka je ,,Uvijek®, Sto je uocilo 54% ispitanika.

Konacno, rezultat dijeljenja prirodnih brojeva 22 i 7 je razlomak ? koji pripada skupu

racionalnih brojeva, pa je odgovor na C. dio zadatka ,Nikad®, §to je zaklju¢ilo 37%
ispitanika. MoZemo naslutiti da se razlog slaboj rijeSenosti ovog dijela zadatka nalazi
¢injenici da se dijeljenjem 22 : 7 dobije racionalan broj ¢iji je decimalni zapis beskonacan,
Sto bi upucivalo da buduéi ucitelji iracionalne brojeve poistovjecuju s beskonacnim

decimalnim zapisima uz zanemarivanje svojstva (ne)periodicnosti tih zapisa.
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3.2.  Algebrai funkcije

Sadrzajna domena Algebra i funkcije podijeljena je na poddomene Geometrijski uzorci,
Algebarski izrazi, Jednadzbe i nejednadzbe, Funkcije i Matrice. Objavljeni zadaci
obuhvacaju dva zadatka iz poddomene Jednadzbe i nejednadzbe te po jedan zadatak iz
poddomena Funkcije i Matrice.

U objavljenim zadacima koji ispituju matematicko metodicko znanje, od buducih se
ucitelja matematike o¢ekuje znanje vezano uz koncept linearne i kvadratne jednadzbe te uz

koncept matematickog dokaza.

U objavljenim zadacima Kkoji ispituju matemati¢ko sadrzajno znanje o¢ekuje se znanje
vezano uz koncept (linearne) funkcije i operacije s funkcijama, uz Hadamardov (Schurov)
produkt dviju matrica te uz primjenu eksponencijalne funkcije pri modeliranju situacija iz

svakodnevnog Zivota.

3.2.1. Prirodni brojevi

Sljede¢im zadacima ispituje se matematicko sadrzajno 1 metodicko znanje vezano uz
postavljanje 1 rjeSavanje problemskih zadataka primjenom linearnih jednadzbi te uz

dokazivanje formule za rjeSenja kvadratne jednadzbe.

Zadatak 3.1.1. (MFC604A1, MFC604A2, MFC604B)

(@) Sljede¢i zadaci pojavili su se u udzbeniku iz matematike za 7. razred osnovne Skole:

1. Petar, David i Ivan igraju se $pekulama. Imaju ukupno 198 $pekula. Petar ima 6 puta
viSe Spekula od Davida, a Ivan ima 2 puta vise $pekula od Davida. Koliko $pekula
ima svaki od njih?

2. Tri prijateljice Vesna, Josipa i Gabriela imaju ukupno 198 kovanica. Vesna ima 6
puta vise kovanica od Josipe, a tri puta viSe kovanica od Gabriele. Koliko kovanica

ima svaka od njih?
Rijesite svaki zadatak.

(b) Ucenicima sedmog razreda obi¢no je drugi zadatak tezi od prvoga. Navedite jedan razlog

za razliku u razini tezine.
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Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matemati¢ko metodicko znanje i matemati¢ko
sadrzajno znanje vezano uz postavljanje i rjeSavanje problemskih zadataka te uz koncept
linearne jednadzbe s jednom ili dvjema nepoznanicama. Postoji viSe metoda rjeSavanje ovih
zadataka. Krenimo od prvog zadatka. Oznacimo slovom P broj Spekula koje ima Petar,
slovom D broj $pekula koje ima David i slovom | broj spekula koje ima Ivan. 1z teksta
zadatka slijedi da je broj Spekula koje ima Ivan dvostruko, a broj Spekula koje ima Petar
Sesterostruko vec¢i od broja Spekula koje ima David. To mozemo zapisati kao

| =2D, P =6D. Ukupan broj Spekula jednak je zbroju Spekula svakog od njih 1 iznosi 198.

Izjedna¢avanjem izraza P+ D+1 s brojem 198 i uvazavanjem uoCene ovisnosti broja
Ivanovih i broja Petrovih $pekula o broju Davidovih $pekula, dobijemo broj Spekula koje

ima David:

P+D+1=198
<= 6D+D+2D =198
< 9D =198

< D=22

Dakle, David ima 22 Spekule. Iz toga slijedi da je broj Spekula koje ima Ivan jednak
| =2-22 =44, dok je broj $pekula koje ima Josip jednak J =6-22=132. Ovaj zadatak iz
(a) dijela to¢no je rijesilo 72% ispitanika. Drugi zadatak iz (2) dijela rjesava se na analogan
nac¢in. Ozna¢imo slovom V broj kovanica koje ima Vesna, slovom J broj kovanica koje ima
Josipa i slovom G broj kovanica koje ima Gabriela. 1z teksta zadatka slijedi da je broj
kovanica koje ima Vesna Sesterostruko veci od broja kovanica koje ima Josipa, a trostruko

veéi od broja kovanica koje ima Gabriela. To moZzemo zapisati U obliku V =6J =3G,
odnosno iz jednakosti V =6J slijedi J :%V, a iz jednakosti V =3G slijedi Gzév.

Ukupan broj kovanica jednak je zbroju kovanica svake od njih i iznosi 198. Izjednacavanjem
izraza V +J +G s brojem 198 te uvrstavanjem gornjih jednakosti umjesto nepoznanica J i

G dobijemo broj kovanica koje ima Vesna:

V+J+G=198
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sV +EV +1V =198
6 3

= §V =198 /:(§j
2 2
sV =132,

Dakle, Vesna ima 132 kovanice. 1z toga slijedi da Josipaima J =132:6 =22, dok Gabriela

ima G=132:3=44 kovanice. Ovaj zadatak to¢no je rijeSilo 50% ispitanika. Slijedi

sluzbena napomena iz TEDS — M istrazivanja i kodne tablice 3.2. te 3.3. prema kojoj su

bodovani odgovori ispitanika na (a) dijelove zadatka.

Napomena uz odgovor

Tocan odgovor za prvi zadatak: David ima 22 $pekule, Petar 132 i lvan 44,
Tocan odgovor za drugi zadatak: Vesna ima 132 kovanice, Josipa 22, a Gabrijela 44.
Pri bodovanju su razmatrane sljede¢e metode:

Metoda 1. Koristenje jedne nepoznanice, postavljanje jedne jednadzbe i rjeSavanje.

Metoda 2. Kori$tenje vise nepoznanica, postavljanje sustava jednadzbi, izvodenje

Metoda 3. Pokusaj i promasa;.

Metoda 4. Omjer ili druge aritmetic¢ke metode.
Metoda 5. Prikaz/dijagram.

Primjer za prvi zadatak: Neka je m broj spekula koje ima David. Tada

Petar ima 6m, a lvan 2m. Slijedi 6m 4+ 2m + m = 198, m = 22.

supstitucije 1 rjeSavanje.

Primjer za prvi zadatak: Neka je p broj spekula koje ima Petar, d broj
Spekula koje ima David, a j broj Spekula koje ima lvan 2 p = 6d,
j=2d,p+d+j=198.

Tablica 3.2. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC604A1

Kod | Odgovor Zadatak: MFC604A1
Tocan odgovor
1 Odgovor korektno koristi Metodu 1 za rjeSavanje Zadatka 1 1 dobiva korektno
rjesenje.
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Odgovor korektno koristi Metodu 2 za rjeSavanje Zadatka 1 i dobiva korektno

12 .
rjesenje.

13 Odgovor korektno koristi Metodu 3 za rjesavanje Zadatka 1 i dobiva korektno
rjesenje.

14 Odgovor korektno koristi Metodu 4 za rjeSavanje Zadatka 1 i dobiva korektno
rjesenje.

15 Odgovor korektno koristi Metodu 5 za rjeSavanje Zadatka 1 i dobiva korektno
rjesenje.

19 Odgovor Koristi valjanu, ali drugaciju metodu od prethodno navedenih za
rjeSavanje Zadatka 1 i dobiva korektno rjesenje.
Netocan odgovor
Odgovor na Zadatak 1 koji koristi jednu od Metoda 1 — 5, ali dolazi do neto¢nog

70 | odgovora ili ne moze do¢i do rjeSenja zbog pogreske u racunu ili algebarske
pogreske.
Odgovor koristi korektnu, ali drugac¢iju metodu od prethodno navedenih za

71 | rjeSavanje Zadatka 1, ali dolazi do neto¢nog odgovora ili ne moze do¢i do rjesenja
zbog pogreske u racunu ili algebarske pogreske.

79 Ostali neto¢ni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne
odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora

99 | Prazno

Tablica 3.3. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC604A2
Kod | Odgovor Zadatak: MFC604A2
Tocan odgovor

11 | Odgovor koristi Metodu 1 za rjeSavanje Zadatka 2.

12 | Odgovor koristi Metodu 2 za rjeSavanje Zadatka 2.

13 | Odgovor koristi Metodu 3 za rjeSavanje Zadatka 2.

14 | Odgovor koristi Metodu 4 za rjeSavanje Zadatka 2.

15 | Odgovor koristi Metodu 5 za rjeSavanje Zadatka 2.
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Odgovor koristi valjanu ali drugaciju metodu od prethodno navedenih za
1 rjeSavanje Zadatka 2 1 dobiva korektno rjesenje.

Netocan odgovor

Odgovor na Zadatak 2 koji koristi jednu od Metoda 1 — 5, ali dolazi do neto¢nog
70 | odgovora ili ne moze do¢i do rjeSenja zbog pogreske u racunu ili algebarske

pogreske.

Odgovor koristi korektnu ali drugaciju metodu od prethodno navedenih za
71 | rjeSavanje Zadatka 2, ali dolazi do neto¢nog odgovora ili ne moze do¢i do rjeSenja

zbog pogreske u racunu ili algebarske pogreske.

Ostali netocni odgovori (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne
" odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).

Bez odgovora
11 | Prazno

U (b) dijelu zadatka ispituje se matematicko metodicko znanje. Od buducih se ucitelja

matematike u viS§im razredima osnovne $kole oéekuje prepoznavanje i analiza elemenata

zadanog zadatka te uocavanje poteSkoca koje bi ucenici mogli imati pri interpretaciji

pojedinog dijela zadatka. Odabir osnovne nepoznanice iz teksta prvog zadatka u (a) dijelu

ne podrazumijeva visoku razinu kognitivnog promisljanja jer je broj Spekula koje imaju Ivan

1 Petar u direktnoj vezi (tj. direktno je ovisan) s brojem Spekula koje ima David. S druge

strane, odnos broja kovanica koje imaju Gabriela i Josipa nisu u direktnoj vezi pa je u

drugom zadatku prevodenje tekstualnog zapisa u matemati¢ki zapis zahtjevniji proces.

Naime, pri izrazavanju preostalih dviju nepoznanica pomocu osnovne, pojavljuje se

razlomacki zapis, Sto bi ucenicima moglo predstavljati problem pri ra¢unanju. Takve i sli¢ne

odgovore dalo je 39% ispitanika. U nastavku dajemo kodnu tablice za (b) dio zadatka.

Tablica 3.4. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC604B

Odgovor Zadatak: MFC604B

Tocan odgovor

10

Razlozi koji jasno iznose razliku u matematickoj ili kognitivnoj slozenosti dvaju
zadataka.

Primjeri:
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1) U prvom zadatku je lakSe (u usporedbi s drugim zadatkom) izabrati osnovnu
nepoznanicu i vidjeti odnose izmedu nepoznanica. U prvom zadatku, broj
Spekula koje Petar i Ivan imaju u direktnoj je vezi s brojem $pekula koje ima
David. Ipak, u drugom zadatku, odnosi izmedu broja kovanica koje imaju
Josipa i Gabriela nije direktno naveden.

2) Drugi zadatak je sastavljen na nacin zbog kojeg je izglednije da ¢e biti
rjeSavan pomocu razlomaka nego pomocu cijelih brojeva. Razlomci mogu
biti zahtjevniji pri rjeSavanju, raCunanje s razlomcima je podloznije

greskama.

Netoc¢an odgovor
Nekorektni razlozi (ukljucujuci izbrisane, iskrizane, necitljive, sluajne odgovore

79
ili odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora

99 | Prazno

Zadatak 3.1.4. (MFC712A, MFC712B, MFC712C, MFC712D)

Nastavnik matematike svojim uéenicima zeli pokazati kako izvesti izraz za rjeSenja

kvadratne jednadzbe. Odredite je li neko od sljedec¢ih znanja potrebno za razumijevanje tog

izvoda.
Oznaci jedan kvadratic¢ u svakom retku
Potrebno Nepotrebno
A. Kako rjeSavati linearne jednadzbe. (] ]

B. Kako rjesavati jednadzbe oblika
x>=k k>0.
C. Kako nadopuniti izraz do potpunog kvadrata.

D. Kako zbrajati i oduzimati kompleksne brojeve.

Odgovor. U istrazivanju TEDS — M ovaj je zadatak klasificiran u zadatke kojima se
ispituje matematicko metodicko znanje, iako je za njegovo rjeSavanje nuzno matematicko

sadrzajno znanje izvoda formule za rjeSenja kvadratne jednadzbe.

Neka je ax’ +bx+c=0,a,b, ceR, a=0, po volji odabrana kvadratna jednadZzba. Do

izraza za njezina rjeSenja dolazi se sljede¢im nizom ekvivalencija:
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ax’+bx+c=0/:a,a=0

<:>x2+9x+£=0 (1)
a a
2 2
<:>x2+2-£x+(£] —(3) +fo0 2
2a 2a 2a a
2 2
<:>[x+£} +E—b—=0 3)
2a a 4a
2 2_
@(Hij _biodac ()
2a 4a
b)Y b?-4ac
X+— | = 5
Q( +2aj 4a° ©)
ox+ Do [Pdac g, B bTdac (6)
" a 4a’ > 2a 4a’
ey P b? —4ac i - 0 b? —4ac @)
T 43’ > 2a 43’

U koraku (1) pocetna jednadZba je normirana. U koracima (2) 1 (3) izvodi se
nadopunjavanje do potpunog kvadrata pa je za razumijevanje ovog izvoda potrebno znanje
navedeno pod C. Postotak kandidata koji su dosli do tog zakljucka bio je 49%. Nadalje, u
koracima (4), (5) i (6) objema stranama jednadzbe dodaje se ili oduzima neki izraz, $to
obuhvaca znanje rjeSavanja linearnih jednadzbi. 1z toga slijedi da je za razumijevanje ovog

izvoda potrebno i znanje navedeno pod A., §to je zakljucilo 78% kandidata. Konacno, u

2

koracima (6) 1 (7) traZe se izrazi koji kvadrirani daju izraz , za §to je potrebno znati

4a?

rijesiti kvadratnu jednadZbu oblika x? = k, k > 0. Do tog je zakljucka doslo 78% kandidata.
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Dakle, da bi se razumio izvod formule za rjesenja kvadratne jednadzbe, potrebno je znati A,

B. i C., dok znanje D. nije potrebno. Korektan odgovor na D. dalo je 64% ispitanika.

3.2.2. Funkcije

Slijedi zadatak kojim se ispituje matemati¢ko metodi¢ko i sadrzajno znanje vezano uz

koncept funkcije i njezinog grafa te, posebno, koncept eksponencijalne funkcije.

Zadatak 3.1.2. (MFC710A, MFC710B, MFC710C)

Odredite koja se od sljedecih situacija moze modelirati eksponencijalnom funkcijom.
Oznaci jedan kvadrati¢ u svakom retku
Da Ne
A. Visina lopte h, t sekundi nakon §to je
bacena u zrak. O O
B. 1znos novca A u banci nakon t tjedana
ako se svaki tjedan u banku stavi k kovanica. D D
C. Vrijednost automobila ¥V nakon t godina ako mu
se vrijednost smanjuje d% godisnje. D D

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko sadrzajno znanje vezano uz koncept
eksponencijalne funkcije i njegovu primjenu u kontekstualiziranim zadacima iz
svakodnevnog Zivota u kojima se pojavljuje eksponencijalno ponasanje. Odnos veli¢ina ¢iji
se rast ili pad moze opisati eksponencijalnom funkcijom je multiplikativan. Zadana situacija
A. opisuje kretanje lopte bacene u zrak. Kretanje lopte je slozeno gibanje koje se sastoji od
jednolikog usporenog gibanja i slobodnog pada. Uo¢imo da se visina lopte najprije povecava
(bacena je s tla uvis), a nakon $to dostigne svoju najvecu visinu smanjuje se do nule (lopta
padne natlo). Dakle, funkcija visine h najprije raste, a zatim pada, $to nije svojstvo niti jedne
eksponencijalne funkcije jer je svaka eksponencijalna funkcija ili strogo rastuca ili strogo

padajuca na svojoj domeni. Visinu lopte h, bacene u zrak po¢etnom brzinom V,,, u ovisnosti

2
0 vremenu t, modeliramo kvadratnom funkcijom h:[O,ti] —>R,h(t) =v, -t—%,gdje jeg

. e ey qey m N . . . <
ubrzanje sile teze i iznosi priblizno 9,81 —, v, pocetna brzina kojom je lopta bacena, a t
S
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vrijeme proteklo od pocetka gibanja lopte. Odgovor na pitanje A. je negativan, Sto je

zakljucilo 41% ispitanika.

Promotrimo sada situaciju B. Uo¢imo da je brzina promjene iznosa novca na ra¢unu u

vremenu t konstanta i iznosi k kovanica. Prema tome, ovu situaciju modelira linearna
funkcija A:[O, +oo>, A(t) = A, +kt, pri cemu je A, pocetni iznos novca na racunu, t vrijeme
u tjednima proteklo od polaganja novca u banku, a k je konstanta koja oznacava tjedni ulog
kovanica. | na ovo pitanje odgovor je negativan, §to je zaklju¢ilo 39% ispitanika.

Situacija C. opisuje eksponencijalno smanjenje vrijednosti automobila, i to za

d%:lg—0 vrijednosti godisnje. Neka je V, pocetna vrijednost automobila, a V, njegova

vrijednost nakon n godina. Tada je VM:Vn—i.Vn: 1—i V,,ne N, j.
100 100

V, = (1—18—0] ‘V,. Uocimo da izraz kojim je zadan op¢i ¢lan opisuje eksponencijalni pad

pa ovu situaciju mozemo modelirati eksponencijalnom funkcijom. Prema tome, kontinuirani
model Kkoji opisuje ovu situaciju bila bi funkcija zadana s V(t)=a-e™, za neke
a,beR,a=0. Znamo da je V(0)=V, iz cega slijedi da je V(t)=V,-e". Nadalje,

V(1)=(1—ij-vo, tj. VO-eb:(l—ij-Vo, odakle je 1—i=eb,odnosno
100 100 100

V(t)=(1—£—0j-voet. Konaéno, situacija C moze se modelirati eksponencijalnom

funkcijom, $to je zakljucilo 60% ispitanika.

Zadatak 3.1.3. (MFC711)

Dokazite sljedecu tvrdnju:

Ako se grafovi linearnih funkcija f,g:R — R, zadanihs f(x)=ax+b i g(x)=cx+d,

sijeku u tocki P na x — osi pravokutnog koordinatnog sustava, onda graf njihovog zbroja

f + g mora prolaziti tockom P.

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko sadrzajno znanje unutar kognitivne
domene Rasudivanje, vezano uz pojam funkcije i njezinog grafa, zbroja funkcije i

interpretacije koordinata to¢aka koordinatnog sustava.
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Dokazimo danu tvrdnju. Prvo uo¢imo da je ordinata svih to¢aka na X — 0si jednaka nula
pa se prema pretpostavci zadatka i grafovi zadanih linearnih funkcija sijeku u takvoj tocki.

Pretpostavimo da se grafovi funkcija f i g sijeku u tocki P(p,0), iz ¢ega slijedi da je
f(p)=0 i g(p)=0. Uvrstavanjem tih jednakosti u (f+g)(p) slijedi da je
(f +9)(p)=f(p)+9(p)=0+0=0. Dakle, graf funkcije f +g prolazi tockom P(p,0),
¢ime je tvrdnja dokazana. Uo¢imo da ova tvrdnja vrijedi za sve funkcije f,g:R — R,
neovisno o njihovom pravilu pridruzivanja pa je podatak o pravilu pridruzivanja suvisan.
Ovaj zadatak tocno je rijesilo 11%, a djelomi¢no tocno 8% ispitanika, iz ¢ega mozemo
zakljuciti da koncept funkcije te proces formalnog deduktivnog dokazivanja predstavljaju

problem buduc¢im uditeljima matematike. U nastavku dajemo kodnu tablicu prema kojoj su

se bodovali odgovori ispitanika.

Tablica 3.5. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC711

Kéd | Odgovor | Zadatak: MFC711

Tocan odgovor
Odgovor paZljivo izlaze korake dokaza u opéenitom smislu, bez koriStenja danih

formulaza f(x) i g(x).
20 | Primjer: Pretpostavi se da se f(x) i g(x) sijeku u tocki (p,0) na x - 0si.

Tada je f(p) = 0,g(p) = 0. Slijedi (f + g)(») = f(p) + g(p) =0+ 0 =0.
Stoga f + g takoder prolazi tockom (p, 0).

Odgovor pazljivo izlaze korake dokaza koriste¢i dane formule za f(x) i g(x).
Primjer: Pretpostavi se da se f(x) i g(x) sijeku u tocki (p,0) na x-osi. Tada se

mogu napraviti sljedeci zakljucci:

) f@)=0-ap+b=0-p=—2
@gP)=0->cp+d=0-p=—12

. (@) @) =g(@p) »7=5-ad = b
@f@)=gp)oap+b=cp+d->——;

Budu¢i da je (f +g9)(p) = f(p) + g(p), zajedno s dva ili vise prethodno
navedenih zakljucaka moze se pokazati da je (f + g)(p) = 0. Stoga (f + g)(x)
takoder prolazi tockom (p, 0).

22 | Odgovor pazljivo izlaze korake dokaza koriste¢i grafi¢ke argumente.
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Primjer: Prikazan je graf dva pravca koji se sijeku na x-osi. Pretpostavi se da se
f(x)i g(x) sijeku u tocki (p,0) na x-osi. Vrijednost od (f + g)(x) je zbroj od
f(x) 1 g(x) zasvaki x. Aliza x =p, 0+ 0 =0, stoga f + g takoder prolazi
tockom (p,0).

Djelomi¢no to¢an odgovor

10

Odgovor pokazuje slijed zakljucaka o op¢enitim funkcijama bez koristenja danih
formula za f(x) i g(x), ali nacinjena je neka pogreska ili odgovor zavrSava prije
nego je dokaz dovrsen.

Primjer: Razumije da je je f(p) = 0,g(p) = 01 (f + g)(p) = f(p) + g(p). ali
ne dolazi do cinjenice da je (f + g)(p) = 0 i/ili zakljucka da (f + g)(x) takoder
prolazi tockom (p, 0).

11

Odgovor pokazuje slijed zakljucaka koristenjem danih formula za f(x) i g(x),
ali nacinjena je neka pogreska ili odgovor zavrsava prije nego je dokaz dovrsen.
Primjer: Izvodi jedan ili vise zakljucaka (1) - (4) pod kodom 21, takoder kaze
F+g9x) =fx)+gx)=(a+c)x+ (b+ d), takoder uspijeva pokazati da
je (f + g)(p) = 0, ali postoji velika pogreska u logickom rasudivanju.

12

Odgovor pokazuje slijed zaklju€aka o opcenitim funkcijama Kkoriste¢i
intuitivne/grafi¢ke dokaze, ali nacinjena je neka pogreska ili odgovor zavrSava
prije nego je dokaz dovrSen.

Primjer: Odgovor pokazuje graficki da f(x) i g(x) prolaze kroz istu tocku na osi
x, takoder istice znacenje funkcije zbroja, ali ne uspijeva zakljuciti da i funkcija

zbroja prolazi kroz istu tocku.

Netoc¢an odgovor

79

Neto¢ne matematicke izjave i ostali neto¢an rad (ukljucujuéi izbrisane, iskrizane,

necitljive, slucajne odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).

Bez odgovora

99

Prazno.

3.2.3. Matrice

U sljede¢em zadatku od buduéih ucitelja matematike ocekuje se matemati¢ko sadrzajno

znanje vezano uz Hadamardov (Schurov) produkt matrica.
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Zadatak 3.1.5. (MFC814)

pt qu
v sw

P9

Neka je Az{
rs

t

} i B:{ “} i A®B definirano s A®B={ } Vrijedi li
vV ow

sljedeca tvrdnja: Ako je A® B =0, onda jeili A=0ili B =0 (gdje 0 predstavlja nulmatricu)?

Obrazlozite svoj odgovor.

Odgovor. Ovim zadatkom provjerava se matematicko sadrzajno znanje buducéih ucitelja
visih razreda osnovne Skole vezano uz koncept i primjenu svojstava Hadamardovog
(Schurovog) produkta matrica. Pritom se Hadamardov (Schurov) produkt dviju matrica

definira na sljede¢i nacin:

Neka su A=[a; |, B=[b; |eM,, dvije matrice. Hadamardov (Schurov) produkt

matrica A 1 B, u oznaci A®B, je matrica iz M s elementima

mn

i€l ., n jel .., m

[A® B]ij = 8 b

Prema tome, kako je i navedeno u tekstu zadatka, za matrice A= [aij } B= [bij ] ,vrijedi

A(@Bz{pt qu}
rv sw
: : pt qu . o, :
Pretpostavimo da je A®B:LV SV\J:O. Tada vrijede sljedece jednakosti:
p=0ilig=0
i
r=0ilis=0
i
t=0 iliu=0
i
v=0 iliw=0.

Iz toga zakljucujemo da nije nuzno da jedna od matrica A i B bude nulmatrica. U nastavku

00
dajemo neke primjere matrica A i B, A,B;{O O}’ ¢iji je Hadamardov produkt jednak

nulmatrici.
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. '3 0 0 2 0 0
Primjer 1: A= },B:{O O]A@)B:{ }

. 10 0 2] [0 0]
Primjer 2: A= ,B= ,A®B = .

11 0 0] 10 0]
- [0 0] . [1 0] [0 0]
Primjer 3: A= ,B= ,A®B =

01 10 00

. 4 0 0 200 0 0
Primjer 4: A= L ,B= ,A®B = .

Takvi i sliéni protuprimjeri bili su dovoljni za opovrgavanje polazne tvrdnje. Ovaj

zadatak od buducih ucitelja matematike u vis§im razredima osnovne $kole zahtijeva vecu

razinu kognitivnog promisljanja, zbog ¢ega je u ispitivanju TEDS — M svrstan u kognitivnu

domenu Rasudivanje.

Postotak ispitanika koji su ovaj zadatak rijesili potpuno to¢no bio je 19%, a postotak

onih s djelomi¢no to¢nim odgovorima bio je 2%. U nastavku dajemo kodnu tablicu prema

kojoj se bodovani odgovori ispitanika.

Tablica 3.6. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC814

Kéd | Odgovor | Zadatak: MFC814
Tocan odgovor
Odgovor ukazuje da je izjava neistinita (ili ne nuzno istinita) i prilaze istinit
(i korektan) protuprimjer.
o0 | Primjer:
o . 1 0. 01 ) 00
Ne, nije istina. Ako je A= iB= ,ondaje A®B = .
10 01 00
Odgovor ukazuje da je izjava neistinita (ili ne nuzno istinita) i prilaze opéi opis
protuprimjera koristeci se rijecima.
21 | Primjer: Pretpostavimo da su svi elementi u prvom stupcu matrice A jednaki O i

svi elementi u drugom stupcu matrice B jednaki 0. Ako primijenimo operaciju

definiranu u pitanju na matrice A i B, na kraju dobivamo nulmatricu.
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Napomena: Kao §to je prikazano u prethodnom primjeru, iako odgovor ne
ukazuje da drugi stupac matrice A i prvi stupac matrice B moraju imati nenul

elemente, ovakav odgovor priznajemo kao tocan.

29 | Ostali to¢ni odgovori.

Djelomi¢no to¢an odgovor
Odgovor ukazuje da je izjava neistinita (ili ne nuzno istinita) i prilaze protuprimjer

10 koji nije dovoljno dobro opisan.

Netocan odgovor

Odgovor ukazuje da je izjava neistinita (ili ne nuzno istinita), ali ne prilaze
70

objasnjenje ili je objasnjenje neistinito.

71 | Odgovor ukazuje da je izjava istinita.

Ostali neistiniti odgovori (ukljuujuéi izbrisane, iskrizane, necitljive, slucajne

7 odgovore ili odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora
99 | Prazno.

3.3. Geometrija i mjerenje

Sadrzajna domena Geometrija i mjerenje podijeljena je na poddomene Geometrijski
likovi, Geometrijsko mjerenje te Analiticka geometrija. Objavljeni zadaci obuhvacéaju po

jedan zadatak iz svake od poddomena.

Objavljeni zadaci ispituju matematicko sadrzajno znanje buducih ucitelja
matematike u vi$im razredima osnovne $kole vezano uz Svojstva simetrije geometrijskih
likova, koncept paralelograma. Od buducih ucitelja ocekuje se vjeStina rjeSavanja
geometrijskog problema analizom elemenata dane slike te interpretiranje dane linearne

jednadzbe u koordinatnom sustavu na pravcu, u ravnini i u prostoru.

3.3.1. Geometrijski likovi

U sljede¢im zadacima ispituje se matemati¢ko sadrzajno znanje buducih ucitelja matematike
u viSim razredima osnovne Skole vezano uz koncepte povrSine, simetrije pravilnih

mnogokuta i danog ¢etverokuta te uz koncept prostornog zora.
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Zadatak 3.2.3. (MFC808A, MFC808B, MFC808D)

Ucenici visih razreda osnovne $kole uée simetriju. Dan im je zadatak u kojem za dani
lik trebaju odrediti koliko ima osiju simetrije. Mihaelovi i Stjepanovi odgovori dani su u

tablici. Oznacite je li odgovor ucenika tocan ili netocan.

Ucenici 1 njihovi odgovori
0 broju osiju simetrije

Oblik Ime oblika Stjepan Mihael

6 12

pravilni Sesterokut

O Toc¢no 0O Toc¢no
O Netocno | O Netocno

5 10
pravilni peterokut

O Toc¢no 0O Toc¢no
O Netocno | O Netocno

4 2
[F] =

0O Tocno O Tocno
O Netocno | O Neto¢no

Napomena: Ovaj zadatak sloZenog visestrukog izbora izvorno je cinilo 6 zadataka za
ucenike. Nakon psihometrijske analize, prekodiran je u tri zadatka i bodovan na nacin kako
slijedi.
MFC808A: Jedan bod ako su i Stjepan i Mihael tocno oznaceni (11 2),; inace 0 bodova.
MFC808B: Jedan bod ako su i Stjepan i Mihael tocno oznaceni (11 2); inace 0 bodova.
MFCB808C: Jedan bod ako su i Stjepan i Mihael tocno oznaceni (211); inace 0 bodova.

Postotci rijesenosti bili su redom 70%, 61% i 53% redom.

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko sadrzajno znanje buducih ucitelja
matematike u viSim razredima osnovne $kole vezano uz uocavanje i odredivanje osiju
simetrije danog geometrijskog lika. U zadatku su zadani pravilni Sesterokut, pravilni

peterokut i romb. Svaki pravilni n - terokut ima n osiju simetrije. Dakle, pravilni Sesterokut
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ima 6 osiju simetrije: 3 osi koje sadrze glavne (tj. najdulje) dijagonale tog Sesterokuta (Slika
3.2.) i 3 osi koje prolaze polovistima nasuprotnih stranica tog Sesterokuta (Slika 3.3.), tj.

simetrale parova stranica pravilnog Sesterokuta.

/
/
/

Slika 3.3. Osi simetrije Slika 3.2. Osi simetrije pravilnog
Sesterokuta koje sadrze glavne Sesterokuta koje su simetrale parova
dijagonale. nasuprotnih stranica Sesterokuta.

Iz toga je jasno da je Stjepanov zakljucak toc¢an, a Mihaelov netocan, Sto je uocilo 70%

ispitanika.

Nadalje, pravilni peterokut ima 5 osiju simetrije, od kojih svaka prolazi jednim vrhom i

polovistem nasuprotne stranice tog peterokuta, $to se moze uociti na slici 3.4.

Slika 3.4. Osi simetrije pravilnog

peterokuta

Dakle, Stjepan je opet bio u pravu, dok je Mihael neto¢no odgovorio na postavljeno pitanje.
Do ovog zakljucka doslo je 61% ispitanika.
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Konacno, op¢i romb ima 2 medusobno okomite osi simetrije prikazane na slici 3.5. Ovoga
puta to je znao Mihael, dok Stjepan nije. Postotak ispitanika koji su uo¢ili da romb ima 2, a

ne 4 osi simetrije iznosi 53%.

Slika 3.5. Osi simetrije opceg romba

Uocimo da su postotci rijeSenosti danih zadataka u skladu s ucestaloS¢u pojavljivanja
pravilnih Sesterokuta i peterokuta te rombova u kurikulumu 1 nastavi matematike. Najcesce

se pojavljuje pravilni Sesterokut, a najrjede romb.

3.3.2. Geometrijsko mjerenje

Zadatak 3.2.1. (MFC704)

Na slici je paralelogram ABCD, pri ¢emu je XBAD =60",a AM i BM simetrale kutova

XDAB i XABC redom. Ako je opseg paralelograma ABCD 6 cm, odredite duljine stranica
trokuta ABM.

Svoje odgovore napisite na prazne linije D M &

|AB| =
|AM| =
|BM| =

A B

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko sadrzajno znanje vezano uz
rjeSavanje geometrijskog problema analizom pojedinih elemenata dane slike uz prikladne
oznake i popratnu argumentaciju. Kognitivna domena kojoj pripada ovaj zadatak je
Primjena. U ovom zadatku primjenjuju se: definicija simetrale kuta, zbroj veli¢ina kutova u

trokutu te svojstva paralelograma.
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Simetrala kuta je skup svih to¢aka jednako udaljenih od krakova tog kuta. Simetrala AM
kuta XBAD dijeli taj kut na dva kuta XBAM i XMAD jednakih veli¢ina, dakle

ABAM = AXMAD = % £BAD =30°. Nasuprotni kutovi paralelograma jednakih su veli¢ina iz

Cega slijedi da je xBAD=xDCA=60". Nadalje, susjedni kutovi paraleleograma su
suplementarni, Sto zna¢i da je njihov zbroj jednak 180° pa je veli¢ina kutova

XADC = XABC =180"—60" =120°. Simetrala BM kuta <ABC dijeli taj kut na dva kuta

A£ABM i £MBC jednakih veli¢ina, dakle XABM = <MBC = %AABC =60".

Promotrimo sada veli¢ine unutarnjih kutova trokuta AMD, BCM i ABM. U trokutu
AMD poznate su nam veli¢ine kutova XMAD =30" i XADM =120". Budu¢i da zbroj
veli¢ina unutarnjih kutova u trokutu iznosi 180°, lako se odredi veli¢ina kuta XAMD kao

£AMD =180" —120" —30" =30..

Analogno se odrede i veli¢ine kutova BMC 1 £AMB kao XBMC =180" -60" —60° = 60°,
XAMB =180"-30"—-60°=90". Iz svega navedenog, slijedi da je trokut AMD

jednakokracan s osnovicom AM |, trokut ABM pravokutan s pravim kutom pri vrhu M, a

trokut ABMC jednakostranican, kao §to je i prikazano na Slici 3.6.

A
Slika 3.6. Paralelogram ABCD

Dakle, |AD|=|DM| i |BC|=|MC|=|BM| pa zbog |AD|=|BC]| slijedi da je [DM|=|MC]|.

Prema tome, tocka M je poloviste duzine DM koja ima jednaku duljinu kao i duzina AB. Iz

[IDM| _|AB|

toga slijedi da je [DM|=|MC|=|MB| ===
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Opseg paralelograma jednak je dvostrukom zbroju duljina njegovih susjednih stranica. U

ovom slu¢aju, opseg O paralelograma jednak je O = 2(| AB| +|BC|) =6 cm. UvrStavanjem

AB B
jednakosti |BC| = % u izraz za opseg paralelograma, dobijemo duljine stranice AB i BC:

2(|/AB|+|BC|)=6/:2
< |AB|+|BC|=3
|AB|
<:>|AB|+T:3
3|AB|
©—1—=3/3

< |AB|=2cm=|BC|=3-2=1cm.

Duljine duzina MB i BC su jednake , tj. |MB| :|BC| =1 cm. Kona¢no, duljinu stranice AM

izraCunat ¢emo primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut AABM :

|AM" =|AB[" - [BM]

< |AM[* =4-1
=|AM[" =3
< |AM| =243

odakle je |AM | = J3.

Zbog svega gore navedenog ovaj zadatak u istrazivanju TEDS — M svrstan je u
kognitivnu domenu ,,Primjena“. U nastavku dajemo kodnu tablicu prema kojoj su kodirani
odgovori kandidata. Postotak to¢no rijeSenih zadataka bio je 32%, a postotak djelomi¢no

tocno rijeSenih zadataka bio je 25%.

Tablica 3.7. Kodna tablica za odgovore na zadatak MFC704

Kéod | Odgovor | Zadatak: MFC704

Tocéan odgovor
Odgovori koji daju sve tri korektne vrijednosti:

|AB| = 2cm
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|AM| = /3 cm ili korektna vrijednost
|[BM| = 1cm

Djelomi¢no to¢an odgovor
10 | Bilo koje dvije korektne vrijednosti i jedna nekorektna (ili neodredena).

11 | Bilo koja korektna vrijednost i dvije nekorektne (ili neodredena).

Netocan odgovor
Nekorektne matematicke tvrdnje ili tvrdnje koje nemaju znacenje (ukljucujuci

79
izbrisane, iskrizane, necitljive, slu¢ajne ili odgovore nevezane za zadatak).
Bez odgovora

99 | Prazno

3.3.3. Analiticka geometrija

U sljede¢em zadatku od buducih se ucitelja matematike u visSim razredima osnovne $kole
oc¢ekuje interpretacija jednadzbe u koordinatnom sustavu na pravcu, u ravnini i u prostoru.

Kognitivna domena kojoj pripada ovaj zadatak je ,,Primjena®.

Zadatak 3.2.2. (MFC705A, MFC705B)

Poznato je da postoji samo jedna toCka T(X) na brojevnom pravcu Cija koordinata

zadovoljava jednadzbu 3x = 6, i0naje x = 2.

Pretpostavi da je ta jednadzba u ravnini, s koordinatama x i y, a zatim u prostoru s
koordinatama x, y i z. Sto predstavlja skup svih to¢aka koji zadovoljava jednadzbu 3x = 6

u ravnini, a $to u prostoru?

Oznaci jedan kvadratié u svakom stupcu

Tocka Pravac  Ravnina Ostalo
A. Rjesenje jednadzbe 3x = 6 u ravnini je O
B. Rjesenje jednadzbe 3x = 6 u prostoru je (]

Odgovor. Ovim zadatkom ispituje se matematicko sadrzajno znanje vezano uz
geometrijsku interpretaciju linearne jednadzbe u koordinatnom sustavu na pravcu, u ravnini

I u prostoru. Postavljena je jednadzba 3x=6 eckvivalentna s jednadzbom X=2, a ona u
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ravnini predstavlja pravac paralelan sy — osi koji prolazi to¢kom s koordinatama (2,0), §to

je prikazano na Slici 32. Toc¢an odgovor na A. dio zadatka dalo je 53% ispitanika.

Sli¢no, jednadzba X =2 u prostoru predstavlja ravninu koja je paralelna s yz ravninom
i prolazi tockom s koordinatama (2,0, 0), kao na Slici 33. To¢an odgovor na ovaj dio zadatka

dalo je 51% ispitanika.

ANy

N

Slika 3.8. Pravac 3x =6 u ravnini Slika 3.7. Ravnina 3x = 6u prostoru

Uofimo da je opéi oblik (implicitne) jednadzbe pravca u  ravnini
Ax+By+Cz=0(A B, CeR, A>+B*=0), a opéi oblik jednadzbe ravnine u prostoru
Ax+By+Cz+D=0(A B,C,DeR, A+ B>+ C*+D*#0). U ovom je zadatku
odabrana ,,krnja* situacija u kojoj nedostaju neki pribrojnici, tj. s nekima od koeficijenata

jednakima nuli. Upravo su takve jednadZbe ucenicima najteZe za interpretaciju i na njima

treba posebno raditi.
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SAZETAK

Teacher Education and Development Study in Mathematics (TEDS — M)
medunarodno je komparativno istraZivanje studenata uciteljskih studija i nastavnickih
studija matematike, kojemu je cilj utvrditi do koje su mjere pripremljeni za poucavanje
matematike u nizim, odnosno vi§im razredima osnovne Skole. Cilj tog istraZivanja je 1
utvrditi varijacije u prirodi programa inicijalnog obrazovanja ucitelja razredne nastave i
nastavnika matematike unutar i medu drzavama sudionicama te njihov utjecaj na ucenicka
matematicka postignué¢a. TEDS — M istrazivanje zasnovano je na rezultatima veceg broja
medunarodnih komparativnih vanjskih vrednovanja matematickih postignu¢a ucenika
osnovne 1 srednje Skole (npr. TIMMS) koje provodi International Association for the
Evaluation of the Educational Achievement (IEA). U radu su prezentirani metodologija i
dizajn istrazivanja TEDS — M te detaljno analizirana odabrana javno dostupna pitanja i
zadaci postavljeni ispitanicima na tom istrazivanju, kojima se utvrduje razina njihovog
matematickog 1 metodickog znanja. Uz zadatke 1 pitanja viSestrukog izbora, detaljno su
analizirani 1 na njih ponudeni pogreSni odgovori, tzv. distraktori, dok je za zadatke
konstruiranog odgovore prezentirana i pojas$njena i pripadna kodna tablica u istrazivanju ve¢

Klasificiranih dobivenih ispitanickih odgovora.



SUMMARY

Teacher Education and Development Study in Mathematics (TEDS - M) is an
international comparative study on students who are studying teachers study and teaching of
mathematics, which aims to determine to what extent they are prepared to teach mathematics
in lower or higher grades. The aim of this research is to determine the variation in the nature
of the program of initial education of primary teachers and mathematics teachers within
participating countries and their impact on students mathematical achievement. TEDS - M
research is based on the results of a number of international comparative external
evaluationS of mathematical achievement of students in primary and secondary schools (eg.
TIMMS) conducted by the International Association for the Evaluation of Educational
Achievement (IEA). The aim of this paper is to present the methodology and design of
the TEDS - M research and thoroughly analyze selected publicly available questions and
tasks set respondents in this survey, which determines the level of their mathematical and

methodological knowledge.
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