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POGLAVLJE 1

Uvod

Navier—Stokesove jednadzbe opisuju gibanje inkompresibilnog, Newtonovog fluida u
okviru mehanike kontinuuma. Poznato je da se fluidi (primjerice voda, zrak, nafta
itd.) sastoje od mnostva molekula, no jasno je da je zbog broja tih molekula iznimno
tesko postaviti model koji simultano prati sto se dogada sa svim molekulama istovre-
meno. Takoder, zanima li nas ponasanje neke mase fluida na makroskopskom nivou,
a ne interakcije medu molekulama, mehanika kontinuuma je i prirodan izbor za mo-
deliranje problema. Navier—Stokesove jednadzbe opisuju kontinuum u terminima
polja brzine i tlaka. Na nekoj atomskoj razini ta polja uopée ne moraju imati smisla,
primjerice tlak, ali na makroskopskoj skali iznimno dobro aproksimiraju fizikalan
sistem.

Prvotno su predlozene (neka verzija) od strane francuskog inzenjera C.M.L.H.
Naviera u okviru molekularnog modela 1822. godine, ali se model ubrzo pokazao
inkonzistentim, s fizikalnog stajalista, za vise razlicith materijala medu kojima su
bile i tekucine. Dvadesetak godina kasnije, do istih je jednadzbi dosao i, tada dvade-
setSetogodisnji, G.H. Stokes (1845.) u okviru teorije kontinuuma.

U slucaju kada na fluid djeluje neka vanjska sila f, Navier—Stokesove jednadzbe
mozemo zapisati u obliku

a—v+(U-V)v—yAv+Vp:f na Q x (0,7)

ot (1.1)

divo =0na Q x (0,7)
uz pripadne pocetne i rubne uvjete

v(+,0) = vy na

1.2
v(z,t) =0zax €0, t>0. (1.2)

U slucaju da € nije ogranicen, potrebno je zadati i uvjete konvergencije na v(z,t)
i/ili p(z,t) kada |z| — oo.



Navier—Stokesove jednadzbe i same po sebi od velikog su interesa i u samo mate-
matickom smislu. Unato¢ ¢estim primjenama i Sirokom proucavanju, jos uvijek nije u
potpunosti dokazana egzistencija globalna u vremenu glatkog rjesenja u tri dimenzije
i, ako postoji, je li ono regularno, iako se ¢ini kao ocita istina od strane inzenjera.
O tezini problema govori i ¢injenica da je The Clay Mathematics Institute raspisao
nagradu od $1, 000,000 za rjesenje ili kontraprimjer (sluzbeni opis problema moze se
nadi u [13]). Naravno, u ovom radu ne bavimo se glavnim pitanjem nego ”slabijim”,
takozvanim slabim rjesenjima.

Od sada pa nadalje, kad govorimo o sustavu (1.1)—(1.2) pisat ¢emo kratko N—S.

1.1 Izvod i interpretacija N—S

Navier—Stokesove jednadzbe izvode se iz zakona sacuvanja i jednadzbi kontinuiteta
primjenjenih na svojstva fluida. Da bi se izvele, potrebno je izvesti jednadzbu konti-
nuiteta, primijeniti je na sacuvanje mase i momenta, i konac¢no sve to zajedno kom-
binirati sa zakonima sacuvanja. Ovdje dajemo izvod N-S vise s inzenjerske strane
i na intuitivnom nivou, a bez formalnih dokaza — osnovni pojmovi i rezultati koje
koristimo mogu se naci u [8].

Jednadzba kontinuiteta Neka je L neko intenzivno svojstvo — ne ovisi o koli¢ini
materijala koji promatramo. Primjera radi, temperatura bi bila intenzivno svojstvo
materijala, a toplina korespondirajucée ekstenzivno svojstvo. Jednadzba kontinuiteta
opisuje promjenu intenzivnog svojstva L. Oznac¢imo volumen materijala od interesa

sa Q1s 9 rub od €.

Reynoldsov trasportni teorem Prva pretpostavka je da smo u uvjetima Reynol-
dsovog transportnog teorema:

d
— dez—/ Lv~ﬁdS—/de.
dt Jq 29 Q

Lijeva strana gornje jednadzbe oznacava brzinu promjene velicine L sadrzane u do-
meni ). Desna strana sastoji se od dva izraza:

e izraza za flux faﬂ Lwv-ndS koji govori koliko L napusta domenu 2 kroz tok
preko ruba 0f),

e izraza za izvor/ponor fQ @ dx koji mjeri koliko se L stvara odnosno unistava
kroz izvore i ponore unutar €.

Dakle, gornja jednadzba kaze da je ukupna promjena svojstva L jednaka razlici koliko
velicine L ude i izade kroz rub domene i koliko se veli¢ine L stvori ili unisti unutar
domene kroz nekakve izvore i ponore.



Napomena. U samom iskazu teorema prirodno je zahtijevati odredenu glatkoéu na
funkciju L kao i na domenu 2. Ovdje se ne zamaramo detaljima, nego za trenutak
pretpostavijamo da su svi termini i sve velicine dovoljno glatke tako da gornje ima
smisla.

Primjerice, ako je intenzivno svojstvo koje promatramo temperatura, onda gornje
govori da je ukupna promjena temperature u €2 jednaka fluxu temperature kroz rub
plus temperatura koju generira neki izvor /ponor unutar domene.

Teorem o divergenciji Izraz za flux u gornjoj jednadzbi mozemo izraziti preko
volumnog integrala preko teorema o divergenciji:

/ LvﬁdS:/V-(Lv)dx7
o0 Q

pa jednadzbu mozemo zapisati u obliku

d

4 QLdX:—/Q{v-(LvHQ}dX.

Uz pretpostavku da {2 ne ovisi o vremenu ¢, znak derivacije moze formalno ”uci”
pod znak integrala. Dobivamo

/{£L+V-(Lv)—|—Q}dX=O,
qldt

sto mora vrijediti za svaki kontrolni volumen €2 pa po teoremu o lokalizaciji mora
vrijediti

d

Sac¢uvanje mase Primijenimo gornje na gustocu p — intenzivno svojstvo mase —
da dobijemo

d
d—§+V-(pv)+Q:0,

odnosno, ako uvazimo da nema izvora ili ponora mase, tj. = 0, dobivamo jednadzbu
sacuvanja mase

d
Loy (pv)=0. (1.3)
dt
Za inkompresibilne fluide, gusto¢a mase je konstanta. Uvazavajuéi to iz (1.3) konaéno

dobivamo
V.v=0. (1.4)



Materijalna derivacija Neka f(z,t) predstavlja neku veli¢inu od interesa u giba-
nju fluida, na primjer moze predstavljati gusto¢u fluida ili pak komponentu brzine.
Uoc¢imo prvo da izraz g—{ predstavlja promjenu od f u fiksiranoj tocki = € 2. Nasu-
prot tome, promjena od f na ”¢estici fluida” tj. dok slijedimo gibanje fluida u oznaci
% dana je s

Df d
L= —f(x(t),t
gdje se z(t) mijenja s vremenom lokalnom brzinom fluida v: ‘fl—f = v. Jednostavnom

primjenom lan¢anog pravila dobivamo (primjerice u dimenziji 3)

Df _ 0fdn | Of dv, | OFf dvs  OF
Dt Oz, dt  Oxy dt  Oxs dt Ot
tj.
Df of of of of

Dt ot T am Pan P
sto kompaktnije mozemo zapisati
Dy _0f
— == V) f.
o~ TV

Primjenom gornjeg na komponente brzine v; redom dobivamo akceleraciju fluida u x

Dv_av

E—Eﬁ-(U'V)’U.

Sac¢uvanje momenta Iskoristimo drugi Newtonov zakon F' = md. Kako operi-
ramo na fiksiranom kontrolnom volumenu i infinitezimalnim parcelama fluida, mozemo
zamijeniti masu s gusto¢om fluida. Stoga mozemo pisati

Do _— ov -

Jednadzbe gibanja Gornje jednadzbe sacuvanja zajedno s nekolicinom pretpos-
tavki na sile i fluid vode prema jednadzbama gibanja fluida. Pretpostavljamo da se
volumna sila na parcele fluida sastoji od dvije komponente: vanjskih sila i naprezanja
u fluidu t;j.

F=f4V.o0.

f predstavlja vanjske sile (najcesée gravitaciju) a o tenzor naprezanja. Intuitivno,
naprezanje u fluidu je dano divergencijom tenzora naprezanja jer je to mjera kojom
tenzor djeluje kao izvor ili ponor; drugim rije¢ima, divergencija tenzora je sila.
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Naprezanja Jednadzbe gibanja ovise o tenzoru naprezanja ¢ koji ima reprezenta-
ciju
Ozx Toy Tzz
0= |Tyz Oyy Ty
Tze Tzy Ozz
Tenzor naprezanja ¢ najcesée razdvajamo na dvije komponente: volumni tenzor na-

prezanja koji "nastoji promijeniti volumen tijela” (tlakovi) i deviatorni tenzor napre-
zanja koji "nastoji promijeniti oblik tijela”. Dakle, imamo

-p 0 0 b + Oz Ty Tez
c=|0 —p 0]+ Tyz D+ Oy Tyz
0 0 —D Tax Tzy p + 0.2

Oznacimo deviatorni tenzor naprezanja s T pa kona¢no mozemo pisati
o=—pl+T.

Sada sustitucijom ovog preciznijeg oblika sile u (1.5) dobivamo

B
p(8—?+(U-V)v):—Vp+V-T+f. (1.6)

Fizicka interpretacija gornje jednadzbe je sljedeca:

e —Vp: izraz s tlakom koji sprjecava gibanja obzirom na normalno naprezanje;
fluid se pritis¢e sam na sebe i tako sprjecava skupljanje u volumenu.

e V.T: uzrokuje gibanje uslijed horizontalnog trenja i smi¢nog naprezanja. Shear
stress uzrokuje turbulenciju i viskozni tok (ako prijedemo rukom po tekuéini
uocavamo da tekuéina koja se giba uzrokuje gibanje preostale tekué¢ine u njezi-
noj okolini).

e f: sila koja djeluje na svaku ”cesticu” fluida (primjerice gravitacija).

Ovu opéenitu formu N-S jednadzbi ne mozemo efektivno primijeniti u praksi jer ima
neodredenih elemenata koji su specifiéni za fluid na koji primjenjujemo N-S.

Newtonovski fluidi Zbog jednostavnosti, pretpostavljamo da je Newtonov fluid
inkompresibilan. Osnovna je pretpostavka ona na prirodu tenzora naprezanja T.
Za Newtonov fluid, naprezanje je proporcionalno promjeni deformacije (promjena
brzine). Drugim rije¢ima, ako je 7;; ij—a komponenta od T, onda vrijedi sljedeca
konstitutivna relacija (eng. constitutive relation)

o (%i i 8Uj
Ty = H ax]’ a.ﬁEZ ’

T = pu(Vo+Vol)

t.
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gdje je konstanta proporcionalnosti p dinamicka viskoznost fluida i ovisi o prirodi
fluida. Direktnim rac¢unom onda dobivamo

V-T=uAv
pa je konacan oblik N-S jednadzbi za Newtonov inkompresibilan fluid

Dwv
Dt
V-.-v=0.

=-Vp+pAv+f



POGLAVLJE 2

Funkcijski prostori za dinamiku fluida

U ovom poglavlju dajemo pregled potrebnih rezultata iz funkcionalne analiza i teorije
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi specificnih za dinamiku inkompresibilnih fluida
— tj. bavimo se prostorima solenoidalnih funkcija.

2.1 Notacija i prostori funkcija

DEFINICIJA. Nekajel <qg<oo, QCR"
Dsol(2) = {¢p € C (4R | div e = 0}.

Definiramo prostore H, . (Q) i H}

q,sol

LY(Q;R™) & Wha(Q; R™) respektivno.

(Q) kao upotpunjenja prostora Dy (2;R") u

Napomena. O prostorima L1, W1 1 < q < oo, n € Ny, i osnovnim rezultatima
na njima moze se procitati u dodatku.

U slucaju ¢ = 2 piSemo jednostavno Hg, 1 HY | respektivno.

Napomena. Pokazuje se da ako ) ima ogranicen rub koji je jos i lokalno Lipschitzov
ili je pak S poluprostor, za 1 < q < 0o, vrijede sljedeée karakterizacije (detalji se mogu
naéi u [7]):

Hyso1(©2) = {u e LY RY) | diva=0, u-v|pg =0}, (2.1)
H} () = {ue WH(Q;R") | divu=0, ulspq =0}, (2.2)

gdje je v jedinicna vangjska normala na 02 a vrijednosti na rubu shvacamo u smislu
traga. Ako je Q klase C*, vrijedi i Helmholtz— Weylova dekompozicija:

LY R") = Hysa1(2) & G,4(), (2.3)

7



gdje je
G, () ={ue LIYLRY) |u=Vp, zaneko p € L,.(Q) t.d. Vp € LI(;R)}.

loc

Za q = 2 pisemo G = Gs.

Projekciju od L(Q2;R™) na Hy () oznacavamo sa P, (= P, ako je g =2). U
slucaju g = 2, Hyo i G su ortogonalni potprostori od L? i gornja dekompozicija
vrijedi za sve otvorene skupove ().

NOTACIJA. Za T € (0,00] oznacimo
QT = x [0, T)
i definirajmo

DL(Q) = {¢p € C(Qr;RY) | dive(w,t) = 0 na Qr}.

sol

Uocimo da za ¢ € DL, ¢(z,0) nije nuzno nula, ali ¢(z,T) = 0. Naime, to slijedi iz
¢injenice da je, primjerice, za o < T, [0,0] CC [0,T).

NOTACIJA. U daljnjem, skalarni produkt na L* skraéeno pisemo (-,-) umgjesto
posebnog naglasavanja (-,-)r2. Skalarne produkte na nekim drugim unitarnim pros-
torima posebno naglasavamo indeksom. Sve norme posebno su naglasene indeksom.

Kako ¢e igrati esencijalnu ulogu u teoriji egzistencije slabih rjesenja N-S, prou¢imo
malo detaljnije pozadinu Helmholtz—Weylove dekompozicije u slucaju ¢ = 2.

Ako je © C R? jednostavno povezana domena i u neprekidno diferencijabilna i
ortogonalna na Ds,, onda je u konzervativno vektorsko polje, tj. u je gradijent neke
skalarne funkcije: za ¢ € C°(Q,R?) proizvoljnu uzmimo w = V x ¢ i iskoristimo
poznati identitet

Ve(up xu) =u-(Vxu)—u-(Vxuy), (2.4)

za up, uy dovoljno glatke, pa ortogonalnost od u na Dy, i (2.4) povlace

/Qu-(vXgo):/ﬂv-(cpxu)—i-cp-(qu):/Qcp-(qu):0

zbog
/V-(cpxu):/ (pxu)-7dS=0jer ¢ € C(Q;R?).
Q o9

Dakle, /go-V xu=0Ve € C®(;R3 pa prema osnovnoj lemi varijacijskog
Q

racuna slijedi V x u = 0, tj. u je bezvrtlozno. Kako je € jednostavno povezano,
po Stokesovom teoremu postoji p: 2 — R t.d. u = Vp. Ovim nacinom moze se
pokazati da se uvjeti na regularnost od v mogu oslabiti, ali ostaje krucijalno da je 2
jednostavno povezano. Ipak, rezultat ostaje vrijediti i za proizvoljan {2:

8



LEMA 2.1.1 Neka je Q C R™ proizvoljna domena i u € L, (Q;R?) t.d. je ortogo-
nalna na D (Q) u L2, tj.

Vw € Dyi(92) /u-w:O.
Q

Tada postoji skalarno polje p € I/Vlicl(Q) t.d. u=Vp.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je u € C(Q;R"). Tvrdnja ¢e biti pokazana
ako pokazemo da krivuljni integral diferencijalne forme u-dx jednak nuli duz svake
zatvorene, poligonalne krivulje koja ne presijeca samu sebe, a lezi'! u . Neka je I'
takva krivulja i v: [0,1] — R" njezina parametrizacija. Jasno, v € C2°([t;, t;i+1]; R?),
0=ty <ty <---<tr=1,7(0) =~(1). Stoga, za w € C(Q; R") vrijedi

i+1
/w dX—Z/ dydt

Neka je €9 = dist(I',092). Za x € Q stavimo

v (@) =Y [ ite =) L

(gdje je je je jezgra izgladivaca), 0 < & < g, pa je ®° € C*(Q) i

i+1 d
V.o Z/ Vel = (1) -l dt

=—Z/Z“ 4 e~ (1) dt

= —Je(z — (1)) + je(z —7(0)) =0,
tj. V-®(z) = 0, odnosno ®° € Dy, (Q; R"). Sada, prema (3.3) i definiciji izgladivaca,

imamo
k—1 X
_ dy [ [
/Pug-dX—lZ:;/nu(x)-a{/ti jg(ﬁ—'y(t))dt}dx

:/u-(I)E:(),
Q

pa pustanjem ¢ — 0 i koristenjem svojstva izgladivaca dobivamo

/u-dx:Ozasveth. u=Vp,pecC Q).
r

Kako je Q otvoren i povezan, onda je i poligonalno povezan.

9



Time je lema u slucéaju u € C(2; R") dokazana.
Neka je sada u € L} _(Q;R™) i za ¢ > 0 definirajmo

loc
Q. ={z€Q|d(x,00) > c}.

Neka je w € Dy (€2:) proizvoljna pa je i izgladiva¢ w. iz prostora Dy (2). Zato po
Fubinijevom teoremu slijedi

0:/Qu~wszgin Rnu(az){/nj($;y)v(y)dy}d)<:/sus.w

pa, jer je u. € C°(Q;R") i w € Dy (2) proizvoljna, iz prvog dijela dokaza je u. =
Vp. na Q. za neku p. € C*(€).). Stavimo ¢ = %, m €N, Q. = Q,,, u. = u,,
De = Pm- Oznacimo sa {Q} }, rastudi niz ograni¢enih domena t.d.

Q. coi o=

keN

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je € lokalno Lipschitzov. Fiksi-
rajmo ) i odaberimo m t.d. Q; C Q,, za sve m > m. Tada je {Vp,, },n Cauchyjev
niz u L'(Q)) (slijedi iz svojstava izgladivaca). Dodatno, mozemo odabrati konstante
b t.d. je i {pm + cgrll)}mCauchyjeV niz u L'(€2}) (prema Poincareovoj nejednakosti)
i oznacimo limes tog niza sa p) pa je p™ € L} (Q)) i po definiciji slabe derivacije
je u = Vp na Q). Analognim postupkom izlazi egzistencija p® € L'(Q}) t.d. je
u = Vp® na Q) i jasno, p = p® + ¢ na ), i analognim postupkom dobivamo niz
p™). Zato postoji p: Q@ — R, p € L} () t.d. jeu= Vp:

u=Vp?ss naQ VieN

a kako se p i pl¥) razlikuju najvise za konstantu na €2, (i < j), mozemo redefini-
rati funkcije p® t.d. su jednake na zajedni¢kom dijelu podruéja definicije pa slijedi
tvrdnja.

O

Uoc¢imo da iz gornjeg direktno slijedi i Helmholtz—Weylova dekompozicija (2.3) u
slucaju g = 2.

10



POGLAVLJE 3

Slaba rjesenja

U ovom poglavlju dajemo definiciju slabog rjesenja u smislu Leray—Hopfa za Na-
vier—Stokesove jednadzbe i rezultate vezane uz egzistenciju, jedinstvenost i svojstva
rjeSenja — samim time je ovo poglavlje i centralno ovog rada. Pritom uglavnom slije-
dimo metode i ideje opisane u [7] i [6].

3.1 Svojstva slabih rjesenja

3.1.1 Definicija slabog rjeSenja

Pretpostavimo za trenutak da su v(z,t) i p(z,t) klasi¢na rjesenja sistema (1.1) uz
inicijalno rubne uvjete (1.2). MnoZenjem (1.1) sa ¢ € DL (Q) i integriranjem po Qr
dobivamo

/OT { (v’ %) ~v(Vo, V) = ((v-V)v, ¢)} dt

) (3.1)
_ _/0 (f.¢)dt — vy p(0) , ¥V € DE,(Q).

Obratno, ako je v(z,t) vektorsko polje koje zadovoljava (3.1) i dovoljno je glatko da
dopusta parcijalnu integraciju na Q7 (primjerice, dovoljno je da je v diferencijabilno
jednom po t i dva puta po z) parcijalnom integracijom ”unatrag” i uzimanjem test
funkcija ¢(z,t) = P(x)h(t), Y € Dsi(2), h € C((0,T)) ("testiramo po vremenu”)
dolazimo do

/T(a—v+(v-)v—l/Av—f,h1,/J)dt:0 (3.2)
o \ Ot
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pa, kako je h = h(t) funkcija od samo vremena, h moze ”izaé¢i” van (-,-) i dolazimo
da varijacijske formulacije

T
/ (8—U—|—(’U-)U—I/A’U—f,’l,b>hdt:0
o \ Ot

Konacno je onda, po osnovnoj lemi varijacijskog racuna, za sve 1 € Dy, (),

(88_:; + (v-V)v—rvAv—f, v,b) =0na (0,7). (3.3)

Napomena. Sama varijacijska formulacija problema N—S zasluZuje par opask:.

(i) Uocimo da se u varijacijskoj formulaciji ne spominje tlak. Lema 2.1.1 precizno
govori o tome mozemo li i, ako da, u kojem smislu sustavu (1.1 pridruZiti
skalarno polje tlaka p(x,t) da vrijedi (3.3).

(i1) Jasno je i da ako je v(x,t) solenoidalno vektorsko polje koje zadovoljava (5.1),
ali nije dovoljno glatko, onda se iz (3.1) ne mozZemo vratiti u okruzenje N—S
jer parcijalna integracija unazad nije opravdana. U tom smislu (3.1) i zovemo
slabom formulacijom problema N—S). Zaista, uzmimo da je

v(z,t) = a(t)Vo(z) , Ao =0 na (3.4)

gdje je o dovoljno glatko skalarno polje na 2, a a(t) samo lokalno integrabilna
na (0,7) i a(0) < oo, ali takva da nema neku dodatnu regularnost. Kako je

(v-V)v = %V(V v)?

divvo =V v =a(t)Ac =0,
v(x,t) zadovoljava (3.1) uzf =0 ivy = a(0)Vo, ali ne i N—S obzirom da a(t)

nije derivabilna.

Sada dajemo preciznu definiciju slabog rjesenja N—S.

DEFINICIJA. Neka je vg € Hyi(Q2), £ € L*(Q7; R™) i dimenzija prostoran = 2, 3.
Za izmjerivu funkciju v: Qp — R™ kaZemo da je slabo rjesenje N—S na Qr ako
(i) v € Vp = L*(0,T; HL,;(2)) U L>(0, T; Hyt (2))

(i1) v zadovoljava varijacijsku formulaciju (3.1).

Ako je £ € L*(Qr;R") za sve T > 0, za v kaZemo da je globalno slabo rjesenje N—S
ako je slabo rjesenje na Qp za sve T > 0.

12



Napomena. (i) Zahtjevom da je v(-,t) € HL (Q) za g.s. t € [0,T] dajemo

sol
znacenge (1.1)g i (1.1)4 u generaliziranom smislu, kao $to cemo wvidjeti malo

kasnije. Nadalje, zahtjevom da je v € L*(0,T;HL) osigurali smo integrabil-
nost svih ¢lanova u (3.1).

(11) lako se zahtjev da je v € L*(0,T;Hgs,) mozZda zasad ¢ini nepotrebnim, taj
uvjet osigurava da je kineticka energija slabog rjesenja esencijalno ogranicena
na vremenskom intervalu [0, T], sto je vrlo prirodan zahtjev sa fizickog stajalista.
Vise o tome reci cemo kasnije.

(111) U definiciji slabog rjesenja ne spominje se tlak, ali uskoro éemo vidjeti da sva-

kom slabom rjesenju uvijek moZemo pridruZiti pripadno polje tlaka.

3.1.2 Svojstva slabog rjesSenja

Ovdje iznosimo neke rezultate vezane uz svojstva slabog rjesenja koji onda, izmedu
ostalog, vode na ekvivalentnu, ali pogodniju za rad, definiciju slabih rjesenja.

LEMA 3.1.1 Neka je v slabo rjesenje N—S na Qp. Tada v moZemo redefinirati na
skupu mjere nula tako da je v(t) € L*(;R") za sve t € [0,T) 4 da zadovoljava

/: { <“’ %) ~v(Vo, V) = ((v-V)o, ¢)} dr
- —/:(fa @) dr +(v(t), ¢(1)) - (v(s), P(s)),

za sve s € [0,t], t < T, i za sve ¢ € DX (Q).

sol

Dokaz. Jasno je da je tvrdnju je dovoljno pokazati u slucaju s = 0. Neka je
0 € C'(R) nenegativna, monotona funkcija takva da

_J1 ako & <1
9(6)_{0 ako & > 2.

Za fiksirano ¢t € [0,7) i h > 0 takvo da ¢t + h < T stavimo

On(7) = 0 (ﬁ) .

Uo¢imo da je, jer je 6 klase C1,

do,| |do1
Ll == <Cht,C>0
dr drh' = 0
t+h deh (36)
—dr = —1.
/t dr T

13



Uzmimo u varijacijskoj formulaciji (3.1) test funkciju oblika ¥ (z,t) = 6,(t) d(z, 1)

da dobijemo (w2 =z, 1) = U 0, 7) 4 gy ) PEET)
dr dr p

/Ot+h On(7) { (’U, %) —v(Vv,Ve)— ((v-V)v, )+ (£, ¢)} gr

— [P w0 - (w0, 9)

(3.7)

jer je 0, = 0 za 7 > t + h. Sada pustanjem h — 0 u relaciji (3.7) zbog

1 ako7r <t
0 akoT >t

Qh(T) — {

uzimajuéi u obzir da je v € L*(0,T;H.,), po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj

konvergenciji integral s lijeve strane jednakosti prelazi u

/ot{(”’%_f) —v(Vo,Ve)—((v-V)v,¢) + (f,qb)}dr.

Preostaje vidjeti §to se dogada s integralom na desnoj strani. U vidu (3.6) i jer je
v € Vr (po definiciji slabog rjesenja), za svaki fiksirani ¢ vrijedi

t+h T
ity =| [ (B i), grnar - i) 90)) ar

= [ B ) - o(0),600) + (0(r),67) - 90} dr

< el (1 [ o) - o(tlis o)
+ s 160 - ¢ (17 ()l dr)

TE[t,t+h]

<ol (1 [ 1o w0l or)
+ M max || @(t) — &(7)]|r2

TE[t,t+h]

Oznacimo sa L(v) skup svih ¢ € [0,T) takvih da

t+h
lim h_l/ |v(r) —v(t)||z2 = 0.
h—0 ¢
Tada je [0,7) \ L(v) skup mjere nula. Stoga, zbog
lin max || ¢(t) — ()12,

h—0 7€t t+h]
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je
}llin%l(h, t)y=0,Vte L(v)

pa (3.5) slijedi za s =01 za sve t € L(v).
Stavimo E; = [0,7) \ L(v). Zbog v € Vr postoji konstanta M > 0 i skup
E5 C [0,T) mjere nula takvi da

lo(®)|l2 < M, ¥t € [0,T)\ Es. (3.8)

Neka je E = E; U FEy i fiksirajmo t € E. Tada postoji niz {tx} C [0,T) \ E koji
konvergira prema ¢. Prema ocjeni (3.8) || v(tx)|lr2 < M pa zbog slabe kompaktnosti
od Hg, postoji Uy € Hgo (£2) takav da

lim ('U(tk) — Ug, ’l/)) =0 s V’tﬁ S Dsol(Q)~

k—o0

Definirajmo

o (2.1) v(z,t) akote[0,T)\ E
x,t) =
U, akot € F.

Uotimo da je v*(x,0) = wvo(z). Jasno, v* € L?*(;R") za sve t € [0,T). Sada,
evaluiranjem (3.5) na {#;} pridruzenom U, i pustanjem k — oo lako se vidi

1. v* zadovoljava (3.5) za sve t € [0,T);
2. Uy ne ovisi o nizu {t;}.

Time je lema dokazana.

O

Sljedec¢a je lema posljedica prethodne, a govori u kojem smislu slabo rjesenje
pretpostavlja inicijalne podatke.

LEMA 3.1.2 Neka je v slabo rjesenje N—S na Qr. Tada v moZemo redefinirati na
skupu mjere nula tako da zadovoljava

[rvo.99) — (0 W) v as
= [+, 9) - w0 8)
za sve t €[0,T) i sve @ € Dyo(Q). Nadalje, v je L* slabo neprekidna, tj.
Jin ((t) — v(to). W) = 0

za sve tg € [0,T) i sve u € L?(;R").
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Dokaz. Stavimo u (3.5) s = 01iodaberimo ¢(x,t) = 0,(t) ¥ (x) gdje je 6 definirana
kao u prethodnoj lemi, a @ € Dy, (2). Uocimo da je ¢ = 1) na [0, t] pa odmah slijedi
(3.9).

Pokazimo jo§ L?>—mneprekidnost. Za svako fiksirano t, € [0,7T) iz (3.9) slijedi

(Ve > 0) (36(2) > 0) takav da |t — to] <6 = |(v(t) — v(ty),¥)| < ¢

za sve ¥ € Dy (2): oduzimanjem

K}eAVuvw—«uwvw»@z—4a¢mmﬂwm¢www¢o

AVFAVuvw—«vaw»@:—A%ﬂ@@+wm»w—umw
slijedi

= [(v(t) —v(to), ¥)[,

[{—Wvuvdﬁ—«vvha¢ﬂwﬂ¢ﬂ®

a lijeva strana u gornjoj jednakosti tezi u 0 kada t — to jer v € L*(0,T;HL)) i

sol

f € L2 Zbog gustoée gornje svojstvo ostaje vrijediti za sve ¥ € Hy (). Neka je
sada u € L?(Q;R"). Po Helmholtz—Weylovoj dekompoziciji mozemo pisati

u=w+Vqg, w € Hy(2) , Vg € G(Q).
Onda, jer je v € Hqo(£2), zbog ortogonalnosti Hyy 1 G slijedi

(v(t) = v(to), u) = (v(t) = v(to), W),

pa slijedi tvrdnja. O

Napomena. Prethodna lema govori u kojem smislu slabo rjesenje N—S dozvoljava
inicijalne podatke; v smislu slabe L? konvergencije.

Zbog prethodna dva rezultata, od sada nadalje pretpostavljamo da je svako slabo
rjeSenje modificirano na skupu mjere nula tako da zadovoljava Lemu 3.1.1 i Lemu
3.1.2.

Sada ¢emo pokazati obrat Leme 3.1.2; svaka funkcija v € Vi koja zadovoljava
(3.9) zasve t € [0,T) i sve ¢ € Dyy(€2) mora zadovoljavati i varijacijsku formulaciju
(3.1) uz

Slrt) = by = 3 () () (3.10)
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gdje su v, € C}([0,T)), 1 =1,2,...,N. Po linearnosti od (3.9) dovoljno je tvrdnju
pokazati u slucaju N =11 tada (3.1) i (3.9) poprimaju oblik

/0 7V (B)g(t)dt = —/0 V()G (E)dt —~(0)g(0) (3.11)
g(t) = /OtG(s)ds +9(0),t€[0,T) (3.12)

g(t) = (v(t),9)
G(t) = v(Vo, V) — ((v-V)v, )+ (£,4) € L(0,T).

Iz Leme 3.1.2 znamo da (3.11) povlaci (3.12).
Obratno, pomnozimo (3.12) sa 7/(t) i integrirajmo od 0 do T po t. Parcijalnom
integracijom dobivamo (3.11):

/OTg(t)v/(t)dt_/ /G ) ds dt +¢(0) /va(t)dt
( /QG ) !/ G(t)(t) dt —g(0)7(0)

=—1A G(t)(t) dt —g(0)1(0).

Konacno, ekvivalencija dvije formulacije bit ¢e dokazana ako pokazemo da se
svaka ¢ € Dg()) zajedno sa prvom vremenskom i prve dvije prostorne derivacije
moze aproksimirati u {2y funkcijama oblika (3.10).

LEMA 3.1.3 Neka je Q2 C R" proizvoljna domena, n > 2, i T > 0. Tada postoji
niz funkcija {1} C Dyi(Q) sa sljedeéim svojstvom: za danu ¢ € DL, i e > 0 postoji
N = N(¢,¢) € N i funkcije v, € CX([0,T)), k =1,2,..., N, takve da

INOBR0
ot ot

max || ¢x(t) — @t)]ezo) + max

<e,
te[0,T] te[0,7]

coQ)

gdje je ¢y definirana sa (3.10). Stovise, {1, } se moze izabrati da bude ortonormi-
rana baza za Hgo (£2).

Dokaz. Oznacimo H = HZ\ () upotpunjenje od Dyi(£2) u normi || - ||ym2(q) i
neka je {®,} (topoloska) baza od HR, gdje je ®, € Dy, (£2), za sve r. Uotimo da je
takvu bazu uvijek moguce odabrati (to slijedi iz separabilnosti od W™?), ¢ak Stovise,
moze se odabrati da bude ortonormirana baza.

Za n > 0 proizvoljan, ali fiksiran, neka je 0 =ty < t; < --- <1, = T particija od
[0, 7] takva da

| d(t') — p(t")||wmez <n, t',t" € [tr1,te] , k=1,2,...p. (3.13)
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Definirajmo
1

G t) =Y (L), B, )wmz B, (2), (3.14)

r=1

m
sol»

pa je, jer je {®,} baza za H

lli}g | d,(t) — d(t)||wme =0, zasve t €[0,7T], (3.15)

m,2
tj. @, e, ¢ po tockama (vremenskim). Po Besselovoj je nejednakosti pak, za sve
te [tk—latk’]a k= 1727 Y 2

l
1 u(t) = i(ti)llwme = [ Y _(B(¢) = Dlt), B Jwmz B, [lwme

(3.16)
< [ @(t) — d(t) lwme <.
Dakle je, za t € [tx_1,tx] i dovoljno veliko I,
| &:(t) — @(O)lwmz < || @i(t) — @y (tr)[lwmz + || @i (t) — P(tx)[wm2 (3.17)

+ 11 (t) — () w2

Sada odabirom m > n/2, po teoremu o Soboljevljevom ulaganju, slijedi

max || ¢;(t) — @(t)||c2) < Cn , C = C(Q2,m,n).

t€[0,T]
Stoviée,
lim 0h(t)  2¢(t) =0,Vvtel0,T],
l—00 875 3t Wm.2
pa je
lim max 0 9u(t) — I¢(t) =0.
I—ootel0,7] || Ot Ot lyyme

Na skup {®,} mozemo primjeniti Gramm-—Schmidtov postupak ortogonalizacije
u L? da dobijemo niz {1, }. Tada je, za svako r, 1, linearna kombinacija @, ..., ®,,
a kako je H™ gust u H, lako se vidi da {4, } zadovoljava i preostale uvjete iz iskaza
leme.

O

Time je konacno dokazan sljedeci rezultat:

LEMA 3.1.4 Izmjeriva funkcija v: Qp — R" je slabo rjesenje N—S na Qp ako i
samo ako

(Z) vEeEVy
(i1) v zadovoljava (3.9), za sve t € [0,T) i sve P € Dy ().
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Napomena. Derwiranjem (3.9) po t i uzimajuci u obzir v € Vp dolazimo do

%(’U(t), Y) = —v(Vo(t), V) — ((v(t) - V)v(t), ) + (f,9) (3.18)

za g.s. t €10,T) i svep € Dyi(Q2), gdje je jednakost uD'(0,T). Lako se vidi da desna
strana definira linearan, ogranicen funkcional na v € H'(Q). Oznacéimo sa F taj
funkcional pa po Schwartzovoj nejednakosti i Gagliardo—Nirenbergovoj interpolacijskog
nejednakosti (vidi dodatak A.3) dobivamo

[F@) < @IV ollee + v 17 + £ llz2)l 9w

. (3.19)
<c(IVvlle+ 1051V v 15 + 1 £llz2) |9 s

gdje je
a=06=1akon=2
a=1/2,8=3/2 akon = 3.

Dakle, ako oznacimo sa HZ (Q) dual od H.

sol sol

funkcional v, € HL(Q) takav da

sol
d
dt
gdje smo sa (-,-) oznacili djelovanje funkcionala iz Hl| na funkciju iz H

da vy € HL(Q) nije nuzno u W=2; zbog

sol

(Q), za gotovo sve t € [0,T) postoji

(v(t),%) = (v, 9) . Y € H'(Q),

1

so1- Uocimo

H!, c w2
je

W2 C Hy,
(vise od dualnim prostorima moZe se procitati u dodatku A.2.6). Stovise, prema

(3.18), (3.19) pod pretpostvakom da je v € Vr dolazimo do
(v, ) = —v(Vo(t), Vap) — (v(t) - V) u(t), 9) + (f,4)

2 akon = 2,

€ 1°(0,T; H-(Q)), gdje je s =
2a vy € L (1), gdje je s {4/3 ako n = 3.

Zbog Leme 3.1.3 u moguénosti smo dati joS neke rezultate o gustoéi koje ¢emo
kasnije koristiti. Sjetimo se najprije da je za w € L1(0,7; X), 1 < g < oo, gdje je X
Banachov prostor, i 0 < h < t, izgladiva¢ w” od w (u smislu Friedrichsona) definiran
sa

wh(t) = /0 Jn(t — s)w(s)ds (3.20)

gdje je jn standardni izgladiva¢ (pozitivna, parna funkcija klase C'° sa nosacem
unutar (—h, h) i t.d. ffooo jn(s)ds = 1). Vrijedi i sljedeci rezultat kojeg navodimo bez
dokaza:
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LEMA 3.1.5 Neka je v € L9(0,T;X), 1 < ¢q < oco. Tada je wh e CH([0,T]; X) za
sve k > 0. Stovise, vrijedi

li h_ ¥ = 0.
hli% || W W ||L'1(O,T,X)

Ako je {wy} C L9(0,T; X) t.d. konvergira prema w u L1(0,T; X) onda je

lim || Wi —w" || Laqo,7:x) = 0.
k—o0

LEMA 3.1.6 DI

sol

(2) je gust u L*(0, T3 Hy (2)).
Dokaz. Neka je {®,} C Dy (Q) baza za H.;(Q) i w € L*(0,T;HL,(22)). Defini-

sol
rajmo
l

Wiz, t) =Y (W@ )2 @, (2)

r=1
pa vrijedi
Jim | wi(t) = w'(t)|lwr2=0,Vt€[0,T],h<T. (3.21)
—00

tj. wi — w' kada | — oo za sve t € [0, T] (konvergencija po tockama).
Jasno je da je w" € DI (Q) i prema prethodnoj lemi za & > 0 postoji h > 0 t.d.

sol

T
/ || Wh(t) - W(t)HIQ/Vdet < E.
0

S druge strane, zbog konvergencije po tockama, po Lebesgueovom teoremu o domi-
niranoj konvergenciji za sve fiksne h je

T

lim | Wi (t) — w"(t)||?12 = 0.
l=o0 /o

Dakle, pokazali smo

| W;L - W ||L2(0,T;H301(Q)) < W? - wh ||L2(0,T;Hgol(ﬂ)) + | w'—w ||L2(0,T;H501(Q))

l—00,h\0
1700 b0

3.1.3 Polje tlaka

Vidjeli smo da u slaboj formulaciji funkcija tlaka iS¢ezava iz formulacije. Razlog
tome je priroda test funkcija, preciznije, svojstvo div ¢ = 0, za ¢ € DL, Zanima nas

mozemo li i, ukoliko da, u kojem smislu, rekonstruirati polje tlaka iz slabog rjesenja.
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Pretpostavimo za trenutak da su v i p klasicna rjesenja N—S. Tada, mnozenjem
(1.1); sa x € C*(Q; R") i parcijalnom integracijom na Q7 formalno dobivamo

/ (Y 0,V %) — (0-V)0,%) + (£, x)} ds
0 (3.22)

_ /O (p, divx) + (v(t), X) — (o, X)-

U sljede¢em teoremu pokazat ¢emo da svakom slabom rjesenju v na 2y mozemo
pridruziti funkciju P(t) € L*(w), t € [0,T), w CC , takvu da

/0 [~V 0,V %) - (0-V)v,%) + (£, x)} ds

= (P(t),divx) + (v(t), x) — (vo, X),

za sve x € C°(Q). Naglasimo da koristenjem samo (3.9) i svojstva lokalne regular-
nosti slabih rjesenja ne mozemo, opéenito, pisati

(3.23)

P(-,t) = /0 p(+,s)ds , za neku p € L, ([0, 7)), (3.24)

zbog ¢injenice da slabo rjesenje ima a prior:t samo umjeren stupanj regularnosti u
vremenu. Da to vidimo, promotrimo vektorsko polje U definirano sa (3.4) i odaberimo
a(t) € C([0,T)) takvo da a/(t) ¢ L}, ([0,T)). Direktnim racunom izlazi

loc

/0 ((VB,V %) — (B-Y)T, %)} dx —(B(1), ) + (B0, %)

1

— 5/0 a?(s)((Vo)?,divx) ds +(a(t) — a(0))(o, divx)

pa je (3.23) zadovoljeno uz f =0 i

P | @6vor) dsa(v) - ato)o

ali, kako a'(t) ¢ L},.([0,T)), P ne zadovoljava (3.24).

loc

TEOREM 3.1.7 Neka je v slabo rjesenje na Qr. Tada postoji skalarno polje P: Qp —

R,
P(t) € L*(w) , za svet € [0,T) i w CC Q,

takvo da zadovoljava (3.23) za sve x € C2(Q;R?) i sve t € [0,T). Stovise, ako w

zadovoljava wvjet konusa®, onda postoje konstante C = C(t,w) € R i C; = Cy(w) > 0

takve da

t
|P(t)~Cl 2 < € { / (IV ()12 + MV () [agey + 1 £6) 120 ) ds+M}

1Q) zadovoljava uvjet konusa ako postoji konacan konus C t.d. je svaki 2 € Q vrh konaénog
konusa C, sadrzanog u ) i kongruentnog C (C, mora biti dobiven iz C' nekim krutim gibanjem).
Moze se pokazati da se svaka ograni¢ena domena koja zadovoljava uvijet konusa moze prikazati kao
konaé¢na unija domena koje su lokalno Lipschitzove.
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za sve t € [0,T), gdje je

M = ess SUP,¢(0,] [ ’U(S)HLQ(w)v

1 akon = 2,
o =
1/2  akon =3,

5= 1 ako n = 2,
~13/2  akon =3.

a ot dani s

Dokaz. Promotrimo niz ograni¢enih ”rastué¢ih” domena {Q4}, Qp C Qpyq, takvih
da iscrpljuju €2, tj.
Q=%
k=1

i bez smanjenja opcenitosti neka €2, zadovoljava uvjet konusa za sve k. Za fiksirano
t € [0,T) promotrimo funkcional

F(x) = /0 {=v(Vo,Vx) = ((v-V)v,x) + (£, x)} ds = (v(t), x) + (vo, X)

za x € Wy (Q;R®). Jasno je da je F' linearan funkcional na Wy*(Q;R"). Pokazimo
da je ogranicen: vrijedi
t
[F (x| S/O {WIVollellVx e + (v V) o2l x e + 12l x (22} ds
+lo@ll ezl x (22 + [[vo [zl x || 2
pa koriste¢i Schwartzovu, Poincaréovu i Gagliardo—Nirenbergove nejednakosti

s < 274 lull LIVl 4* ako je n = 2

4\ , (3.25)
s < (5 ) IVl akoje n =3

IVullie < Cllull53* [ Vallg ako je n =2
IVulle < CllullL | Vallgs ako je n = 3,

za sve u € C°(R™), mozemo ocijeniti

t
IFO)| < Cllx Iz {/0 (Vo |z + Vo[ M + ||f||L2)dS+Mk} (3.26)

gdje je My = esssup,eo || v(8)| 22 rny dobro definirano jer v € L>(0,T; Hyol).
Zato je F' neprekidan linearan funkcional na VVO1 ’Q(Qk; R™) za svako k, i koji, prema
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Lemi 3.9 istezava na H. (Q). Stoga, kako je Q ograni¢en za svako k, prema Lemi

3.1.8 postoji P = Pi(t) € L*(Q) t.d.

F(x) = (P, divy) , Vx € Wy (Qy, RY).
Analogno, postoji P, = Py(t) € L*(€) t.d.

F(x) = (P, divy) , Vx € Wy (Qy, RY).

Za sve x € Wy *(Q,R™) (paje ix € Wy (1, R") jer Q) C ) onda vrijedi

/Pldivx:F(X):/ PgdiVX:/ Py divx
o) Qs o

pa je P, = P; na §2; gotovo sigurno; zato mozemo modificrati P, tako da je P, = P,
na Q. Za x € W,?(%) je pak

/ PQdiVX:/ Pgdivx—i—/ Py divy
Qo 0 Q2\ Q1

pa zakljucujemo da mora vrijediti Py(z,t) = Pi(x,t) + ¢(Q,Qs, ). Induktivnim
argumentom onda slijedi postojanje funkcije P: Qp — R t.d. P(t) € L*(Qy), za sve
k. Stovise,

F(x) = (P,divx) , Vx € Wy (Q, RY),

i prema (3.26) vrijedi
' g
1POl00 < C{ [ U7l + 170 Vg M + 18 Lo )ds + 4 |

Stovige, za svaki k mozemo namjestiti konstantu (koja opéenito ovisi o €) t.d. vrijedi

(P(t),1)r2(qy) =/ P(t)dt = 0.

Qp

LEMA 3.1.8 Neka je Q2 C R™ ogranicen, i neka je problem
Vou=f, ueWyt(R"),

riesiv za sve f € L*(Q). Tada za svaki linearan funkcional F na T/Vol’2 koji iscezava
na H., postoji jedinstveni p € L*(Q) t.d. F dopusta reprezentaciju

F(u) :/pv-u ,Yu e W% (Q).
Q
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Dokaz. Dokaz se moze naci ¢ak i u opéenitijoj verziji u [6]. O

3.2 Egzistencija slabog rjesSenja

Napokon smo u moguénosti dokazati glavni rezultat—egzistenciju slabog rjesenja.
Prije samog teorema pokazujemo jednu tehnicku lemu koju koristimo u dokazu te-
orema o egzistenciji, a govori o svojstvu nelinearnog clana sistema N—S na funkcijama
iz, prostora Dy, (2):

LEMA 3.2.1 Za v, ¢ € Dsoi(2) je (¢ V)9, 9p) = 0.

Dokaz. Direktnim racunom izlazi

((p-V) ¥, ) = Z/%D'ﬁ Z/soz

i,7=1 1]1
:_Z/ @i ) ——Z/Dsoz
,j=1 i,j=1

1
:——/diw.zp?:o.
2 Ja

O

TEOREM 3.2.2 Neka je Q@ C R" domena i T > 0. Tada, za sve vy € H(S2),
f € L?(Q,R"), postoji barem jedno rjesenje N—S na Qr i to rjesenje zadovoljava

(i) Energetsku nejednakost: za t € [0,T]
t t
|02 + 20 / IV w()|adr < 2 / (w(r).E(r))dr + |wo B (ED)
0 0

(ZZ) limt*)() H 'U(t) — Uy ||L2 =0.
Dokaz. Dokaz provodimo Faedo—Galerkinovom metodom.

Neka je {1} C Dsi(€2) baza od H(2) konstruirana u Lemi 3.1.3. Promotrimo
niz aproksimativnih rjesenja v, oblika

cpr(t , ke N. (3.27)

Mw

r=1
Uvrstimo i vy u slabu formulaciju (3.18) dobivamo

d

— (k1) %) + v(Voi(t), Vab) + (vi(t)) va(t), o) = (£(2), 9)
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za 1 € Dy (), odnosno, uzimajuéi u obzir formu funkcije vy,

k k
ZC kr 'l,[),,,'(/) chr(t>(v’(/)r7v¢)
r=1

=1 . .
=+ (((Z C]W(t) ’l,/)r> . V> chs ¢37¢> = (f<t>7,’7b)

Sada uvrstavanjem funkcija 1., r = 1,...k, dobivamo sustav obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi koje moraju zadovoljavati koeficijenti cg, za sve 7:

k

der + Z QirCri + Z AirCri + Z QisrChiChs = fr (3.28)

2,5=1

uz inicijalne uvjete

cir(0) = Coy, (3.29)
gdje je

=v(VY, V), aie = ((%;-V) ¥, V), fr = (f9,)  Cor = (vo,%,).

Kako je f, € L*(0,T) za sve r = 1,...,k, iz Picardovog teorema slijedi da gornji
sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi ima jedinstveno rjesenje cx, € W12(0, Ty) za
r=1,...,kiT, <T.Pomnozimo (3.28) sa ¢, prosumirajmo sve por, r = 1,..., ki
prointegrijamo sve od 0 do t za t € [0,T], pa (3.28), uz koristenje Leme 3.2.1, prelazi
u

t t
lor®llZ2 +2v [ [V or(r)ll72dr = 2/ (v(7), £(7))d7 + || vo [|7- (3.30)
0 0

gdje je vor = vi(0).
Uocimo najprije da je || vox ||z < || vo ||12; zaista, jer je {1, } ortonormirana baza
za Hgo1(£2) slijedi

lvok 122 = | v(0)[Z2 = | Z%« )P, ll7e = | ZCoMP 17

k
= 1> (o, %,) %, |72 = { jer je (,), ONB}
r=1

k
Z| vo,,)|* < {Besselova nejednakost} < || v ||7..

r=1

Sada uz koristenje Schwartzove nejednakosti i Gronwallove leme, (3.30) mozemo oci-
jeniti sa

t
ok I3 + / IV wi(r)[Zdr < M, Ve € [0,T), (3.31)
0
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gdje M ne ovisi o k i t. Iz nejednakosti (3.31) posebno slijedi i
()| < MY2 r=1,... k

sto povlaci Ty, = T, Vk € N. Uoc¢imo, time smo zapravo pokazali da je v, uniformno
ogranitena u L>(0,T; He(2)) N L2(0,2; HL,(Q)) = Vi (Q).

sol
Sada dokazujemo uniformnost po t. Prou¢imo svojstva konvergencije niza {vy }y

kada k — oo. Pokazat ¢emo da je za r € N fiksirano, niz

{GU(t) = (vi(t),,)}

uniformno ogranicen i uniformno neprekidan po ¢ € [0, 7]. Uniformna ograni¢enost
automatski slijedi iz (3.31) uz koristenje Schwartzove nejednakosti :

GO < os®llzell %, 122 < MY? | VE € N,V € [0,T),

Po Schwartzovoj nejednakosti iz (3.31) pak slijedi uniformna neprekidnost:

t
GO (1) — GV (s)] <8, / (IV ok(7)ll2 + [ £(7)]| ) d7
s t (3.32)
+52M1/2/ |V vi(7)]| 2 dT,

gdje je
St =, [z, 52 = Igggwr(ﬁfﬂ-

Pokazimo jos ekvineprekidnost familije {G’gﬂ)}k: iz (3.32) slijedi
t ¢
G0~ G <81 [ IV walr) e dr 8y [ 1) dr

t
+ sle/Q/ IV 0p(7) 2 dr

<sitt—) ([ 19 outr) ) C o si— s ([ 1eiear)

t 1/2
+52M1/2<t—8) (/ ||Vvk(7-)||L2d7'>
0

t
< {prema (3.31) je / |V vi(7)||72 A7 ograni¢eno neovisno o k:}
0

1/2

<(t—s)C.

Sada smo u uvjetima Arzela—Ascoli teorema (moze se naéi u A.3.2): postoji pod-
niz {G,(;) (t)}x koji uniformno konvergira prema neprekidnoj funkciji G (¢) (podniz
mozda ovisi o r, ali onda naprosto Cantorovim dijagonalnim postupkom mozemo
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pronadi podniz {G,(:) (t)}1, koji konvergira prema G (t) neovisno o r € N, uniformno
pot € [0,77).

Kako je Hg, slabo kompaktan, prethodno onda implicira egzistenciju funkcije
’U(t) € Hsol<Q) t.d.

lim (v (t) — v(t),,) = 0 uniformno po ¢t € [0,7] 1 Vr € N, (3.33)

k—o0

Pokazimo da {v(t)} konvergira slabo u L? prema v(t) i to uniformno po ¢, tj.

lim (v (t) — v(t),u) = 0 uniformno po t € [0,7] Vu € L*(Q;R"). (3.34)

k—o0

Prema Helmholtz—Weylovoj dekompoziciji, (3.34) je dovoljno pokazati za u € Hg (€2).
ZapisSimo
00 N
D ST SR
r=1 r=1
pa je

|(wi(t) = v(t), 1 9,)| + (Vi) — v(t), u™)|

WE

|(vk(t) —v(t), )| <

k=1

T [zl (vi(t) = v(8),9,)] + MY ™)]| 2.

WE

<

>
Il

1

Neka je € > 0 proizvoljan i odaberimo N dovoljno velik tako da je
[u™)|| 2 < e.

Prema (3.32) mozemo odabrati k = k(u, ¢) t.d.

Y llur el (v(t) = (1), 9,)] < e

pa (3.34) slijedi iz (3.33) i prethodne dvije nejednakosti. Sada je po (3.31) jasno da je
v € L*=(0,T;Hy,). Ponovno, prema (3.31) i slabe kompaktnosti od L?*(Qr) postoji
funkcija v € L*(0,T;H! (Q)) t.d. zam =1,....n

sol

T T

lim (v —0,w)ds = lim (Om(vg —0),w)ds =0,
k—oo Jg k—oo Jo

Vw e L*(Q7). Odabirom w € Dy, () zbog (3.34) slijedi v = © pa posebno i
T

lim (Om(v, —v),w)ds =0 ,Vw € L*(Qr;RY) ,m=1,....,n (3.35)

k—o0 0

tj. vy — v u L*(0,T,H.,(Q)) (slaba konvergencija).

sol
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Sada ¢emo pokazati da (3.34) i (3.35) impliciraju jaku konvergenciju niza {vy }y
prema v u L*(w x [0,7]), w CC . Primjenimo Friedrichsonovu nejednakost? na
w — v, — v pa uz (3.31) i (3.33) slijedi

T
lim | vr(t) — v(t)||%2(C.Rn) dt =0, C C R" kocka (3.36)
k—oo [ ’

tj. v, — v jako u L?(0,T; L*(C;R™)), za sve kocke C' C R™.

Pokazimo da je ovako konstruirano v uistinu slabo rjeSenje sistema N-S. Kako
smo pokazali da je v € Vp, prema Lemi 3.1.4 preostaje joS pokazati da ono zado-
voljava varijacijsku formulaciju (3.9). Uvrstavanjem vy u slabu formulaciju (3.18),
uzimanjem v = 1, i integriranjem od 0 do ¢ < T' dolazimo do

/ {1V 0u(r), V) —((0(r) - V) 0 (r), 1)} dr
0 (3.37)

a /0 (f(T)v 1/%") dT—'_(Uk(t)v ¢r> - (UOk?QpT)'

Prema (3.34) i (3.35) je pak
t

lim (vg(t) —v(t),y,) =01 lim [ (Vog(s) — Vou(s),,)ds=0. (3.38)

k—o00 k—00 0

Nadalje, oznac¢imo sa C' kocku sadrzanu u supp 1, pa imamo

/ {(0% V) v 9h,) — () v,46,)} ds

" / () - V) (0 — ), b, )2z ds
(3.39)

< / (10— 05) - V) 03 85, iy s

0

Uz oznaku S = max¢ | ¥, (x)|, prema (3.31) vrijedi jos i

/0 (v —v) - V) v, ¥, r2crny ds

<s(/ vk — v [Baeumn d ) (/ 19 v 2o & )

1/2
< SM1/2 (/0 H Vg — v ”%Q(C;Rn) dS)

2Friedrichsonova nejednakost (dokaz se moze naéi u [6]): Neka je C' kocka u R®. Tada ¥ > 0
JK(n,C) € N i funkcije w; € L®(C;R?), i =1,...,K t.d. zaw € WH2(C;R?) i T > 0

/2

/ lw(®)[|72 (pmy At < Z/ ), w; L2(CRn)dt+77/ IVw(t) 172 (oupmy dt -
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pa prema (3.36)

t
lim /(((’uk—v)-V)vk,z/)T)ds 0. (3.40)
k—o0 0
Dalje je
t n t
| (@)@ =018 )iz d5) < 3| [ @nlon = 0), 00 iz d
0 m=1 170

a zbog

T T
/ | vm P, || L2 dsﬁS/ | U |22 ds < 00 tj. v W, € L Q)
0 0

je prema (3.35)

lim
k—o0

/0((v V)(vr —v),%,) 2 c:rm ds| = 0. (3.41)

Zato, pustanjem na limes u (3.37) iz (3.38)-(3.41) slijedi

/ [~V o(r), V) —((v(r) - V) v(r), 9)} dr
0 (3.42)

- /O (£(7),%,) dr +(v(1), %,) — (vo,%,.).

Iz Leme 3.1.3 znamo da svaku 1 € Dy () mozemo uniformno aproksimirati u C?(Q)

funkcijama oblika
N

Yy (T) :Z%d’r(@ ,neN, v eR

r=1

pa uzimanjem 5 umjesto @ u (3.42) i pustanjem na limes N — oo u novoj relaciji,
uz v € Vp, vidimo da (3.9) vrijedi za sve ¥ € Dy, (2). Time je egzistencija rjeSenja
pokazana.

Pokazimo jos energetsku nejednakost (EI). Najprije dokazujemo lemu koja igra
kljuénu ulogu:

LEMA 3.2.3 Neka je {u,}m,u C LP(;RY) t.d. uw, — u u LP(Q;R") (slabo),
1 <p < o0o. Tada vrijedi (slaba poluneprekidnost norme odozdo)

|u|[z < liminf ||, || LP.
m

Ako jel <p <ooilu| >limsup| u, || onda cak

u,, — u jako u LP.
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Dokaz. Tvrdnje pokazujemo samo u slu¢aju p = 2 koji nam je potreban za zavrsetak
dokaza teorema. Zbog u,, — u u LP(€2;R")

(Ve > 0)(Yw € L2 R"))(Imo € N) t.d. |(u, —u, w)| < e &m je m > my.
Uzmimo w = uie = 7| ul|z2 pa

(W —w,w)| = [(u, w) = [Juf[La] < ll L

FallZ: < nllwllzz + (e, )| <l wllze + [l [l w22

pa mnozenjem prethodne nejednakosti sa 1/|| u||z2 slijedi prva tvrdnja.
Zbog || u||r» > limsup || u,, ||z je onda

= wlZe = (W =,y — 1) = [, [|22 + [[u]]z2 = 2(wp, w) = 0.

Uzmimo u (3.30) lilgn inf pa dobivamo
—00

t t
it { [ oe [+ 20 [ IV o) laar b = ol + 2 [ ol dr )
0 0

lim {2/0t(vk(7),f(7))dT+Hv0k H%z} = /Ot(v(T),f(T))dTJrHvoHiz

k—o00

sto onda povlaci (EI).
Sada iz (EI) automatski izlazi limsup || v(#)||72 < || vo |32, a, kako je v(t) slabo
t—0

neprekidna u L?, onda je
tim inf || ()2 > || w0l
tj. zajedno
tim | ()] = || vo |-
Sada gornja relacija zajedno sa L? slabom neprekidnoséu od v povlaéi

lim || ’U(t) — Uy ||L2 =0.
t—0

O

Napomena. U literaturi se mogu naci razlicite definicije © konstrukcije slabog rjesenja
za N—S. Kako u slucaju kada je n = 3 (dimenzija prostora) nemamo zagaranti-
ranu jedinstvenost rjesenja, sto je tema sljedeceqg odjeljka, razumno je za ocekivati da
razlicite konstrukcije vode 1 do razlicitih slabih rjesenja.
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3.3 Jedinstvenost slabog rjesenja

3.3.1 Energetska jednakost

Opcenito, slaba rjesenja postuju samo energetsku nejednakost (EI) iako bismo, s
fizikalnog stajalista, ocekivali da zadovoljavaju i energetsku jednakost:

uzmimo, jednostavnosti radi, da je f = 0. Onda za svako fizicki razumno rjesenje
ocekujemo da mu je pripadna kineticka energija E(t) = 3||v(t)[|7. u trenutku ¢
jednaka E(o) — v [[||Vu(r)|2.dr za o < t (kineticka energija u nekom treutku
o < t minus disipacija energije zbog viskoznosti na [o,t]). Ipak, prema (EI), za
kineticku energiju slabog rjesenja cak je moguce da poraste na odredenim vremenskim
intervalima—s fizickog stajaliSta, to nema smisla jer kineticka energija ne moze rasti.
Zato trazimo slaba rjesenja Cija je kineticka energija padajuc¢a funkcija od vremena i

¢ini se da je dovoljno traziti
t
lv(®)lI7- + 2V/ IV o(7)[[72dr < [[v(o)]|Z: (SEI)

zag.s. 0> 0,t € [o,T),1posljednju nejednakost zovemo jaka energetska nejednakost
(strong energy inequality).

Ako je €2 C R™ ograni¢ena domena, onda slabo rjesenje konstruirano u Teoremu
3.2.2 zadovoljava (SEI): uzmimo u (3.36) C' O Q pa je

klim | ve(o) —v(o)||L2 =0zags. o €0,T). (3.44)
—00

S druge strane, iz (3.30) uz f = 0 slijedi
t
| ve(t)]|32 + 21// IV orp(T)||32 d7 = || vi(o) |32 , Yo € [0,T) , ¥Vt € [0, T]
0

pa pustanjem k — oo u gornjoj relaciji uz (3.43) i (3.44) ponovno dobivamo (SEI).

Napomena. Nije poznato vrijedi li (SEI) za proizvoljne domene €, bez obzira na
glatkoéu. Ipak, u slucaju da je @ = R™ ili vanjska domena ili poluprostor, moZze
se pokazali egzistencija slabog rjesenja koje postuje (SEI) i svi dokazi zasnivaju se
na odredenoj ocjeni za polje tlaka koja posebno implicira 1 p € L"(0,T;L4(Q)) —
napomenimo da ovo daje vise od regularnosti iz teorema 3.1.7.

Tako se ¢ini prirodnija od (EI), (SEI) i dalje predstavlja nepozeljno svojstvo na
intervalima gdje vrijedi stroga nejednakost. Naime, na svim takvim intervalima,
kineticka energija se smanji za neki iznos, ali ne zbog disipacije koja dolazi od viskoz-
nosti. Sada proucavamo dovoljne uvjete na slaba rjesenja tako da ona zadovoljavaju
energetsku jednakost, Sto je jaci zahtjev od energetske nejednakosti. Napomenimo da
su oba ta zahtjeva zadovoljena u dimenziji 2, ali ne i 3, stoga pitanje egzistencije
rjeSenja u dimeziji 3 takvog da ono zadovoljava energetsku jednakost i da je jedins-
tveno, ostaje otvoreno.
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TEOREM 3.3.1 Neka je v slabo rjesenje N—S na Qp takvo da je
v € LY0,T; LY(Q)). (3.45)
Tada v zadovoljava energetsku jednakost
t t
loOl: +2v [ IVo@ladr =2 [ @) 1)+ ool (EE)
za sve t € [0,T).

Dokaz. Neka je {v.}, C DL (Q) niz koji konvergira prema v u L?(0,7T;H.,(Q2))
(uo¢imo da ovakav niz postoji zbog Leme 3.1.6). Odaberimo u (3.5), uz s = 0, ¢ = v}

i uoc¢imo da je

/OT {((v-V)v},v) = ((v-V)o", v)} dt‘

T
< / 10 [V (w0l — o) 2 dt (3.46)
0

T
<ok =l ([ 10001 at)
0

pa prelaskom na limes & — oo uz koristenje svojstava izgladivaca (Lema 3.1.5)

1/2

k
v} —o" 20,5 () =0

je u (3.5)

t (3.47)
— _/o (f,0") ds +(v(t), v" () — (vo, VD).

Kako je jezgra izgladivaca parna na (—h, h), direktnim raspisivanjem izlazi

/ot (U’ 38_1;h) dr = /Ot /Ot W(U(TLU(S)) drds = 0.

Prema Lemi 3.1.5 i (3.46) uz v" umjesto v} i v umjesto v" je

t

t
lim (vU,vuh)ds:/(Vv,Vv)ds,
0

h—0 0
t

t
lim [ (f,v")ds = / (f,v)ds,
0

h—0 0
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t

lim [ (V-v)v" v)ds = /0 (v-V)v,v)ds.

h—0 0

1

Oznacimo sa {1, . C Dsi(£2) niz koji konvergira prema v u H

HL,(Q) za gs. t €]0,T)) pa vrijedi

[(v-V)v,v) = (0-V) 2y, Pp)| < [((v-V), 0,0 =P)| + [((v-V) (V= 2hy), V)
<lvllwsllVolellv =1l + 1ol V(o =)l

pa po teoremu o Soboljevljevom ulaganju za n = 2, 3 slijedi
Jim ((v-V) by, ) = ((v-V) v, 0).
Kako je v(t) € HL;(Q) za g.s. t € [0,T) to je i
1
((U V) ’(pk:?'lpk) = 5(/07 v<¢k)2> =0 ’ Vka

a onda zbog gustoce i

(sjetimo se, v(t) €

[(@wv)vwi=0

Kona¢no je onda zbog L? slabe neprekidnosti i fg hp(s)ds =1/2
(v(t),v"(t)) :/0 Jn(8)(v(t), v(t +s))ds
h
= [ ) (10Ol + (o) v(e+5) = v(0)

1 2
=5lv@®]z2 + O(h)

pa pustanjem h — 0 u (3.47) slijedi tvrdnja.
0

Napomena. Prodiskutiraymo sada razliku u slucajevim n = 2 1 n = 3. Iz Gagli-
ardo—Nirenbergove nejednakosti, za slabo rjesenje v, u slucaju n = 2 vrijedi

T T
/0 lo(®)7adt < c/o lo@)2: 1V v@)lI7

pa je
v e LY0,T; L' ()

i u duhu prethodnog teorema ono onda zadovoljava energetsku jednakost (EE).

Sjetimo se da je svako slabo rjesenje L* slabo neprekidno u vremenu (o tome govori
Lema 3.1.2) pa sva rjesenja koja zadovoljavaju (EE)—pa i sva rjeSenja u dimenziji
2—pripadaju prostoru C°([0,T); L*(Q)).

S druge strane, u sluc¢aju n = 3 Gagliardo—Nirenbergova nejednakost nam daje
samo

ve L¥3(0,T; L' ()

pa pitanje zadovoljava li slabo riesenje (EE) ostaje otvoreno.
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3.3.2 Jedinstvenost

Sljedeci cilj nam je dati dovoljne uvjete pod kojima je slabo rjesenje jedinstveno.
Kao sto ¢emo vidjeti i kao sto je u jednu ruku i oc¢ekivano, glavni problem za je-
dinstvenost rjesenja je u nelinearnom ¢lanu sistema N—S. Sljedece dvije leme igraju
fundamentalnu ulogu u ocjeni nelinearnog ¢lana.

LEMA 3.3.2 Neka r, s zadovoljavaju

2
ﬁ—i——zl,sE[n,oo],
s T

i neka suv,w € Vp, ue L7(0,T; L*(Y)). Tada vrijedi
1/r

T T 1/2 T n/2s T
/((U-Vw),u)dt‘gc(/ ||vW\|§2dt) (/ ||Vv||%2dt> (/ Huugsdt) |
0 0 0 0

osim u slucaju s =n = 2.

Dokaz. Direktna posljedica Holderove nejednakosti i Soboljevljevih ulaganja.
OJ

LEMA 3.3.3 Neka su w € L*(1,T;H.,(Q)), v € L>(r,T; L"(; R™)) i pretposta-
vimo jos da je
t
/ IV w2ds > 0, V¢ € (r,T)

i da je v desno neprekidna ut = 7 u || - ||pn. Tada za svako € > 0 postoji M =
M(w,v,e) > 0 takvo da

t t t
/((W-VW),'U)dS gs/ ||VW|y§2+M/ | |2ds , Vi € (r.T).

3

Dokaz. Dokaz se moze naéi u [12], a baziran je na Dinijevom teoremu® o uniform-

noj konvergenciji monotono padaju¢ih funkcija. ([l

LEMA 3.3.4 Neka je v € Vp. Tada postoji niz funkcija {vy} C L*(0,T;HL,(Q2))
takvih da

(i) vy konvergira prema v u L*(0,T;H.,(Q)),

sol

3Dinijev teorem: Neka je K kompaktan metricki prostor, f: K — R neprekidna funkcija i
fr: K = R, k € N, niz neprekidnih funkcija. Ako {fx}x konvergira prema f po tockama i

fk(l’) > fk+1(x) ,VkeNiVzx e K,

onda {fx}x konvergira uniformno prema f.
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(i1) vi(t) € Dsoi(Q) za g.s. t €10,T).

sol

Stovise, pripadni izgladivadi, vl € DI (Q), zadovoljavaju

t

lim ((u-V)u,vZ)ds:/o((u-V) u, v")ds

k—o00 0

za sve u € Vr.

Dokaz. Neka je {1, }, C Dso1(Q) ortonormirana baza za H! () i definirajmo

k

vrlt) = S (00), ¥ w2, 7t € [0,7)

r=1
Jasno je da vrijedi (i7), a (i) slijedi primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj

konvergenciji.
Dalje imamo

k

vp(t) = > (V" (1), %, w2, zat €[0,T),
r=1
pa je
klim | v (t) — vp(t)||wr2 = 0zat €[0,T).
—00

Zato, po teoremu o Soboljevljevom ulaganju i svojstvima izgladivaca, vrijedi

lvk(t) = v"(B)lles < Cllvp(t) — V" (®)llwre < € max || 0" (t)]|wr2

te[0,7) (3 48)
|00 = v (Ol < ClVEO = 0" Ollwss < C max V" Olwre
telo,
za n = 2,3 respektivno. Zato je za sve t € [0,T)

lim ||vf(t) — v"(t)||pa =0, n =2,

k—o00

. N b (3.49)

khm | vp(t) —v"(t)||s =0, n=3.

—00

Promotrimo svaki slucaj (n = 2,3) zasebno.

=2 Kako je ||ul|ze < C|u ||1L/22\|Vu ||1L/22 za u € Vp(Q) i jer je svako slabo rjesenje

L? slabo neprekidno u vremenu tj. iz C°([0,T); L*(2)), slijedi

3

lulZs < CIVuae
pa je po (generaliziranoj) Holderovoj nejednakosti

h—0

t t
[yt -vlds< [ IValsl ol - o fuds = o
0 0
po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji.
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n=3 Po Soboljevljevoj nejednakosti je |[ul|zs < C||Vu||r2 pa je opet

h—0

/\ (u-V) uv,c \ds</ HVuHLzHuHLaH'U,C hHL3dS—>O

Sada smo u poziciji dokazati teorem o jedinstvenosti slabog rjesenja:

TEOREM 3.3.5 Neka su u,v dva slaba rjesenja N—S na Qp uz iste podatke £ 1
vg. Pretpostavimo da u zadovoljava energetsku nejednakost (EI), a v barem jedan
od sljedeca dva uvijeta:

2
(i) v e L7(0,T; L*(;R™)) za neke r, s takve da n +-=1, s € (n,o0],
s

(11) v e L>(0,T; L"(; R™)) i v(t) je desno neprekidna za t € [0,T) u || - ||~

Tada jeu =v ¢.s. na Q.

Dokaz. Neka je {uy}r C DIL,(Q) niz koji konvergira prema u u L?(0,# HL () i

{ul}e prlpadm izgladeni niz i neka je {v}} kao u Lemi 3.3.4. Uzmimo u (3.5) s = 0,

i redom ¢ = ul, ¢ = v} za pripadna slaba rjesenja u i v respektivno pa dobivamo

/ot{(v %) ~v(Vo,Vug) - ((v-V)wv, uk)}dr

t (3.50)
— _/O (f,u) d7 +(v(t), up(t)) — (vo, (vo)y)

/{(“%) ~ UV, Vo)~ (uV)u, m}dT

t (3.51)
= —/0 (f,v}) A7 +(u(t), vi(t)) — (vo, (Vo)}).

Zanima nas §to se dogada kada pustimo limes & — oco. Jedini izrazi koji su proble-
maticni su eventualno oni koji sadrze nelinearni ¢lan. Iz Leme 3.3.2 i pretpostavki
na u i v slijedi

t

((’v V)(uy —u'),v)dr

<c (/ IV (e — a2 dT> o),

/0 (v-V)wv, uZ - uh) dr| =




Iz Leme 3.1.5 onda izlazi

t

lim ((’U'V)’U,UZ)dT:/O((’U'V)’U,uh)dT

ko Jo t (3.52)
:—/ ((v-V)u" v)dr.
0
Iz Leme 3.3.4 pak dobivamo
t t
lim [ ((u-V)u,v}) dT:/((u-V) u,v")dr. (3.53)
k—oo Jq 0

Zato, pustanjem na limes k — oo u (3.50), (3.51), prema prethodnom i Lemi 3.1.5

dobivamo
/ot { (U’ 88_1;h> —v(Vo,Vu') — ((v-V)v, uh)} dr

| (3.54)
= [ (€t ar (o)) = (o, (o))

: (3.55)
__ /0 (F, 0") dr +(u(t), v"(£)) = (vo, (vo)").

Po Fubinijevom teoremu i svojstvima izgladivaca direktnim rac¢unom izlazi

t h t h
/ (U,a—u> dr = —/ (u,ai) ds
0 or 0 0s
pa zbrajanjem gornjih formulacija dobivamo

—/ {v(Vo,Vu") +v(Vu, V") — ((v-V)u") — (u-V)u,v") } dr
0 . (3.56)
_ /0 (£, 0 + 0" dr +(0 (1), 0 (6)) + (u(t), 0" (1)) — 2(wo, vh).

U ovoj relaciji zelimo pustiti h — 0 i ponovno, jedino su problemati¢ni nelinearni
¢lanovi. Sli¢nim razmatranjem kao za (3.52) izlazi

t

lim ((’U-V),uh,v)dT:/o((U~V)u,’u)d7‘. (3.57)

h—0 0

Za preostale ¢lanove razmatramo tri slucaja: s >n, s=n1is = oc.
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Ako je s > n, onda, kako je u € Vp, iz leme 3.3.2 izlazi

t
/ (u-V)u,v" —v)|dr < C|v" —v |l ors@) , C =C(u),
0

pa po lemi 3.1.5 slijedi
(3.58)

}lLiir(l) i ((11~V)11,’Uh)d7':/0((11~V)11,’U)d7'.

Neka je sada s = n = 3. Kako je u € Vp, po Holderovoj nejednakosti i Soboljev-

ljevom ulaganju je
t t t
/ ()1 [ e dr < / T c/ IVulLdr<cC,  (3.59)
0 0 0
pa, uz oznaku w = (u-V) u, koristenjem svojstava izgladivaca dobivamo
t
/ (w—w", v)dr
0

t
— esssupyepom [| 081 / W —wh [ e dr
0

t
/ (w,v" —v)dr
0

Prema (3.59) je w € L'(0,T; L*?(Q)) pa prema lemi 3.1.5 slijedi (3.58). Analogno

se vidi i u slucaju n = 2.
Neka je sada s = oo. Po Schwartzovoj nejednakosti i zbog u € Vi lako se vidi da

jew € L?(0,T; L*(R)). Jos je (uz koristenje svojstva izgladivaca)

t
< [Iw=w sl oo ar
0

¢
/ (w—w" v)dr
0

t
< % — w1 d
< s o) [ flw=w [ dr

t
/ (w,v" —v)dr
0

pa ponovno dobivamo (3.58).
Pustanjem h — 0 u (3.56) uz koristenje (3.57), (3.58) i oznaku w = u—wv,

dobivamo
- [T o YW T ww) dr
0 t (3.60)
- [ v ar 2{ (i), 0(0) — (w0 v0))

Sjetimo se, za s € [3,00], 24+ 2 =1, v € L7(0,T; L*(Q)), v zadovoljava (EE)

t t
||v<t>||12+2u/ IV 2. dr:2/ (v, ) dr 4+ vo |2,
0 0
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a u pak zadovoljava (EI) po pretpostavci:
t t
a2, + 2y/ IVu2dr < 2/ (u, £) dr +]] wo 2. (3.62)
0 0
Zbrajanjem 2x(3.60), (3.61) i (3.62), uz koristenje

/Ot((w.V)v,v) dr — 0,

dobivamo

t t
w2 +2y/0 IV w2 dr < 2/0 (w-V) w,v)dr. (3.63)

Ponovno razmatramo slucajeve ovisno o s:
ako je s > n onda primjenom leme 3.3.2 na desnu stranu (3.63) uz pomo¢ Youn-
gove nejednakosti* dobivamo
1/r
wl )

t t 1/2 t n/2s t
/0<<w-v>w,v>dfsc(/o ||Vw||izdf) (/ ||Vw||%2df) (/ 1ol
t - t 1/r
gc(/ HVWH%sz) (/ Il wuim)
0 0
)

1
< { prema Youngovoj nejednakosti uz p = . ig=-}
r— r

r
LS

b dr

¢ ¢
§2V/ ||VWH%2dT—|-C'/ | v |
0 0

pa (3.63) prelazi u

w (7.

r
LS

t
||w||igsc/ Il
0

Gronwallova lema onda povlaci | w |7, =0 tj. u = v g.s. na Qp.
Ako je s = n oznac¢imo

T={r€[0,T]|||w(s)|lzz =0, Vs e [0,T]}.
Ondaje T #0 (0 € T)iT je zatvoren u smislu L? slabe neprekidnosti
T = (Ilwllz2)""({0}).

Neka je 79 = max T i bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo 79 < 7' (u suprotnom,
nemamo $to dokazivati). Uo¢imo da je onda nuzno

t
/ Vw22 ds > 0, Vit € (0, T)
70

4Youngova nejednakost: neka su a,b € R nenegativni i p,q > 0 konjugirani eksponenti. Tada
vrjiedi
a? bl
ab< — + —.
p q
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jer u suprotnom bi iz (3.63) slijedilo || w ||z = 0. Prema lemi 3.3.3 je

/t((w V) w, v)ds

70

t t
Sa/ \|vW||§2ds+M/ w2 ds | ¥t € (70,T)
T0 T0

pa koristenjem gornje nejednakosti u (3.63) uz w(s) =0 za s < 79 slijedi

t
Iwie <0t [ flwlfads
0

pa kona¢no Gronwallova lema povla¢i v = u g.s. na Q.
O

Napomena. Ako je Q ogranicena ili eksteriorna (komplement ogranicene) domena
s dovolyno glatkim rubom, ili pak poluprostor, moZe se pokazati generalizacija jedins-
tvenosti 1z prethodnog teorema. Takva generalizacija zahtjeva samo

v e L*(0,T; L"(Q))
umgesto pretpostavke (ii).

Napomena. Kako u dimenziji 2 svako slabo rjesenje pripada klasi C°([0,T); L*()),
po teoremu 3.3.5 slijedi da je svako takvo rjesenje jedinstveno w klasi slabih rjesenja
uz iste podatke.

U dimenziji 3 po Soboljevljevoj nejednakosti imamo

6—s)/2s 3(s—2)/2s
o < oISV 35T s e [2,6),

[v]

pa za v € Vp je

3 2
ve I'(0,T;L5(Q) , 2+ 2 =1.

S r

Stoga uvjet u teoremu 3.3.5 nije zadovoljen. Pitanje jedinstvenosti slabog rjesenja u
dimenziji 3 koje zadovoljava (EI) i dalje ostaje otvoreno.
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POGLAVLJE 4

Primjene u realnim fizikalnim problemima

Promatranjem toka realnog (tj. viskoznog) fluida uoceno je da normalne i tangen-
cijalne komponente brzine na krutoj nepropusnoj granici moraju biti jednake brzini
same granice. Zato, ako je granica nepomicna, brzina fluida mora zadovoljavati v = 0
na samoj granici. Uvjet tangencijalne komponente brzine poznat pod nazivom ”mno
slip” rubni uvjet vrijedi za svaki fluid za koji je v # 0 (kinematicka viskoznost), tj.
za svaki viskozni fluid. Tu se prirodno namece pojam tzv. Reynoldsovog broja.

Reynoldsov broj

Uzmimo u obzir gibanje nekog viskoznog fluida i ozna¢imo sa u tipi¢nu brzinu toka i
s | karakeristicnu duzinu toka — jasno je da je ovo u neku ruku subjektivno, ali ako,
primjerice, promatramo gibanje ¢aja u Salici onda se brzina od 5em/s i skala od 4em
¢ine razumnim dok brzina od 100m/s i skala od 10m ne. Odabirom [ i u definirajmo
veli¢inu

R=—

v

Sto je bezdimenzionalna velicina koju zovemo Reynoldsov broj. Da bismo vidjeli
zasto bi Reynoldsov broj trebao biti vazan u nekom smislu, uo¢imo da su derivacije
komponenti brzine, npr. dv; /Ox; tipi¢no reda u /I — uz pretpostavku da se kompo-
nente brzine v mijenjaju za red u po udaljenosti reda od [. Tipi¢no, te derivacije Ce
se mijenjati za red u /I po udaljenosti reda [, pa ¢e druge derivacije biti reda u /I?.
Na ovaj nac¢in dobivamo sljedeéi red veli¢ina ocjena za izraze u sustavu N-S:

e inertivni ¢lan: |(v-V)v| = O(u?/I)
e viskozni ¢lan: [vAwv | = O(vu/I?)

41



pa, uz pretpostavku da je gornja rasprava dobra, dobivamo

|inertivni clan| ( u? /i

Vu/l2> — O(R). (4.1)

|viskozni élan|

Dakle, Reynoldsov broj je vazan jer daje grubu naznaku o relativnim velicinama dva
kljuéna izraza u jednadzbama gibanja fluida. Zato ne iznenaduje ¢injenica da se
tokovi karakterizirani velikim i malim Reynoldsovim brojevima bitno razlikuju.

Tok karakteriziran velikim Reynoldsovim brojem Ako je R >> 1 imamo tok
fluida male viskoznosti i (4.1) na neki nac¢in sugerira da bi se viskozni efekti mogli
zanemariti. Ipak, i u tom slucaju viskozni efekti postaju vazni na tankom rubnom
sloju gdje se pojavlju veliki gradijenti brzine koji viskozni ¢lan u sistemu N—S naprave
puno veéim nego S$to sugerira red veli¢ine koji smo uveli maloprije. Moze se pokazati
da je tipi¢na debljina ¢ takvog rubnog sloja dana sa

§/l=0O(R'?).

Dakle, sto je ve¢i Reynoldsov broj, to je tanji rubni sloj.
Tokovi karakterizirani velikim Reynoldsovim brojevima c¢esto su nestabilni na
male poremecaje sto rezultira turbulencijom.

Tok karakteriziran malim Reynoldsovim brojem U ovom je slucaju tok vrlo
ureden i nema pojave turbulencije.

4.1 Biomedicina - modeliranje rasta arterije i ane-
urizmi

Aneurizma je lokalna deformacija stijenke krvne zile. Moze se pojaviti u bilo kojoj
krvnoj zili, a od posebnog su interesa one u mozdanim zilama i arterijama. Kako
aneurizma raste, povec¢ava se rizik od rupture koja u vecini sluc¢ajeva znaci smrt. U
ovom radu proucavamo aneurizme na aorti koje se najcéesée javljaju u abdominalnom
(trbusnom) dijelu (AAA), netom ispod srca.

Samim time u sluéaju rupture smrt je gotovo neizbjezna (prema statistickim po-
datcima 11% oboljelih prezivi rupturu) te zbog toga aneurizma na aorti vrlo znacajna
s medicinskog stajaliSta. Razlog javljanja aneurizme je oslabljena stijenka krvne
zile Ciji uzroci mogu biti raznoliki —bolesti, pusenje i sl.. Ovdje se bavimo mo-
deliranjem strujanja krvi i njegovog ucinka na stijenku zile. Naime, pokazuje se
da poveéano smicno naprezanje (’shear stress’) aktivira odredene stanice glatkog
misi¢nog tkiva koje proizvode dusikov oksid—inhibitor sinteze kolagena (protein od-
govoran za ”elasti¢nost” tkiva) i proliferacije glatkih misi¢nih stanica, dok smanjeno
smi¢no naprezanje potice proizvodnju endotelina-1—promotora sinteze kolagena i
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Zdravaaorta Aorta sa velikom
abdominalnom
aneurizmom

Slika 4.1: Primjer zdrave i oboljele aorte.

proliferacije glatkih misiénih stanica. Aorta moze biti promjera do 3 cm Sto je do-
voljno da u njoj vrijede zakoni mehanike kontinuuma pa strujanje krvi (fluid) mode-
liramo u okviru dinamike fluida—krv modeliramo kao inkompresibilni homogen
Newtonov fluid. Uoc¢imo da isti model ne prolazi primjerice u kapilarama jer krv
vise ne mozemo modelirati kao homogen fluid—Xkrvna zrnca su vrlo velika u odnosu
na promjer kapilare. Deformirana stijenka krvne zile (o¢ekivano) utjece na strujanje
krvi i ponasa se kao elasti¢no tijelo.

Uvod i motivacija

U ([18, 11]) predlozen je numericki model rasta i restrukturiranja (G&R — Growth
and remodeling’) aneurizme. Rast aneurizme se simulira opisivanjem vremenski pro-
mjenjive raspodjele proteaza (enzima koji razgraduju proteine stijenke aorte, kolagen
i elastin) u radijalnom smjeru kroz tromb i stijenku aorte. Takoder, modelirano je
stvaranje enzima koji utjecu na rast AAA, mijenjaju mehanicka svojstva i smanjuju
¢vrstocu stijenke.

Jednostavnosti radi, pretpostavljeno je da se stijenka aorte sastoji od tri osnovne
i zasebne jedinice; elastina, cetiri vrste vlaknastih kolagena i glatkog miSi¢énog tkiva.
Neka je ukupna masa jedinice k u trenutku 7 € [0, s], gdje je s trenutno vrijeme,
oznacena sa M*(7). Tada je promjena mase jedinice k dana sa ([11])

MH(s) = MFO)Q () + [ () (s - T,
0
k

=m"), M*(s)
ukupna masa jedinice k, Q* € [0, 1] predstavlja frakciju materijala proizvedenu do
trenutka 7 = 0 koja prezivi (ne razgradi se) do 7 = s (uz Q*(0) = 1), a ¢* € [0,1]
predstavlja frakciju materijala proizvedenu u trenutku 7 € [0,s) koja prezivi do
trenutka 7 = s, a oblika je

s —7) = exp (— / K’f(%)d%) ,
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a pritom je K* parametar koji modelira razgradnju mase i jedinice je dan~'. Dobro
je uociti jos da je Q*(s) = ¢*(s —0). Stvaranje ili razgradnja mase ovisi o razlici nor-
malnih (homeostatskih) vrijednosti naprezanja stijenke zile i koncentraciji molekula
koje stimuliraju na njezino stvaranje odnosno razgradnju:

mF(r) =mf; [1+ KIAo(T) + KEAC(T)]

gdje je m% osnovna brzina (biologka), K* parametar koji modelira promjene uz-
rokovane naprezanjem (pove¢ano naprezanje na glatko misiéno tkivo promice stva-
ranje kolagena i proliferaciju stanica), a K parametar koji je odgovoran za pro-
mjene uzrokovane suzavanjem zile (poveano smiéno naprezanje promice stvaranje
dusikovog oksida u endotelnim stanicama—inhibitora sinteze kolagena i proliferacije
glatkog misi¢nog tkiva, a smanjeno smi¢no naprezanje promice stvaranje endotelina-1
u endotelnim stanicama—promotara sinteze kolagena i proliferacije glatkog misi¢nog
tkiva). Parametar C' modelira omjer koncentracija molekula konstriktora i dilatora
pa je razlika tih koncentracija u odnosu na baznu (biolosku) vrijednost Cp dana sa
AC(1) = C(1) — Cp, gdje C(7) ovisi o promjenama u smi¢nom naprezanju na sti-
jeku zile uzrokovanu 'deformiranim’ tokom krvi (poja¢ano smi¢no naprezanje promice
dilataciju, a smanjeno konstrikciju); stoga je (indeks h znaci homeostatska razina -
normalna u nekom smislu)

C(r) = Cp — Cs {M} ,

h
Tw

Ovdje je Cy faktor skaliranja, a 7,, i 7% smi¢na naprezanja koja osje¢aju endotelne

stanice u G&R vremenu 7 € [0, s], a gdje je srednja vrijednost smi¢nog naprezanja na

4
stijenku dana sa 77 = M%h
m(r)?

cija u protoku krvi (e je skaliraju¢i parametar odreden modelom). Ocekivanje je da ¢e
G&R uzrokovano naprezanjem uzrokovati promjenu u geometriji: r; = ¢!/ Srh. Arte-
rije obi¢no pokazuju nelinearno, anisotropno, gotovo elasti¢no ponasanje u pasivnim
uvjetima, ali generiraju i naprezanje uzrokovano kontrakcijom glatkog misi¢nog tkiva
koja uglavnom djeluje u cirkumferentnom smjeru u aktivnim uvjetima. Dakle, nepre-
kidne promjene u toku krvi mogu rezultirati pove¢anjem ili smanjivanjem promjera
aorte zajedno s promjenom u debljini stijenke zile. Vazoaktivni (utjece na dijametar
zile) odgovor na promjenu u toku se moze pojaviti unutar nekoliko minuta—promjene
u proizvodnji dusikovog oksida i ET-1 koje reguliraju kontrakciju misi¢nog tkiva; ako
je ta promjena dovoljna da vrati vrijednost smi¢nog naprezanja na homeostatsku ra-
zinu, onda G&R odreduje novu velicinu aorte. Ako pak promjena ne vrati smi¢no
naprezanje na homeostatsku razinu, G&R nastoji vratiti sva naprezanja u ona ho-
mestatska kroz duzi vremenski period. Za vise detalja vidjeti [11].

Dosadasnje simulacije G&R provedene su u FEAP-u (paket za rjesavanje parci-
jalnih diferencijalnih jednadzbi metodom konaé¢nih elemenata) i nisu uzimale u obzir
promjenu smi¢nog naprezanja, ve¢ se ono uzimalo konstantnim kroz vrijeme, i time,
mozda, nije punom snagom utjecalo na sam proces.

. Pritom je r; unutarnji radijus zile, () = @), perturba-
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Iz gornjih jednadzbi vidimo da je shear stress 'utkan’ u jednadzbe kojima je opisan
proces G&R i za ocekivati je da mozda znatnije utjece na proces.

Smi¢no naprezanje odredeno je gradijentom brzine krvi (fluid), pa moramo rijesiti
problem gibanja fluida u krvnoj zili.

Matematicki model

Oznacimo sa 2" unutrasnjost dijela krvne zile od interesa (dijela gdje se pocinje jav-
ljati deformacija koja prerasta u aneurizmu). Pritom n = 7(t) oznacava pomak od ne-
kog prirodnog, referentnog stanja (primjerice Q" je zdrava zila i (0) = 0—prirodno
stanje). Nadalje, oznac¢imo sa I'] dio granice od Q7 kroz koji fluid (krv) ulazi u 7,
a I'l,, dio kroz koji fluid napusta Q7. Sa '] oznac¢imo stijeku krvne zile. Protok na
ulazu (ili izlazu) iz Q7 ozna¢imo sa @ = Q(t). Ikompresibilnost krvi predstavlja dobar
model za krv (iako krv jest kompresibilna, ali dovoljno malo da zasad zanemarujemo
tu ¢injenicu radi jednostavnosti modela). Zanemarujemo i utjecaj gravitacije ¢ime

dodatno pojednostavljujemo model. Problem sada glasi: na¢i brzinu v i tlak p t.d.

a—v—i—(v'V)v—yAv—i—Vp:Ona Qn

ot
V-v=0na) (4.2)

_ U
v =wv, naljy

dn

n dn
dt

uz prikladne rubne uvijete na I'7., ', i inicijalni uvjet na Q7 i gdje je v, =
brzina stijenke, a v kinematicka viskoznost (svojstvo fluida).

Kako se rast aneurizme odvija kroz (relativno) dugi vremenski period (vise go-
dina), mozemo uvesti odredena pojednostavljenja na model. Prvo, pretpostavljamo
da je stijenka krvne Zile nepomicna granica, tj. Fg(t) = Fg(o) = Iy (brzinu gibanja
mozemo zanemariti) te rubni uvjet (4.2)3 prelazi u tzv. 'no-slip’ rubni uvjet: v =0
na 7

Drugo pojednostavljenje odnosi se na rubne uvijete na [';, i T'pys.

Na I';, zadajemo parabolicki profil brzine v;, Sto je standardna inzenjerska teh-
nika kojom je (donekle) rijeSen problem zadavanja rubnog uvjeta na ulaznoj granici.
Parabolicki profil brzine lako se izvede na cilindri¢cnoj domeni uz poznat protok ili
pad tlaka za stacionarni tok (detalji se mogu naci u [8]). Kako su protok i pad tlaka
nesto $to mozemo mjeriti u krvnoj zili, a domena priblizno cilindri¢na (barem na di-
jelu prije pojave deformacije), ovo se ¢ini kao dobar aproksimirajuéi pristup za ulaznu
granicu.

Na I',; zadajemo takozvani do nothing ili free outflow rubni uvjet (za vise detalja
vidjeti [10], [2]),

1
(=pll+ 5 T)ii = (—pl + g(vU +V o))t =0,

¢ime smo zapravo zadali da je naprezanje na izlaznoj granici nula, a prirodno izlazi
iz varijacijske formulacije.
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Zbog spore evolucije geometrije mozemo pretpostaviti i stacionarnost toka (iako,
uocimo da je i dalje Q = (), samo §to je ta evolucija izrazito spora i ne utjece bitno
na model — znacajnija razlika izmedu Q(0) i Q(¢) primjecuje se tek kada je t znatno
vece od 0).

Konacno, uvazavajué¢i prethodno, nas pojednostavljeni model sada glasi: nadi
brzinu v i tlak p t.d.

(Vv)v+Vp—rvAv =0naf)
V-v=0na
’U:OHaFQ (43)
v =w,;, naly,
1
(—p]I+§']I')ﬁ:O na Loy

Pripadna varijacijska formulacija glasi: naéi v € v;, +V i p € L*(Q), gdje je
V={ue H(QR") | u=0naTy,T;,}, takve da je zadovoljeno

11 1
/ {(U-V)U~u—pv'u+——T(v) : —(Vu+VuT)}dX= 0,VuelV,
Q p2 2
(4.4)
/V-quX:O,quLQ(Q),
Q

§to se lako vidi polazeéi od ekvivalentne jednadzbe (jer je divVv? = Vdivo =0
zbog drugog uvjeta)

(U*V)U—FV})—%%V'T:O

skalarnim mnozenjem sa u € V' i integriranjem po 2.
Neka je (v,p) € (v;, +V(Q)) x L*(Q) rjeSenje problema (4.4). Pripadni tenzor
naprezanja dan je sa
o=-—-pl+T (4.5)

gdje je p koeficijent dinamicke viskoznosti, i opisuje djelovanje vanjskog svijeta (krvne
zile) na fluid. Zato, prema zakonu akcije i reakcije, —o = pl—T je tenzor koji opisuje
djelovanje krvi na stijenku zile. Nas je zanimalo smiéno naprezanje, tj. (—T7 - 7)T,
gdje je 7 vanjska jedini¢na normala, a T jedini¢na tangenta na I'y, $to je jedinstveno
odredeno gradijentom brzine.

Alternativni model

Uoc¢imo da smo u (4.3) kao rubni uvijet propisali paraboli¢ki profil brzine na ulaznoj
granici, Sto je standardna inzenjerska tehnika kojom je rijeSen problem rubnog uvijeta.
Ipak, jasno je da a priori u realnoj situaciji to nije opravdano obzirom da imamo
samo ogranic¢en broj podataka. Primjerice, za tok u aorti mjerenjima obi¢no mozemo
odrediti samo srednju brzinu i protok ili pak pad tlaka. Stoga Zelimo pronaci pristup
kojim bi izbjegli pretpostavku na parabolic¢ki profil brzine na ulazu. Pretpostavimo
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da imamo propisan protok na izlaznoj granici Iy, Qout, ¢ime je, zbog pretpostavke
inkompresibilnosti, implicitno zadan i protok na ulazu: Q;, = —Qou-

Uvedimo funkcionale iz duala prostora u kojem trazimo rjesenje v, ¢in, Gout, ko-
jima zelimo zamijeniti uvjete koji pretpostavljaju parabolicki profil brzine na ulaznoj
granici takozvanim flow rate rubnim uvjetima:

<¢out7 U> = / v ﬁds?
Fout

<¢in7v> :/ 'UﬁdS
Fin

Time dolazimo do problema

%—?—uAv+(v~V)v+Vp:0 na 2,
V.v=0naQ, (4.6)
v(0) = vy,

uz pripadne Dirichletove (no slip) i Neumannove (do nothing) uvjete

v =0naly,
(pl — vV v)ii =0 na Iy, (4.7)
<¢outvv> = Qout-

Kako flow rate uvjeti ne daju informaciju po tockama na izlaznoj granici, problem
(4.6)—(4.7) nije dobro postavljen. Zapisimo problem u drugacijem obliku. Uvedimo
najprije funkcional

F(v) = (%—?,v) + %V(V’U,VU) + %((V v)v,v).

Minimizacijom tog funkcionala na prostoru
Vi={ueV |V .u=0},

gdjeje V={ue H'(Q) | u=0na Iy}, dobivamo varijacijsku formulaciju problema
(4.6) uz uvjete (4.7)1 2 zajedno sa do nothing uvjetima na izlaznoj granici

(pl — vV v)ii =0 na [y

Ovo odgovara slobodnoj minimizaciji funkcionala F. S druge strane, ako uzmemo u
obzir informaciju koju daju flow rate uvjeti, mozemo o gornjem problemu razmisljati
kao o minimizaciji funkcionala F', ali uz ogranicenja koja dirigiraju ti isti uvjeti.
Formulirajmo sluzbeno gornja razmatranja:
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Zadaéa 1: nadi v € V* takvu da

Fo)=" min = Fw). (4.8)
(¢outaw>:Qout

Da bismo rijesili gornju zadac¢u, okre¢emo se Lagrangeovim multiplikatorima, tj. mi-
nimiziramo Lagrangeov funkcional tako da funkcionalu F' dodamo uvjet (4.7)3 pret-
hodno pomnozen Lagrangeovim multiplikatorom. Na ovaj nac¢in Lagrangeov funkci-
onal pridruzen zadac¢i 1 postaje

L(w, &) = (aa—';’, v) + %y(vu, Vo) + %((v ), 1) + E((Gonts W) — Qo).

Onda, kao sto je uobic¢ajeno za probleme uvjetne minimizacije, okre¢emo se formula-
ciji trazenja sedlaste tocke:

Zadacéa 2: nac¢iv e V*i A e R takve da

L(v,\) = mi ax L :
(v,2) = min max L(w, §)

Na ovaj smo nac¢in problem (4.2) sveli na uvjetnu minimizaciju odredenog funk-
cionala i tako maknuli nezeljenu pretpostavku na parabolicki profil brzine.

4.1.1 Numericke simulacije

Numericke simulacije provodimo u paketu FreeFem++ metodom konac¢nih eleme-
nata. Sve o paketu FreeFem++ moze se na¢i na njegovoj sluzbenoj web stranici i [9]
(sluzbena dokumentacija dostupna online). O metodi konac¢nih elemenata moze se
nadéi u [14].

Potrebno je nac¢i brzinu v i tlak p koji zadovoljavaju

(Vv)v+Vp—vAv =0na)

4.
V-v=0naf (4.9)

zajedno sa prikladnim rubnim uvjetima.

Uzmimo da su primjerice zadani rubni uvjeti na ulaznoj granici Dirichletovi (pa-
rabolicki profil brzine) i do nothing na izlaznoj granici koji su implicitno zadovoljeni
varijacijskom formulacijom. Umjesto uvjeta

V-v=0naf

stavimo uvjet
V-v+ep=0na (),
pa dobivamo takozvane pseudokompresibilne N-S jednadzbe koje predstavljaju do-

bru aproksimaciju N-S jednadzbi za malo €, a pogodnije su za numericku metodu
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konacnih elemenata (MKE). Slaba formulacija glasi (V = {u € HY(Q;R*) | u =
0 na F(), an})

{naéi (v,p) € (Vi +V) x L*(Q) t;i (4.10)

fQ{(’U'V>U’u—pV'U—|—%%T(’U ;(Vu+VuT) —V-vq}dX:O,
za sve u € V isve ¢ € L*(Q). Pritom prostore u kojima trazimo rjeSenje zamje-
njujemo njihovim kona¢nodimenzionalnim aproksimacijama Vj, C V i Q, C L?*(f).
Detaljan opis MKE za rjesavanje N-S jednadzbi moze se naéi u [15]. Ovdje dajemo
jos tehnicki opis koda. Koristimo Newtonovu metodu kojom rjesavamo nelinearni

problem:
naéi v € vy, +V t.d. F(v) =0, gdje je

F(v,p) :/Q{(U~V)v-u—pv-u+%%']l‘(v) : %(Vu—f—VuT)—V-vq}dx.

Algoritam glasi:
1. odabrati pocetnu aproksimaciju v
2. za i =1, 1 < iter (broj iteracija)
(2a) rijesiti DF(v;) w; = F(ut)
(2b) v = v, — Wy
3. ako je ||w; || < e, gdje je € > 0 Zeljena tocnost, break
Pritom je DF(v) diferencijal od F' u tocki v tj. operator t.d.

F(v+0) = F(v) + DF(v)d + 0(0),

a dan je s

DF(v,p)(dv,dp) = / (dv-V)v) :u+((v-V)dv) :u+rViv : Vu—6pV-u—¢V-iv.
Q
Uoc¢imo da sam model mozemo jo§ malo pojednostaviti. Uzmemo li u obzir vre-
mensku skalu na kojoj se odvija rast aneurizme (vise godina), mozemo zanemariti
inercijski ¢lan (v -V) v pa dobivamo linearnu zadaéu koju onda rjesavamo standard-
nim metodama.
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Slika 4.2: Strujnice brzine na cilindricnoj domeni — aproksimacija zile prije pojave
aneurizme.

Slika 4.3: Strujnice brzine u deformiranoj zili — aproksimacija zile s velikom aneuriz-
mom.

Slika 4.4: Pojava vrtloga u deformiranom dijelu zile.
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DODATAK A

Funkcionalna analiza

Ovdje dajemo pregled funkcijskih prostora (i nekih rezultata na njima) koji su nam
radno okruzenje u analizi Navier-Stokesovih jednadzbi. Rezultati i dokazi mogu se
nadi u [3, 4].

A.0.2 Notacija

Neka je X normiran i H unitaran prostor. Normu na X oznacavamo sa || - ||x, a
skalarni produkt na H sa (-,-)py.
Neka je U C R"™ otvoren.

(1) Za u: U — R skalarnu funkciju koristimo multiindeksnu notaciju: za o € N™,

a=(ag,ag,...,0p), o] = Zai pisemo
=1
N olel
D U(QT) = WU(ZL’)

Gradijent, Hessian i Laplacian od u klasi¢no oznacavamo sa

Bz, &
2 2 2
L SV
62 32 62
Hu(z) = Du(z) = | Zo® 3@ (@)
62 ‘ 32 . 62
e CON e e U CD) sz (@)



Au(z) = V?u(z) = V - Vu(z) = tr(Hu(z)) = Z 0 -u()

us(x
(2) Za vektorsku funkciju u: U — R™, m > 1, u(x) = 2,( , ui: U — R,
1=1,...,m, xz € U, definiramo: za o € N"
Daul
D%u = :
D*u,,

Posebno, ako je u vektorsko polje, tj. m = n, onda definiramo divergenciju od
u sa
"0
U\ ).
D g (@)

=1

divu=trVi(z) =V -u(z) =

A.1 Prostori funkcija

A.1.1 Prostori glatkih funkcija
Neka je €2 C R™ domena. Tada je skup
C(Q2) ={u: Q — R | u neprekidna }

linearan prostor u odnosu na uobicajene operacije zbrajanja funkcija i mnozenja

skalarom. Definiramo

CHQ) ={u: Q= R| D€ CQ) za |a| <k}

gdje je k € N, i u skladu stim mozemo pisati C'(Q) = C°(€2). Posebno, definiramo
C(Q) = () C*(Q).
k=1

Funkcije iz C*(Q2) opé enito su neogranicene i nisu dobro definirane na 99 pa uvodimo
potprostore tih funkcija koji se sastoje od funkcija koje se mogu neprekidno prosiriti
na neki otvoren skup koji sadrzi €2 i za takve funkcije kazemo da su neprekidne na €2:

C(Q)={u: Q—=R|3geCR") t.d. g‘m = u},
C*(Q) = {u e C*Q) | D*u € C(Q) za |a| <k},
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C=(Q) =) C*9Q).
k=1
Ako je Q ogranicen, onda je Q kompaktan pa je za u € C(Q) dobro definirana norma
[ull @) = sup [u(z)],
z€eQ

odnosno za u € C*(Q)

U = = maxsup | D%u(z)].
| ”Ck(ﬂ) k] x€g| ()]

TEOREM A.1.1 Neka je @ C R" otvoren i ogranicen skup. Za sve k > 0 je
(C*Q), || - llgray) Banachov prostor.

DEFINICIJA. Za u: Q2 — R definiramo nosac¢ od u sa
suppu = {x € Q | u(x) # 0}.

Uvodimo prostor funkcija koje se ponistavaju na 0f2 zajedno sa svojim parcijalnim
derivacijama do reda k:

CHQ) = {u e C*Q) | u‘m =0},
odnosno, ako se ponistavaju ve¢ na nekoj pozitivnoj udaljenosti od ruba
CH(Q) = {u e C*Q) | suppu cc Q} < C*Q).

Od posebnog nam je znacaja tzv. prostor test funkcija

C() =D(Q) = () CHQ).

A.1.2 LP prostori

Neka je Q C R"™, (€2,B,\) prostor mjere i 1 < p < oo realan broj. Definiramo L?
prostore funkcija pri ¢emu razlikujemo dva slucaja; kada je p < co i p = oo.

DEFINICIJA. Za 1 < p < oo definiramo

LP(Q) ={f: Q= R| f izmjeriva, / |f|PdX < oo}
0

1/p
e = ([ 17702
Za p = oo definiramo

L>®(Q) ={f: Q= R | f izmjeriva, 3C > 0 t.d. |f(x)| < C g.s. na Q}
i za f € L>®(Q)

i za f € LP(Q))

| fllee() = inf{C | |f(z)| £ C g.5. na Q}
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Pokazuje da suza 1 <p < o0s | - | zr() definirane norme na L”(€2).

Funkcije iz LP(2) prostora poistovje¢ujemo s klasama gotovo svugdje jednakih
funkcija: kazemo da su f i g jednake gotovo svuda ako postoji skup £ C 2 mjere
nula t.d. f(z) = g(x) Vo € Q\E i pisSemo f =g gs..

Napomena. Za 1 < p < oo definiramo p’ sa

1 1
__|__/:1
p p
Zap=1jep = .

TEOREM A.1.2 (Hélderova nejednakost) Neka je 1 < p < oo, f € LP(Q) i
g € L”(Q). Tada je fg € LY(Q) i vrijedi

1fallzie) < Ifller@llgll e o

TEOREM A.1.3 (Fischer-Riesz) (L?(2),] - ||zr)) je Banachov prostor za 1 <
p < 0.

U slucaju p = 2, L? je Hilberov prostor uz skalarni produkt (f, g)r2 = fQ fg.

LEMA A.1.4 (nejednakost Minkowskog) Za sve 1 < p < oo, f,g € LP(Q)
vrijedi
1F =+ glle <A fller + llgllze-

DEFINICIJA. Neka je (fi)r niz u LP(Q2). Kazemo da (fy)r konvergira prema f €
Lr(€)

o u LP ako lim ||fy — fllr =0,
k—o0
e g.5. ako fr(x) — f(x) za g.s. ©x € Q.

TEOREM A.1.5 (Lebesgueov o dominiranoj konvergenciji) Neka je (fx)r niz
uwLY(Q) t.d. fr — f g.5., g € L*(Q) nenegativna i integrabilna funkcija t.d. |f| < g
g.s.. Tada je f € LY(Q) i

lim [ e = [ faan

tj. lfe = fll2 = 0.

Napomena. Ako f; L f (jaka konvergencija), onda postoji podniz (fi)r t.d. fr, 25

f.
DEFINICIJA. Neka su (fi)r, f € LP(2). Ako za sve g € LP ()

/kag—>/9fg

onda kazemo da (fy)r konvergira slabo prema f u LP i pisemo fy LN f.
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Moze se pokazati da jaka konvergencija povlaci slabu.
Sa (LP(2)) oznacavamo topoloski dual od LP(2). Vrijedi

TEOREM A.1.6 (Rieszov o reprezentaciji funkcionala) Neka je 1 < p < o0
i ® € (LP(Q)). Tada postoji jedinstveni ¢ € L¥' (Q) t.d.
@.1)= [ 16.9f e (@),
Q

Za 1 < p < oo je dakle (LP(Q2)) = LY (Q), ali pokazuje se da u slucaju p = oo,
(L=(©)) 2 L}(9).

A.2 Prostori Soboljeva

Soboljevljevi prostori pokazuju se kao vrlo pogodan ambijent za rjeSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi. Razlog tome je sto zadrze funkcije koje imaju odredenu
glatkoc¢u, ali opet u nekom smislu oslabljenu u odnosu na onu u klasi¢cnom smislu.

A.2.1 Slaba derivacija
Zapocinjemo oslabljivanjem pojma parcijalne derivacije.

DEFINICIJA. Neka je Q C R™ otvoren i uw € Li,.(Q). KaZemo da u ima slabu

loc
parcijalnu derivaciju reda o ako postoji funkcija v € L}, (Q) takva da

/uDO‘gbdx = (1)l / vodr , Vo € C=(9Q) (A1)
Q Q
1 piSemo v = D%u.

Drugim rijecima, ako za danu funkciju u postoji funkcija v koja zadovoljava (A.1)
za sve glatke ¢, kazemo da je v = D%u u slabom smislu. Ako takva funkcija v ne
postoji, kazemo da u nema slabu parcijalnu derivaciju reda «. Bez dokaza navodimo
sljededi rezultat:

LEMA A.2.1 (Jedinstvenost slabe derivacije) Slaba parcijalna derivacija reda
a od u, ako postoji, je jedinstveno definirana do na skup mjere nula.

A.2.2 Definicija prostori Soboljeva

Neka je 1 < p < oo ik € NU{0}. Definiramo prostore koji sadrze funkcije ¢ije su
slabe derivacije razli¢itih redova u razli¢itim LP prostorima.

DEFINICIJA. Neka je Q0 C R™ otvoren. Soboljeviljev prostor
whe(q)

sastogi se od svih lokalno sumabilnih funkcija u: Q — R takvih da za svaki multiindeks
a, la| <k, D*u postoji u slabom smislu i nalazi se u LP(S2).
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Napomena. (i) Ako je p =2 obicno éemo pisati
HYN Q) =W*2(Q) , k=1,2,...
Slovo H koristimo jer—kao sto éemo vidjeti kasnije—H"(QY) je Hilbertov pros-
tor. Uoc¢imo da je H°(Q) = L*(Q).
(ii) Kao iu LP prostorima, identificiramo funkcije koje su jednake skoro svuda—dakle,
zapravo govorimo o klasama funkcija, odnosno reprezentantu klase.
DEFINICIJA. Neka je u € WEP(Q). Definiramo normu na W*P(Q) sa: za u €
Whe(Q)
o 1P 1/p
(S JoDouldz) ™ (1< p < o0)

HUHW’W(Q =
Zm\gk ess supg, | Dl (p=o0)

DEFINICLJA. (i) Neka je {un}_;,u € WEP(Q). KaZemo da niz {um,}>_,
konvergira (jako) prema u u W*P(Q), i pisemo

Uy — u u WHEP(Q)

R (Q
(ili skraceno wu,, N u) ako vrijedi

lim ||up, — ul|yre) = 0.
m—0o0

(ii) Pisemo
U — 1 u WEP(Q)

loc

k,p
. , Wik ()
iy skraceno u,, —— u ako

U — w u WHP(V) | za svaki V CC Q.
DEFINICIJA. Definiramo
Wo(%)
kao zatvaraé od C(Q) u WEP(Q), .

—  wkw
Wi (@) = o=@ .

Dakle, u € WP(Q) ako i samo ako postoji niz funkecija (tm)m C C2(Q) takav da
Uy, — w1 WHP(Q). WP (Q) interpretiramo kao skup onih funkcija u € W*2(Q) za
koje je

"D = 0 na 0Q” za sve |a| < k — 1.

Nravno, obzirom da poistovjec¢ujemo funkcije koje se podudaraju na skupu mjere nula
i da je 0f) skup mjere nula u R" ova interpretacija za sad nema previ se smisla, no
opravdat ¢emo je kasnije kod diskutiranja tragova.
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Napomena. Uobicajeno je pisati
k k,2
Hy (Q) =W, (Q)

Moze pokazati da u slucaju n = 1 i Q otvoren interval u R je u € WHP(2) ako
i samo ako je u jednaka nekoj apsolutno neprekidnoj funkciji skoro svuda cija je
klasicna derivacija (koja postoji s.s.) u LP(2), pa u tom slucaju mozemo raditi s
tim neprekidnim reprezentantom od u. Napomenimo da ovo svojstvo vrijedi samo za
n = 1.

A.2.3 Elementarna svojstva

Bez dokaza navodimo neka svojstva slabih derivacija. Dokazi se mogu naéi u [3] i [4].

TEOREM A.2.2 (Svojstva slabih derivacija) Neka su u,v € WFP(Q) i |a| <
k. Tada

(i) D € Wk=lelr(Q) i Df(Du) = D*(DPu) = D**Pu za sve multiindekse o, f3
takve da o+ B < k.

(i) Za sve A\, n € R je Mu+ pv € WHP(Q) i D*(\u + pv) = XD + uD*v.
(iii) Ako je V. C Q otvoren onda je u € WEP(V).
(iv) Ako je ¢ € C(Q) onda je pu € W*P(Q) i vrijedi Leibnitzova formula

D*(gu) =Y (O‘) DP DBy,

B b

TEOREM A.2.3 Za svakik=1,2,... i1 <p < oo je WEP(Q) Banachov prostor.

A.2.4 Aproksimacija glatkim funkcijama
Za ¢ > 0 definiramo Q. = {z € Q| d(z, 00 > ¢)}.

TEOREM A.2.4 (Lokalna aproksimacija glatkim funkcijama) Neka je u €
WHkP(Q) gdje je 1 < p < co i n standardni izgladivac. Definiragmo

u® =mn. *xu na ..
Tada vrijedi
(i) u® € C(€.) za svako € > 0,

(ii) Us = u u WP(Q) kada € — 0.

loc
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TEOREM A.2.5 (Globalna aproksimacija glatkim funkcijama) Neka je Q2 ogranicen
iu€ WhP(Q), 1 <p<oo. Tada postofi niz (ty)m C C®(Q) NWEP(Q) takav da

U — u u WHP(Q).

Napomena. Uocimo da u gornjem teorem uzimamo niz iz C®(Q), tj. funkcije u,y,

nisu nuzno ogranicene na ). MozZe se pokazati da ako jos dodatno pretpostavimo da

—_ k,p
je O klase C' onda postoji niz (up)m C C®(Q) takav da w,y, W@,

A.2.5 Prosirenja

Sljdeéi cilj nam je prosiriti funkcije iz WHP(2) na WHP(R"). Egzistencija ovakvog
prosirenja nije apriori jasna. Uo¢imo da, na primjer, ako prosirimo u € W'?(Q)
nulom na R™\ € to vise neée opcenito biti funkcija iz WHP(R") jer duz ruba 92 moze
doéi do diskontinuiteta takvog da prosirenje od u vise nema slabe derivacije na rubu.

TEOREM A.2.6 (o prosirenju) Neka je Q ogranicen i 9 klase C'. Tada za
svaki V' CC § postoji ograniceni linearan operator

E: W (Q) — WP (R™) (A.2)
takav da za svako u € WHP(Q)
(i) Eu=u s.s. na )
(1) supp Eu C V
(iii) || Eullwrr@mny < C||Eullwirq) gdje konstanta C ovisis samo o p, Q i V.
Eu zovemo prosirenjem od u na R™.

Napomena. Ako je 00 klase C? onda operator E iz gornjeg teorema je ogranicen
linearan operator sa W2P(Q) u W2P(R™).

A.2.6 Prostor H!
Od posebnog nam je interesa prostor H} () pa ¢emo ga stoga poblize prouciti.
DEFINICIJA. Sa H*(Q) oznacavat éemo dual prostora Hy(S2).

Dakle, f je iz prostora H~'(Q) ako je f ograniceni linearan funkcional na Hg ().
Prisjetimo se, u slucaju LP(Q) za 1 < p < oo vrijedi da (LP(Q)) = L (Q) gdje je
p’ konjugirani eksponent od p. Uo¢imo da u ovom slu¢aju nismo identificirali H} s
njegovim dualom. Konkretnije, vrijedi

H}(Q) c L*(Q) c H(Q) (A.3)

pri ¢emu su injekcije neprekidne i guste.
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NOTACIJA. Sa (-,-) oznacavamo djelovanje linearnog funkcionala iz H=*(2) na
funkciju iz H ().

DEFINICIJA. Za f € H () definiramo normu na uobicajeni nacin sa
lull -1 = sup{(f, u) | u € Hy(Q), [ull gy () < 1}- (A.4)
TEOREM A.2.7 (karakterizacija H~') Neka je f € H'(Q).
(i) Postoje funkcije fo, f1,. .., fn € L?(Q) takve da

"~ . Ou 1
= [ (ot S st o HY(@ (A5)
(ii) Stovise, vrijedi

n 1/2
| fll r-1(0) = inf (/ Z ]fk|2dx> | f zadovoljava (A.5) za fo, ..., fn € L*(Q)
2 k=0
(A.6)
201 osebno, za sve u € 1V E @y Uryjeat
(ii) Poseb Hy(Q) iv e L*(Q) € HH(Q) vrijedi

(u,v) 2(0) = (u, ). (A.7)

A.2.7 Trag

Ovdje ¢emo iznijeti rezultate koji ¢e dati smisao zadavanju vrijednosti na 0€2 funkcija
iz WHP(Q) prostora. Ako je u € C(Q) zadavanje na 99 je jedistveno i smisleno. S
druge strane, za u € W*P(Q) nije jasno §to toéno znaci "vrijednost od u na 9Q” jer,
za pocetak, u i nije funkcija nego cijela klasa funkcija koje su jednake s.s.. Nadalje je
9Q skup mjere nula a fukcije iz W*?(Q) koje su jednake s.s. poistovjeéujemo. Ipak,
moguée je jednoznacno definirati vrijednosti funkcija iz W*?(€) na rubu pomocéu
operatora traga.

TEOREM A.2.8 (o tragu) Neka je Q ogranicen takav da je OS2 klase C i neka
je 1 < p < oo. Tada postoji ogranicen linearan operator

T: W (Q) — LP(09)
takav da
(i) Tu = u|oq ako je u € W'P() N C(Q)

(i) |Tul|zro) < Cllullwie) , Yu € WP(Q) gdje konstanta C' ovisi samo o p i
Q.

59



Tu zovemo tragom od u na OS2.

Napomenimo da se uvijet na glatkoéu od €2 moze i oslabiti.

TEOREM A.2.9 (funkcije traga nula) Neka je Q) ogranicen takav da je OS2 klase
Ch1<p<ooiueW"(Q). Tada je

w e WyP(Q) ako i samo ako Tu = 0 na 0.
Oznacimo I' = 9€). Navodimo jos sljedeca vazna svojstva traga:
(i) Neka je u € W'P(Q). Tada je Tu = ulp € W'=V/PP(T) i vrijedi
[ Tullwr-1/mery < Cllullwree) (A.8)

i operator traga u + ur je surjektivan sa W1'?(Q) na W'=/»P(I"). Posebno, za
p = 2 imamo
[ Tull g2 ry < Cllullme (A.9)

i slika od H'(Q), T(H"(Q)) = H'*(), je gusta u L*(T). Na prostor H'/*()

mozemo prenijeti normu iz H'(T') po operatoru 7.
(ii) Jezgra operatora traga T je Wy (Q) tj.
Wy (Q) = {u € W(Q) | ulp = 0}. (A.10)

To je upravo i tvrdnja prethodnog teorema.

A.3 Soboljevljeva ulaganja

Cilj ovog odjeljaka je iznjeti neke rezultate o ulaganju prostora W*»(Q) za ”dovoljno
dobar” 2 C R" koji igraju esencijalnu ulogu teoriji egzistencije rjesenja diferencijalnih
jednadzbi.

Neka je u daljnjem n € N fiksiran.

A.3.1 Gagliardo—Nirenberg—Soboljevljeva nejednakost
DEFINICIJA. Neka je 1 < p < n. Definiramo Soboljevijev konjugat p* od p sa

pr= "2 (A.11)
n—p

Uoc¢imo da p* zadovoljava jednakost

pa je, zbog n > p, p* > p.
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TEOREM A.3.1 (Gagliardo—Nirenberg—Soboljevljeva nejednakost) Neka
je 1 <p<n. Tada postoji konstanta C' koja ovisi samo o p i n takva da

[wll o= ey < CllDul| o) (A.12)
za sve u € CHR™).

Napomena. U gornjem je teoremu zaista nuzno da u ima kompaktan nosaé, kao sto
se lako vidi iz primjera uw = 1. No zanimljivo je da konstanta C pak ne ovisi o veli¢ini
nosaca od u.

TEOREM A.3.2 (Gagliardo—Nirenbergova interpolacijska nejednakost) Neka
suqg>1,r<oo, meN i pretpostavimo da suj € NiaeR t.d.

. 1 1_ .
:l+<——@)a+ a,igagl.
n roon q m

1

p
Tada svaka funkcija u € LY(R™) kojoj se derivacije m-tog reda nalaze uw L"(R") ima
derivacije j-og reda u LP(R™) i vrijedi ocjena

D7l e < C|ID™ w3 [l 7
gdje je C = C(m,n, j,q,r,«) osim u slucaju

(1) ako je j = 0, mr < n i qoo nuino je jo§ pretpostaviti da u tezi u 0 u be-
skonacnosti ili da pripada L® za neko s > 0

(2) akojel <r < oo im—j—n/r nenegativan cijeli broj onda je nuzno pretpostaviti

ia#1).

TEOREM A.3.3 (ocjene za WP 1 < p < n) Nekaje) C R" otvoren i ogranicen
takav da je O klase C, neka je 1 < p < n iu € W'P(Q). Tada je u € LP (Q) i
vrijedi ocjena

[ull 1o 0 < Cllullwrr) (A.13)

gdje konstanta C' ovisi samo o p, n i ).

TEOREM A.3.4 (ocjene za Wol’p, 1 < p < n) NekajeQ CR" otvoren i ogranicen,
neka je 1 <p <niu€ Wy"(Q). Tada vrijedi ocjena

[ullLage) < Cl[Dul| e ) (A.14)

za sve q € [1,p*] gdje konstanta C' ovisi samo o p, q, n i §.
Posebno, za sve 1 < p < oo vrijeds

[ull o) < C||Dul| o). (A.15)

Napomena. Ocjena (A.15) zove se Poincareova nejednakost.
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TEOREM A.3.5 (opéa Soboljevljeva nejednakost) Neka je 2 C R™ otvoren i
ograni¢en sa Ct rubom i neka je u € WHP(Q). Ako je

k<
p
onda je u € L1(Q) gdje je
1 1k
g p n
Dodatno, vrijedi ocjena
[ullLa() < CllDullwer(q) (A.16)

gdje C' ovisi samo o k, p, n 1 €.

A.3.2 Kompaktnost

U prethodnom odjeljku Gagliardo—Nirenberg—Soboljevljeva nejednakost implicirala

je ulaganje prostora W1P(Q) u prostor LP () za 1 < p < n, p* = 2. U ovom

odjeljku pokazat ¢emo da je WP(Q) kompaktno ulozen u L4(Q) za 1 < ¢ < p*. Ta
kompakatnost igra fundamentalnu ulogu u dokazu egzistencije slabog rjesenja N—=S
jednadzbi.

DEFINICIJA. Neka su X @Y Banachovi prostori, X C Y. KaZemo da je X
kompaktno uloZen u'Y wu oznact
XcCccY

ako
(1) |lully < C|lullx za neku konstantu C' i za sve u € X

(ii) svaki ogranicen niz v X je relativno kompaktan uv'Y .

Uvijet (ii) u gornjem teoremu znaci da za svaki niz (u,, ), C X takav da sup,, ||u,||x <
00 postoji podniz (U, )r C (Um)m koji konvergira u Y

JueY td. lim ||uy,, —ully =0.
k—o0
TEOREM A.3.6 (Arzela—Ascoli) Neka je (K,d) kompaktan metricki prostor i H
ogranicen podskup od C(K). Pretpostavimo da je H uniformno ekvineprekidan, tj.
Ve > 036 >0 td. d(Il,l‘Q) <= |f((L’1) — f(IQ)| <€, \V/f € H. (Al?)
Tada je zatvara¢ od H u C(K) kompaktan.

TEOREM A.3.7 (Rellich—Kondrachov teorem o kompaktnosti) Neka je Q) C
R™ ogranicen i otvoren te neka je O klase Ct. Pretpostavimo da je 1 < p < n. Tada
Je

WhP(Q) cc LYQ)
za sve 1 < q < p*.

62



A.4 Prostori funkcija ovisnih o vremenu

U ovom poglavlju proucavamo prostore funkcija od prostora i vremena. Te funkcije
prirodno je promatrati kao funkcije od vremena koje poprimaju vrijednosti u nekom
Banachovom prostoru. Takvi prostori esencijalni su za konstrukciju slabih rjesenja
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Udaljnjem je X realan Banachov prostor.

DEFINICIJA. Prostor
LP(0,T; X)

sastoji se od svih jako izmgerivih fukcija w: [0,T] — X. Pripadna norma dana je sa

T 1/p
HuHmmmXVZ(/‘HUUW§ﬁ) ,
0

lal[zr.rix) = esssupyry || u(?)]|x-

(i) Zal<p<oo
(i1) odnosno, za p = oo

DEFINICIJA. Prostor
C([0,7T]; X)

sastoji se od svih neprekidnih funkcija u: [0,T] — X uz normu

) = )l x.
| wlleomx) max | u(t)]x

DEFINICIJA. Neka je u € L'(0,7;X). KaZemo da je v € L*(0,T;X) slaba
derivacija od u i pisemo
u = v,

ako
T T
| @i =— [ oo
0 0
za sve skalarne test funkcije ¢ € C°(0,T).
DEFINICIJA. (i) Soboljevijev prostor
WP(0,T; X)

sadrzi sve funkcije u € LP(0,T; X) takve da 0’ postoji u slabom smislu 1 nalazi
se u £P(0,T; X). Nadalje,

(I o+ @)™ (1< p< oo

|allwirorx) = )
esssupyo ([ u(t)llx +[[0'(t)|lx) (p=00).
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(ii) H'(0,T; X) =Wh20,T; X).

TEOREM A.4.1 Neka jeu € W'?(0,T;X) za 1 < p < co. Tada
(i) ue C(0,T; X) (nakon eventualnog redefiniranja na skupu mjere nula)
(11) u(t) =u(s) + fst u'(7)dr za sve 0 < s <t<T

(111) Vrijedi ocjena

max | u(t) x < Cllullwisors (A18)

gdje konstanta C ovisi samo o T'.
TEOREM A.4.2 Neka jeu € L*(0,T; H} () takva da je v’ € L*(0,T; H'(Q)).

(i) Tada je
uecC0,T;L*(Q))
nakon eventualnog redefiniranja na skupu mgjere nula.
(ii) Preslikavangje
t = | u(t)|zz2q)

je absolutno neprekidno uz

() g0, = 20 (1) ()
za s.st € [0,7T].
(111) Vrijedi ocjena
max || u(t)| r2) < C(lull20mmi) + 10 lz20.7:0-1@)) (A.19)

[0,7]

gdje konstanta C' ovisi samo o T'.

64



Bibliografija

1]

2]

3]

[4]
[5]

[6]

[7]

8]

[9]

D.J.Acheson: Elementary Fluid Dynamics, CLARENDON PRESS, Oxford, 1990.

M.Braack, P.B.Mucha: Directional do-nothing Condition for the Navier—Stokes
FEquations, Journal of Computational Mathematics, Vol.32, No.5, (2014), 507—
521.

H.Brezis: Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
Springer, 2010.

L.C.Evans: Partial Differential Equations, AMS, 1998.

L.Formaggia, J.-F.Gerbeau, F.Nobile, A.Quarteroni: Numerical Treatment of De-
fective Boundary Conditions for the Navier—Stokes Equations. HAL, 2006.

G.P.Galdi: An Introduction to the Mathematical Theory of Navier—Stokes Equ-
ations, Volume I, Springer, 1994.

G.P.Galdi: Introduction to the Navier—Stokes Initial-Boundary Value Problem,
Springer, 2000.

M.E.Gurtin: An Introduction to Continuum Mechanics, ACADEMIC PRESS,
1981.

F.Hecht: FreeFem-++, Third Edition, Version 3.48, dostupno na
http://www.freefem.org/ff++/ftp/freefem++doc.pdf (2015.).

[10] J.G.Heywood, R.Rannacher, S.Turek: Artificial Boundaries and Fluz and Pre-

ssure Conditions for the Incompressible Navier—Stokes Equations, International
Journal for Numerical Methods in Fluids, vol. 22, (1996), 325-352.

[11] 1. Karsaj, J. Sori¢, J. D. Humphrey: A 3-D framework for arterial growth and

remodeling in response to altered hemodynamics. International Journal of Engi-
neering Science, 2010 Elsevier Ltd.

65



[12] K.Masuda: Weak solutions of Navier-Stokes equations, Tohoku Math. Journ.
36, (1984), 623-646.

[13] Navier-Stokes equation, dostupno na  www.claymath.orq/millennium-
problems/navier—stokes-equation

[14] A.Quarteroni, A.Valli: Numerical Approzimation of Partial Differential Equati-
ons, volume 23, Springer Series in Computational Mathematics, Springer, 1997.

[15] R.Temam: Navier—Stokes equations, Theory and Numerical Analysis, North
Holland, 1977.

[16] A.Veneziani, C.Vergara: Flow Rate Boundary Condition in Fluid-Dynamics.
Proc. Appl. Mech. 6, (2006), 35-38.

[17] A.Veneziani, C.Vergara: Flow Rate Defective Boundary Conditions in Ha-
emodynamics Simulations Int. J. Numer. Meth. Fluids 47, (2005), 803-816.

[18] L. Virag, J. S. Wilson, J. D. Humphrey, I. Karsaj: A Computational Model of
Biochemomechanical Effects of Intraluminal Thrombus on the Enlargement of Ab-
dominal Aortic Aneurysms. Annals of Biomedical Engineering, Vol.43 (December
2015), No. 12.

66



Sazetak

Navier-Stokesove jednadzbe opisuju gibanje inkompresibilnog Newtonovog fluida.
Unatoé¢ detaljnom proucavanju kroz godine (problem je postavljen pred gotovo 200
godina), egzistencija i jedinstvenost glatkog rjesenja i dalje su otvoreno pitanje i
spadaju u jedan od milenijskih problema. Cilj ovog rada je pokazati egzistenciju i
jedinstvenost slabog rjesenja u dvije i tri dimenzije pod odredenim uvijetima, disku-
tirati problematiku vezanu uz sama rjesenja i kona¢no dati neke primjere primjena
Navier—Stokesovih jednadzbi u realnim fizikalnim problemima.
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Summary

Navier—Stokes equations describe motion of incompressible Newtonian fluid. Altho-
ugh heavily studied over the years (problem was set almost 200 years ago), it is still
unsolved problem in classical sense — existence and uniqueness of smooth solutions —
and is one of the millennium problems. Objective of this work is to show existence
and uniqueness of weak solutions in two and three dimensions under certain conditi-
ons, discuss on the major problems, and give some examples of applications together
with numerical simulations of real world problems.
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