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Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se integralnim i euklidskim domenama. Razvit ¢emo koncept
djeljivosti u takvoj domeni koji je zapravo generalizacija Euklidovog teorema o djeljivosti
s ostatkom u skupu cijelih brojeva.

U prvom poglavlju definirat ¢emo integralnu domenu te prouciti 1 dokazati neka njezina
svojstva. Navest ¢emo primjere skupova koji jesu i koji nisu integralne domene. Iskazat
¢emo i dokazati zanimljiva svojstva koja vrijede za neke elemente integralne domene kao
Sto su asocirani, ireducibilni i prosti elementi integralne domene te navesti primjere nekih
od njih. Proucit ¢emo i vezu izmedu ovih elemenata. Bavit ¢emo se 1 podskupovima inte-
gralne domene zatvorene na zbrajanje i mnoZenje elemenata tog skupa. Takve podskupove
nazivamo idealima. Specijalno ¢emo prouciti domenu glavnih ideala kao posebnu klasu
ideala. Vidjet ¢emo da u toj klasi vrijede neka svojstva ireducibilnih i prostih elemenata
koja ne vrijede opcenito. Definirat ¢emo i prouciti osnovna svojstva prostih i maksimalnih
ideala. Na kraju poglavlja, dokazana svojstva omogudit ¢e nam prikaz prostog broja p u
obliku #? —mv? ili mv* —u?, za dani kvadratno slobodan cijeli broj m i za neke cijele brojeve
u 1v. Odnosno, pokazat ¢emo pod kojim uvjetim je mogu¢ takav prikaz.

U drugom poglavlju bavimo se euklidskom domenom za C¢iju je definiciju potrebno
prethodno definirati i euklidsku funkciju za koju ¢emo dokazati neka svojstva. Takoder
¢emo dokazati da je euklidska domena domena glavnih ideala. Posebno ¢emo istraziti kada

su integralne domene oblika Z+Z \mzam = 2,3 (mod 4)iZ+Z ( 1+2\% ) zam =1 (mod 4)

euklidske domene s obzirom na funkciju koja preslikava r + s 4/m u |r? — ms?*|. Odnosno,
ispitat ¢emo za koje konkretne vrijednosti cijelog broja m navedeni skupovi tvore euklidsku
domenu. Zbog sloZenosti dokaza, provest ¢emo samo za neke od njih. Ovim dokazima se
i danas bave poznati matematiCari, a tijekom 20. stoljeca to je bilo podrucje u koje su
mnogi ulagali veliki napor unutar algebarske teorije brojeva. Posljednje rezultate u ovom
podrucju objavila su dva matematicara sredinom proslog stolje¢a. Bili su to H. Chatland
1 H. Davenport. Harold Chatland (1911.-1999.) je bio kanadski matematicar koji se na
pocetku svoje karijere bavio matematickom analizom, a tek nesSto kasnije teorijom brojeva.
Radio je na poznatim americkim sveuciliStima kao na primjer u Montani gdje je i zapoceo
svoju karijeru, Chicagu, Ohiu... Bavio se joS i astronomijom i fizikom. Harold Davenport
(1907.-1969.) bio je engleski matematicar koji se najviSe bavio podrucjem teorije brojeva,
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kasnije u Zivotu odlucuje se posvetiti diofantskim aproksimacijama i geometriji brojeva.
Bio je ¢lan Londonskog matematickog drustva, a u jednom periodu i njegov predsjednik.
Tijekom Zivota radio je i predavao na prestiZnim sveuciliStima diljem Velike Britanije. Na
kraju zZivota zazalio je Sto viSe vremena nije posvetio dokazu Riemannove hipoteze.

Konacno, dokazana svojstva ovih stuktura omogucit ¢e nam karakterizaciju reprezen-
tabilnosti prostog broja p pomoéu binarne kvadratne forme oblika x* + y?, x> + 2y%, x> +
xy + v, 22+ xy + 297 i X2 + xy + 3y~



Poglavlje 1

Integralna domena

1.1 Definicija i primjeri integralne domene

Prije nego Sto definiramo pojam integralne domene prisjetit éemo se nekih vaznijih alge-
barskih struktura kao Sto su grupa, prsten i polje.

Neka je G neki neprazan skup na kojem je definirana samo jedna binarna operacija koju
oznacimo s o. Dakle, binarna operacija o pridruZuje svakom paru elemenata iz G element
iz G, to jest joS kaZemo da je skup G zatvoren s obzirom na operaciju o. KaZzemo da je
(G, o) grupa ako vrijede sljedeca svojstva:

(i) (xy)z = x(yz) za sve x,y,z € G (asocijativnost);
(ii) Postoji e € G takav da je ex = xe = x za sve x € G (postojanje neutralnog elementa);
(iii) Za svaki e € G postoji y € G takav da je xy = yx = e (postojanje inverza).

Krace ¢emo reci da je skup G grupa s obzirom na operaciju o. Ako je operacija o 1 komu-
tativna, to jestao b = bo a, za sve a, b € G, onda kazemo da je G komutativna ili Abelova
grupa

Neka je sada R neprazan skup na kome su definirane dvije binarne operacije koje
oznacimo s + i -, a tradicionalno ih nazivamo zbrajanje i mnoZenje. KaZzemo da je (R, +, )
prsten ako je

(i) (R, +) komutativna grupa;
(i) (@a-b)-c=a-(b-c), zasve a,b,c € R (asocijativnost operacije -);

(iii) (@+b)-c=a-c+b-c,a-(b+c)=a-b+a-c,zasvea,b,c € R (distributivnost).
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Ako je operacija - komutativna, onda je kazemo da je R komutativan prsten. Ako u struk-
turi (R, -) postoji neutralni element, obi¢no ga oznacavamo s 1 i zovemo jedinicom, onda
se R naziva komutativan prsten s jedinicom.

Da bismo definirali integralnu domenu potreban nam je pojam djelitelja nule. Za ele-
ment a # 0 komutativnog prstena R kazemo da je djelitelj nule ako postoji b # 0 takav da
ab = 0. Onda je i b djelitelj nule.

Definicija 1.1. Integralna domena je komutativni prsten s jedinicom koja nema djelitelja
nule. Integralna domena D je polje ako je svaki nenul element ima multiplikativni inverz,
to jest ako za svaki a € D, a # 0 postoji b € D takav da je ab = 1.

Uocimo, ako je D polje onda je D Abelova grupa s obzirom na zbrajanje i D* = D\{0}
je Abelova grupa s obzirom na mnoZenja. Nula - neutralni element aditivne Abelove grupe
- ne moze biti invertibilan. Zaista, vrijedi0-a=a-0 =0, zasvea € D.

U sljede¢im primjerima predstavit ¢emo neke podskupove polja kompleksnih (i real-
nih) brojeva i pokazati da imaju struktruru integralne domene s obzirom na standardne
operacije zbrajanja i mnoZenja iz polja. Jedino Sto trebamo uociti jest da su dani skupovi
aditivne podgrupe, te da je mnoZenje na njima zatvorena operacija. Sva ostala svojstva se
nasljeduju, ukljucujuci i bitno svojstvo integralne domene da nema djelitelja nule.

Primjer 1.2. Prsten cijelih brojeva, Z = {0, +1, £2, ...}, je integralna domena.

Primjer 1.3. Skup
Z+7Zi={a+bila,b e Z}

je integralna domena. Zaista, skup Z + Zi je ocito aditivna podgrupa od C, te vrijedi da je
mnoZenje zatvoreno, odnosno (a+bi)(c+di) = ac—bc+(ad+bd)i € Z+Zizaa,b,c,d € Z.
Nadalje, u C nema djelitelja nule (jer je to polje). Elementi skupa Z + Zi nazivaju se
Gaussovi cijeli brojevi, odnosno skup Z + Zi nazivat ¢emo Gaussovom domenom. Dobili
su ime po poznatom matemati¢aru Carlu Fridrichu Gaussu (1777.-1855.) koji je izucio
njihova glavna svojstva.

O

Primjer 1.4. Neka je

Z+7Zw={a+bw|a,beZ},
gdje je
=1+ V-3

@ 2
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Broj w predstavlja tre¢i (kompleksni) korijen iz jedinice, 1. Provjerimo da je skup zatvoren
na mnoZzenje. Neka su a + bw, ¢ + dw € Z + Zw. Tada vrijedi

(a + bw)(c + dw) = ac + bdw* + (ad + be)w. (1.1)
Kako je
W = (-1 + V=3)? _ =2+42iVv-3 -1+ V-3 _ L+ V-3 e w1
- 4 - 4 2 2 B ’
iz (I.I)) dobivamo

(a + bw)(c + dw) = ac + bd(—w — 1) + (ad + bc)w = ac — bd + (ad + bc — bd)w,

pa zakljucujemo da je (a+bw)(c+dw) € Z+Zw. Stoga je skup Z+Zw je takoder integralna
domena. Elementi ovog skupa nazivaju se Einsteinovi cijeli brojevi prema matematicaru
Gottholdu Einsteinu (1823.-1852.), odnosno skup Z + Zw se naziva Einsteinova domena.
Uocimo da je
Z+Zw =17+ 7w’
jer smo pokazali da je w* = —w — 1. Broj w? je jo§ jedan treéi korijen iz 1.
O

Prisjetimo se, re¢i ¢emo da je broj m € Z potpun kvadrat ako postoji x € Z takav da je
Im| = x°.

Primjer 1.5. Neka je m € Z i m nije potpun kvadrat. Definiramo skup
Z+ZNm={a+b\m|a,beZ).

Pokazimo da je ovaj skup integralna domena. Kako se sva bitna svojstva nasljeduju iz polja
R (ako je m > 0), odnosno iz polja C (ako je m < 0), treba samo provjeriti zatvorenost
operacije mnozenja:

(a + b\m)(c + d\m) = ac + bdm + (ac + bd) \m € Z + Z\m,

za sve a, b, c,d € Z. Ova domena se ponekad naziva kvadratna domena, jer je \/m Korijen
kvadratnog polinoma p(x) = x> — m.
Ako je k cijeli broj razli¢it od nule takav da k?* dijeli m, onda je

Z +ZNm CZ + Z\m/k2,

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako k* = 1. Za Z + Z+/m kaZzemo da je poddomena
od Z + Z /m/k?. Na primjer, Z + 27Zi je poddomena od Z + Zi.
O
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Primjer 1.6. Neka je m cijeli broj koji nije potpuni kvadrat i kongruentan je 1 modulo 4,
tojestm =1 (mod 4). Zadan je skup

1+ +m) 1+ vm
5 )—{a+b( >

Z+Z( )Ia,bGZ}.

Vrijedi

2
(a+b(1 +2M))(c+d(l +2‘/”_1)) :ac+bd(1 +2M) +(ad+bc)(1 +2M).

Kako jem =1 (mod 4), postoji k € Z takv da je m = 4k + 1, pa je

(1+ \/m): 1+2>{ﬁ+m_

1+2Vm+4k+1 1+ vm
> = =

4 2

+k,

odnosno

(a+b(1 +2W))(C+d(l +2‘%)) :ac+bdk+(ad+bc+bd)(1 +2‘/ﬁ)

je element skupa Z + Z(“\%). Dakle, Z + Z(“W) je integralna domena koju takoder

2 2
nazivamo kvadratna domena jer je L+ v korijen kvadratnog polinoma (uglavnom polinoma

2
— 42 1-m
p(x) =x" —x+ 7).
Bitno je naglasiti da Z + Z(HTM) nije integralna domena u slu¢aju kadam # 1 (mod 4)
jer tada operacija mnozenja nije zatvorena. Na primjer,

1+M(1_ 1+M): 1+ vVm l—ﬁzl—m§EZ+Z 1+\/%'
2 2 2 2 4 2
eZ+Z(%) eZ+Z( 1+2«/% )
” 14+ y o : .
Uocimo da elemente skupa Z + Z(—"") moZemo zapisati i u obliku 1(x + y vm), gdje

su x 1y cijeli brojevi takvi da x = y (mod 2). Zaista,

+b(l+\/m) 2a+b+b\m x+yym
a = = s
2 2 2

paje x =2a+b =b =y (mod 2). OCito vrijedi da je domena Z + Z v/m poddomena od
Z+Z(5m,
O
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Primjer 1.7. Neka je F polje. Skup svih polinoma u jednoj varijabli x s koeficijentima iz
polja F oznacava se s F[x]. Poznato je da je F[x] prsten, kojeg nazivamo prsten polinoma.
Buduéi p(x)g(x) # 0 za sve p, g, € F[x]\{0}, slijedi da je F[x] integralna domena. Stovise,
ako je D integralna domena, onda ¢e i skup svih polinoma u jednoj varijabli x s koeficijen-
tima iz polja D, biti takoder integralna domena. Naprimjer, Z[x], to jest prsten polinoma
sa cjelobrojnim koeficijentima je integralna domena.
Prsten polinoma u dvije varijable x i y s koeficijentima iz polja F, F[x, y], je takoder
integralna domena.
O

Primjer 1.8. Zadan je skup
Z+7Z0O+7Z0%={a+bO+cO?|a,b,c e}

gdje je O rjeSenje kubne jednadzbe ®* + ® + 1 = 0. Pokazujemo da je Z + ZO + Z@?
integralna domena. Kao i do sada klju¢no je provjeriti zatvorenost mnoZenja. Vrijedi

(a+b0 +cO>(d+e® + fO%) = ad + (ae + bd)® + (af + be + cd)®* + (bf + ce)® + cfO.

Kako je
e’'=-0-1,
te
0'=0-0°=0(-0-1)=-0%-0,
slijedi

(a+bO + cO(d + e® + fO?) =
ad + (ae + bd)® + (af + be + cd)® + (bf + ce)(—O — 1) + ¢ f(—O* — ©)
ad —bf —ce + (ae + bd — bf — ce — c)® + (af + be + cd — cf)®?,

pa smo pokazali da je umnoZak u Z + Z® + Z®?2. Zvat éemo ga kubna domena.

Primjer 1.9. Neka je

c+di

D:{a+bi+ V2 | a,b,c,d€Z, c=d (m0d2)}.
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Skup D je integralna domena. Provjerimo zatvorenost mnozenja. Vrijedi

dii doi
(a1+b1i+cl+2 1’«/5)(az+bzi+"2“; 2 \2) =

(aicy ; bd,) V3 + (a1d, —2b1€2)i N

(a1a; — biby) + (a1by + bray)i +

+C1\/§+d1‘/§i ey V2 +dy V2i
2 2

—bid d,—b [ —dd
((11(12 - blbz) + (a1b2 + blag)i + (6116'2 ! 2) ‘/§+ (al 2 1C2)l \/5 + cie 172 +

+(C1d2 - dlcz)i’
2

jerjecy =d; (mod 2)1ic, =d, (mod 2) slijedi

—did d,—d - bid
(alaz—blb2+—ClC2 ! 2)+(a]l?2-+-b1az-+-c1 2 1Cz)i+(alc2 1 2)\/§+
2

2 2
+(611012 —Zblcz)l \VaeD.

Napomena 1.10. O¢ito vrijedi Z + ZV2 c D,Z + Zi ¢ D,Z + Zi\2 c D.

1.2 Svojstva integralne domene

Propozicija 1.11. Neka je D integralna domena. Tada vrijede sljedeca svojstva:
a) Multiplikativni neutralni element u D je jedinstven.

b) Ako vrijedi da je ab = ac, pri cemu su a,b,c € Dia # 0, onda je b = c.

¢) Ako vrijedi da je ac = bc, pri cemu su a,b,c € Dia # 0, onda je a = b.

Dokaz. a) Pretpostavimo suprotno, to jest neka su 1 i 1’ neutralni elementi mnoZenja.
Tada vrijedi 1 = 1 -1’ jer je 1’ neutralni element, te 1’ = 1 - 1’ jer je i 1 neutralni
element.

b) Vrijedi
ab=ac & ab-ac=0 < alb-¢c)=0 < a=0ilib-c=0.

Kako je a # 01 u D ne postoje djelitelji nule, slijedi b — ¢ = 0, to jest b = c.
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¢) Analogno kao u b).
O

Definicija 1.12. Neka su a i b elementi integralne domene D. KaZemo da je a djelitelj od
b ili da a dijeli b ako postoji c iz D takav da b = ac i pisemo a | b. Ako a nije djelitelj od b,
to jest a ne dijeli b, pisemo a { b.

Primjer 1.13.

a) l+i|2uZ+Zijerje2 =1+l -1i);

b) ¥ +x+1|x*+x>+1uZx],jerjex* +x*+1=(>+x+ D> —x+1);

¢) (1-w)P|3uZ+Zw,jerje3 =(1- w31+ w);

d 1+0-0%|-0-20*uZ+7Z0 +ZO?% jerje -0 —20% = (1 + ® — O*)(1 — O);
€ 2+ V243uZ+ZV2,jer 25 =3-3V2¢ Z+ZV2.

U sljedecoj propoziciji navodimo neka svojstva djelitelja iz integralne domene.

Propozicija 1.14. Neka je D integralna domena i a,b,c € D. Tada vrijede sljedeca svoj-
stva:

a) a | a (refleksivnost);

b) Akoa|bib|c ondaa| c (tranzitivnost),

¢) Akoa|bial|c ondaal xb+ yczasvaki x,y € D;

d) Ako a | b, onda ac | be;

e) Akoac|bcic+#0,ondaalb;

H1la

g) al0;

h) Ako 0| a, onda a = 0.

Dokaz. Tvrdnje slijede odmah iz Definicije[I.12] O

Definicija 1.15. Element a integralne domene D naziva se jedinica ako a | 1. Skup svih
jedinica od D oznacavamo s U(D) (od engl. unit).
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U sljedecoj propoziciji 1 teoremu navodimo neka svojstva skupa jedinica integralne
domene.

Propozicija 1.16. Neka je D integralna domena. Tada za U(D) vrijede sljedeca svojstva:
a) =1 € U(D),

b) Ako je a € U(D), onda je —a € U(D);

¢) Ako je a € U(D), onda je a invertilibilan i a™' € U(D);

d) Akojea e U(D)ib e U(D), onda je ab € U(D),

e) Ako je a € U(D), onda je +a" € U(D), za svaki n € Z.

Dokaz. a) Vidimo da =1 | 1 jer (1) - (x1) = 1.

b) Ako je a € U(D), onda postoji b € D takavdaje 1 = a-b. Kako je 1 = (—a) - (-b),
slijedi da —a | 1 , odnosno —a € U(D).

¢) Akojea € U(D),ondajea-b = 1,zaneki b € D. Stoga je a invertibilani b = a™! pa
slijedi tvrdnja.

d) Prema pretpostavcijea-c=1,b-d = 1, zaneke ¢,d € D. Otuda je (ac)(bd) = 1. Kako
je operacija mnoZenja u D komutativna i asocijativna, slijedi (ab)(cd) = 1, odnosno
ab € U(D).

e) Iz svojstva d) za b = a te primjenom principa matematicke indukcije slijedi a" € U(D),
za sve n € N. Dalje, prema svojstvu b) i svojstvu ¢) slijedi da je +(a")~! € U(D), za
sve n € N, odnosno +a" € U(D), za sve n € Z.

i
Primjer 1.17.
a) ic U(Z+ Zi),jerjei(-1)=1;
b) w,w+ 1€ UZ+ Zw), jer —w(w + 1) = 1;
¢) 0,0’ +1€UZ+7Z0O+7Z0%),jerje 1 = —-O(O? + 1).
d) 1+ V2eUZ+ZV2),jerje (1 + V2)(-1 + V2) = 1.
O

Teorem 1.18. Ako je D integralna domena, onda je U(D) Abelova grupa s obzirom na
mnoZzenje.
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Dokaz. Da bismo pokazali svojstva Abelove grupe koristimo se Propozicijom

U(D) je zatvoren na mnoZenje prema svojstvu d). Kako je D integralna domena, to je
mnoZenje u skupu U(D) asocijativno i komutativno. Prema svojstvu a), neutralni element
mnoZenja 1 je iz U(D). Prema svojstvu ¢), svaki element skupa U(D) ima multiplikativni
inverzion je u U(D). Dakle, U(D) je Abelova grupa obzirom na mnoZenje. O

Uocimo da je svaki invertibilan element iz D, takoder iz U(D). Stoga prema Propozi-
cijom ¢), slijedi da je U(D) zapravo grupa invertibilnih elemenata u domeni D.

Sada ¢emo definirati pojam asociranih, odnosno pridruZenih elemenata.

Definicija 1.19. Za dva nenul elementa a i b iz domene D kaZemo da su pridruzeni ili
asocirana ako svaki od njih dijeli drugoga, to jest alb i bla. Pisemo a ~ b. Ako a i b nisu
asocirani pisemo a + b.

Propozicija 1.20. Neka je D integralna domena te neka su a,b,c € D* = D \ {0}. Tada
vrijede sljedeca svojstva.

a) a ~ a (refleksivnost);

b) Ako a ~ b, onda b ~ a (simetricnost);

¢c) Akoa ~bib ~ c ondaa ~ c (tranzitivnost);

d) Ako a ~ b i ako je b invertibilan, onda ab™" € U(D);
e) a ~ 1 ako i samo ako je a jedinica;

f) a ~ b ako i samo ako je a = Bb za neki 3 € U(D).
Dokaz. a) Trivijalno,a =a-1,zasvea € D.

b) Svojstvo simetricnosti slijedi direktno iz definicije.

¢) Neka su a,b,c € D*. Iza ~ bi b ~ ¢ prema definiciji asociranih elemenata slijedi
alb,bla,b|cic|b.Budu¢idaal|bib]|c,slijedidaa | c. Prema Propoziciji
b) slijedi da ¢ | a. Prema tome a ~ c.

d) Prema pretpostavcia | bib | a, to jest b = aa, a = Bb, za neke o, € D. Ako je b
invertibilan, mnoZenjem b = aa s b™! slijedi 1 = aab™!, odnosno ab™! € U(D).

e) Akoa~1l,ondal |aia|l,pajeac U(D).S druge strane ako a € U(D), onda a | 1.
Uvijek vrijedi 1 | a, paa ~ 1.
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f) Nekajea ~ b,tojesta | bib | a, tada trivijalno slijedi da je a = b za neki 5 € U(D).
Obratno, neka je a = b za neki § € U(D). Tada vrijedi a | b. Nadalje, kako je za
b=p"aip! € UD),slijedi b | a. Dakle, a ~ b.

|

Napomena 1.21. Svojstva a), b) i ¢) ukazuju na to da je relacija ~ - relacija ekvivalencije.
Klasa ekvivalencije generirana elementom a € D je skup [a] = {ua | u € U(D)}.

Primjer 1.22.
a) Akoa ~ buZ,ondaje a = £b, odnosno |a| = |b|;

b) U domeni Z + Zi je
1+i~1-1,

jerje l+i=i(i—1)iie UZ + Zi);

¢) UdomeniZ +Z V2 je
1+3V2~5-2V2,

gdieje 1 +3V2=(1+ V2)5-2V2)il + V2 € UZ + Z\2).
O

Pojam prostog broja definirali smo na skupu prirodnih brojeva veéih od 1. Prisjetimo
se, za prirodan broj p veéi od 2 rec¢i ¢emo da je prost ako nema djelitelja veceg od od 1
1 manjeg od p. Dakle, jedini pozitivni djelitelji broja p su 11 p. Lako se mogu pokazati
sljedeca svojstva prostih brojeva:

Propozicija 1.23. Neka je p € N prost. Ako za a,b € Z vrijedi da je
a) p=ab,ondajea=+x1ilib=+l1;
b) p|ab, ondaje p|ailip|b.
Prethodna svojstva posluzit ¢e nam za karakterizaciju elemenata u domeni D.

Definicija 1.24. Neka je a iz integralne domene D, te a # 0ia ¢ U(D). KaZemo da je a
ireducibilan, ako iz a = bc za b, c € D slijedi da je b € U(D) ili c € U(D).

Primjer 1.25. Broj 2 je ireducibilan u Z. Budu¢i da vrijedi 2 = ab, a, b € Z, ocito slijedi
dajea==+1ilib = +1. O
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Primjer 1.26. Broj 2 je ireducibilan u Z + Z V-5. Pretpostavimo da je
2=(a+bV-5)(c+dV-5)
gdje sua,b,c,d € Z. Otuda je

4 =la+bV-5Pc +d V-5

odnosno
4 = (a@* + 5b*)(c? + 5d%).

Prema tome, a® + 5b? je pozitivan cijeli djelitelj od 4 pa mora vrijediti
a’+5b° =1,2ili 4.

Stoga vidimo da je
(a,b) = (2£1,0) ili (a, b) = (£2,0).
paje
a+bV-5==«lilia+bV-5==2.
Ako je a + b V-5 = £1, onda smo pokazali tvrdnju. Ako je a + b V-5 = +£2, onda je

2 2
c+dV-5=——"—"7+-=— ==I,
a+bV-5 *2
to jest element iz U(Z + Z V-5). Prema tome, 2 je ireducibilan u Z + Z v-5.
]
Primjer 1.27. Broj 2 nije ireducibilan u Z + Z V2.
Zaista,
2=02+ V2)2- V2)
alini 2 + V2 ni 2 — V2 nisu jedinice u Z + Z V2. O

Definicija 1.28. Neka je p element integralne domene D, te p # 0i p ¢ U(D). KaZemo da
je p prostako iz p | ab, gdje sua,b € D, slijedidap| ailip]| b.

Je li neki broj prost ovisi o ambijentu’ u kojem se nalazimo, odnosno ovisi o integralnoj
domeni ¢iji je on element.

Primjer 1.29. Broj 2 je prost u € Z. Pretpostavimo da 2 | ab, gdje su a,b € Z takvi da
je ab paran broj. Da bi umnoZzak dva cijela broja bio paran, barem jedan od njih mora biti
paran. Slijedida 2 | a ili 2 | b. Time smo pokazali da je 2 prost. O
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Primjer 1.30. Broj 2 nije prost u Z + Z V-5. OCcito je
2|1 (1+ V=51 - Vv-9),

n024 1+ V=5i2+ 1— V=5. Zaista, 2 = 1£5(1 - v5)i 5 ¢ 7 4 ZV=5.
Primjer 1.31. Broj 1 + i je prost u Z + Zi. Pretpostavimo da je
1 +1i]| (a+ bi)c + di),

gdje su a, b, c,d € Z. Tada postoje cijeli brojevi x i1 y takvi da vrijedi

(a + bi)(c+di)=(1+i)(x+ yi)
Stoga su i pripadni moduli jednaki, pa dobivamo

(@ + b)) +d*) =2 +y°)
Kako je 2 prost u Z, slijedi

21a*+b*ili2 | * +d

Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da 2 | a> + b*. Prema tome, ili su oba a i b parni
ili su oba neparni brojevi. U prvom slu€aju stavimo a = 2r i b = 2s, gdje su r i s cijeli
brojevi. Kako je

a+bi=2(r+s))=0+D((r+s)+ (=r+ s)i),

slijedidaje 1 +i|a+ bi. Udrugom slucaju stavimoa =2r+1ib=2s+1,gdjesuris
cijeli brojevi. Jer je

a+bi=2(r+sH)+(0+D)=0+D)((r+s+ 1)+ (—r+ s,
dobivamo 1 + i | a + bi. Stoga zakljuCujemo da je 1 + i prost u Z + Zi. O

Teorem 1.32. Neka je D integralna domena i p € D. Ako je p prost u D, onda je p
ireducibilan u D.

Dokaz. Neka je p € D prost takav da vrijedi p = ab, gdje su a,b € D. Kako je p
prost, zakljuCujemo da p | a ili p | b. Odnosno, a = ap ili b = Bp, za neke o, € D.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a = ap. Vrijedi ab = apb. Odnosno,
p = (ab)p. Prema Propoziciji [I.T1] ¢) slijedi 1 = ab, to jest b | 1, odnosno b € U(D).
Prema tome, p je ireducibilan element u D. O

Napomena 1.33. Obrat Teorema |[I.32]ne vrijedi. Pogledajmo Primjer [I.27]i Primjer [I.30]
Vidimo da je 2 ireducibilan u Z + Z V-5, ali nije prost u Z + Z V-5.
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Sada ¢emo prouciti podskupove integralne domene D koji su zatvoreni na zbrajanje 1
mnozenje elemenata iz te integralne domena. Te podskupove nazivamo ideali.

Definicija 1.34. Neka je D integralna domena. Neprazan podskup I integralne domene D
Jje ideal ako vrijede svojstva:

1) Akosua,bel, ondajea+bel;
2) Akojeaclire D, ondajeracl.

Napomena 1.35. Ocito vrijedi da ako je ay, as, ...,a, € I, onda je i a,ry,axrs, ...,a,r, € I,
zasve ri,r,...,r, € D. Nadalje, akojeac€ Ii1b € l,ondajei—a € lia—b € I. Takoder,
Oelteakojel €l,ondajel = D.

Primjer 1.36. Neka je D integralna domena. Ako je {a;, as, ..., a,} skup elemenata inte-
gralne domene D, onda je skup svih linearnih kombinacija od ay, as, ..., a,

{Z ra; | r,ra, ..., 1, € D}
i=1
ideal u D. Zapisujemo ga kao {(a, ay, ..., a,).

Istaknutu ulogu imaju tzv. glavni ideali i pravi ideali.

Definicija 1.37. Ideal I integralne domene D naziva se glavni ideal ako postoji a € I takav
da Il = {a). Odnosno, ideal je glavni ako je generiran skupom koji ima samo jedan element.
Tada element a nazivamo generatorom ideala I.

Napomena 1.38. Ako je D integralna domena, glavni ideal (@) generiran elementoma € D
je skup {ra | r € D}. Ocito je da je glavni ideal (0) jednoclan skup {0}, a glavni ideal (1) je
D.

Definicija 1.39. Ideal I integralne domene D je pravi ideal od D ako je I # {0),(1).
Napomena 1.40. Pravi ideal integralne domene D je ideal I takav da vrijedi {O} c I C D.
Primjer 1.41. Za svaki pozitivan cijeli broj k, skup

kzZ = {0, £k, 2k, ...}
je ideal od Z. Stovise, kZ je glavni ideal generiran elementom k (ili —k) pa je

kZ = (k) = (—k).
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Napomena 1.42. Ako su ai b € D* = D\ {0} takvi da vrijedi a = ab, onda broj a
oznacavamo s a/b.

Teorem 1.43. Neka je D integralna domena i neka su a,b € D* = D\{0}. Tada je (a) = (b)
ako i samo ako a/b € U(D).

Dokaz. Nekaje a/b = a € U(D). Slijedi da je a = ab za neki @ € U(D). Neka je x € (a).
Tada je x = Ba zaneki S € D. Slijedi da je x = afb za neke «, 8 € D. Prema tome, x € (b).
Time smo pokazali da je (a) C (b). Kako je @ € U(D) i U(D) grupa zatvorena na mnozenje,
pomnoZzimo li a = ab s @' imamo o~ 'b = a7 'a. Slijedi, b/a = (a/b)™' = o' € U(D).
Sada potpuno analogno dobivamo (b) C {(a). Odnosno, (b) = {a).

Obratno, pretpostavimo da je (b) = {(a). Tada je a = @b zaneki @ € D1 b = Ba za neki
B € D. Prema tome, b = afb. Kako je b # 0, zakljuCujemo daje 1 = @B paje @ € U(D).
Dakle, a/b = a € U(D). O

Proucit ¢emo sada klasu integralnih domena u kojoj je svaki ideal glavni.

Definicija 1.44. Neka je D integralna domena. D je domena glavnih ideala ako je svaki
ideal u D glavni.

Teorem 1.45. Z je domena glavnih ideala.

Dokaz. Neka je I ideal u Z. Ako je I = {0}, onda je I = (0). Prema tome, moZemo
pretpostaviti da je I # {0}. Stoga, I sadrzi nenul element a. Kako se oba elementa a 1
—a nalaze u I, moZemo pretpostaviti da je a > 0. Dakle, I sadrZi barem jedan pozitivan
cijeli broj a. Neka je m najmanji pozitivan cijeli broj u /. Dijeljenjem broja a brojem m,
dobivamo cijele brojeve ¢ i r takve da vrijedi

a=mg+ri0<r<m.

Kakojea e Iim e I,imamo r = a — mq € I. Time smo dobili kontradikciju s pretpostav-
kom da je m najmanji element u /. Promotrimo jos slucaj r = 0. Tada je a = mg. Odnosno,
I = {(m) = mZ. O

Prisjetimo se Teorema Za bilo koju integralnu domenu vrijedi ako je neki njezin
element prost, onda je i ireducibilan. Obrat vrijedi samo uz uvjet da je integralna domena
domena glavnih ideala, §to ¢emo sada i pokazati.

Teorem 1.46. U domeni glavnih ideala svaki ireducibilan element je prost.

Dokaz. Neka je D integralna domena te neka je p ireducibilan element te domene. Pret-
postavimo da p | ab, gdje sua,b € D. Ako p 1 a, onda je I ideal {p,a) u D. Kako je D
domena glavnih ideala, to postoji element ¢ € D takav daje I = (c). Kakojeaelip e,
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mora vrijediti ¢ | aic | p. Ako su c 1 p asocirani, to jest ako ¢ ~ p, onda p | a, Sto je
u kontradikciji s pretpostavkom p 1 a. Stoga mora vrijediti da ¢ 1 p nisu asocirani, to jest
¢ + p. Kako je p ireducibilan, mora vrijediti da je ¢ jedinica. Prema tome, postoji d € D
takav da je c¢d = 1. Sada imamo ¢ € (a, p) pa postoje x,y € D takvi da je ¢ = xa + yp.
Slijedi

1 =cd =dax + dyp,
pa je

b = (dx)ab + (bdy)p.

Kako p | ab, vidimo da vrijedi p | b. Prema tome, p | aili p | b paje p prostu D. O
Korolar 1.47. U domeni glavnih ideala, element je ireducibilan ako i samo ako je prost.

Dokaz. Nuznost slijedi direktno iz Teorema|[[.46] Kako je domena glavnih ideala jedna od
klasa integralne domene, iz Teorema [1.32]slijedi dovoljnost. O

Primjer 1.48. Integralna domena Z + Z V-5 nije domena glavnih ideala. Stovise, ideal
2,1+ V=5) uZ + Z V-5 nije glavni.

Veé smo pokazali da je 2 ireducibilan, ali ne i prost u Z + Z V-5 (vidi Primjer 1
Primjer . Pretpostavimo suprotno, to jest da je ideal (2,1 + V-5) glavni. Neka je
(2, 1+ V=5) = (@), zaneki @ € Z+Z V5. Stogaimamo 2 € ()i 1+ V-5 € (a) pa vrijedi
daa|2ia|l+ V=5. Kako je 2 ireducibilanu Z + Z V=5, mora vrijediti @ ~ 1 ili @ ~ 2.

I+v-5 1 1
Ako a ~ 2,onda?2 | 1 + V-5, §to nije moguce jer — =3 + 3 V-5¢ Z+ZVN-5.
Stoga mora biti @ ~ 1, paje (2, 1+ V=5) = (1). Ovo pokazuje da je 1 linearna kombinacija
od 211+ V-5 s koeficijentima iz Z + Z V-5. To znaci da postoje x,y,z,w € Z takvi da
vrijedi
l=x+yV-52+EZ+wV-=-5)(1+ VvV-5).
Izjednac¢imo i koeficijente uz 1 1 V-5, dobivamo sljedece
1=2x+z-5w,0=2y +z+ w.
Oduzimanjem druge jednadzbe od prve, imamo
1 =2(x—y—-3w),

Sto ocito nije moguce jer se na lijevoj strani jednadZbe nalazi neparan pozitivan cijeli broj,
a na desnoj paran. Prema tome, ideal (2,1 + V-5)uZ +Z V-5nije glavniuZ+7ZV-5. 0O

Definicija 1.49. Neka je D domena glavnih ideala i neka je {a,, as, ..., a,} skup elemenata iz
D. Tada je ideal {a, a, ..., a,) glavni. Generator ovog ideala naziva se najveci zajednicki
djelitelj od ay, a, ..., a,.
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Neka je D domena glavnih ideala. Ako su a i b najveci zajednicki djelitelji od ay, as, ..., a, €
D, onda
<a> = <Cll, az, ..., an> = <b>9

pa su po Teoremu [1.43|a i b asocirani, to jest piSemo a ~ b. Najveci zajednicki djelitel]
od ay, a, ..., a, oznaCavamo (ay, a, ..., a,). UoCimo da je (a;,ay, ...,a,) = 0akoa; = ... =
a, = 0. Takoder, (a;, ay, ...,a,) = (a;, az, ..., a,—1) ako a, = 0. Nadalje,

a € {a) ={a, ay, ...,a),

paje
a=nra +..+ra,
zaneke ry,...,,r, € D. Stoga, ako je ¢ € D takav da
cla;(j=12,..,n),
onda

cla.

StoviSe, za j = 1,2, ...,n, imamo
a] e <a1’a25 ey an> = <a>

pa vrijedi da
alaj.
Ovime smo pokazali da je a najveéi zajednicki djelitelj od ay, ay, ..., a,. Elemente a;, ay, ..., a,
nazivamo relativno prostima ako je (ay, ay, ..., a,) jedinica. Odnosno,
<a1a az, ..., an> = <1> =D.

Sada se lako vidi da vrijedi

(al’ a27 A an_l, an) = ((al’ a2’ ey aﬂ—l)’ an)'

Najveci zajednicki djelitelj nalazimo tako da nademo najveéi zajednicCki djelitelj parova
elemenata. Na primjer, (a;, a) = b, (ay,a,,a3) = (b, a3) i tako dalje.

U sljedecem teoremu iskoristit cemo svojstva prostih i ireducibinih elemenara u domeni
glavnih ideala kako bismo vidjeli pod kojim uvjetima moZemo neki prost element p izraziti
kao u? — mv? ili mv? — u? za neke cijele brojeve u i v te m cijeli broj za kojeg vrijedi da |m]
nije potpuni kvadrat.
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U tu svrhu treba ¢e nam pojam Legedreovog simbola. Neka je p € Z prost broj, te a € Z
i p Ja. Kazemo da je a kvadratni ostatak modulo p ako kongruencija

2:

x“=a (mod p)

ima rjeSenja (u Z), u suprotnom (kada prethodna kongruencija nema rjeSenja) kazemo da
je a kvadratni neostatak modulo p. Pisemo

1, ako je a kvadratni ostatak modulo p
a . :
(—) =< -1, ako je a kvadratni neostatak modulo p ,
p 0, akoje pla

1 zovemo ga Legedreovim simbolom.

Teorem 1.50. Neka je m cijeli broj takav da |m| nije potpuni kvadrat te neka je Z + Z /m
domena glavnih ideala. Neka je p neparan prost broj za kojeg je Legendreov simbol

(-

Ako je m < 0, onda postoje cijeli brojevi u i v takvi da je
p=ut —m?.

Ako je m > 0 i postoje cijeli brojevi T, U takvi da vrijedi T* — mU? = —1, onda
p=ut —m?,

za neke cijele brojeve u, v.
Ako je m > 0 i ne postoje cijeli brojevi T, U takvi da je T> — mU? = —1, onda

p=u?—mvili p =m? — i,

za neke cijele brojeve u, v.

Dokaz. Kako je (%) = 1, to postoji cijeli broj x takav da je x> = m (mod p). Stoga,

pl(x+ Vm)(x— Vm) € Z+ZNm

=24

\m & Z + Z \/m, pa slijedi

1
p

ptxx Vm
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Prema tome, p nije prost u Z + Z+/m. Kako je Z + Z+/m domena glavnih ideala, prema
Korolaru 1.47. p nije ireducibilan u Z + Z y/m. Dakle,

p = (u+vVm)w +tVm) (1.2)

zaneke u +v\m e Z +Z\miw +t\ym € Z + Z~m, gdje ni u + v/m ni w + ¢ \/m nisu
jedinice u Z + Z v/m. 1z (1.2) dobivamo

p — (uw + tvm) = (ut + vw) Vm.
Kako m nije kvadrat, \/m ¢ Q pa je
p— (uw +tvm) = ut + vimn = 0.

Slijedi
p2 = (uw + tvm)* = (uw + tvm)> — m(ut + vm)?

paje

P’ = (W — mv)(wW? — mt?). (1.3)
Kako m,u,v,w,t € Zim € N, slijedi da u> —mv* € Ziw?> —mt* € Z. Stovise, W2 —mv? # 1
jer u + vy/m i w + tym nisu jedinice u Z + Z+/m. Stoga, iz i p je prost imamo
+p = u?> —mv? = w? —mt*. Prema tome, postoje cijeli brojevi u i v takvi da je p = u> — mv?
ili p = —(u? — mv?).
Ako je m < 0, onda u*> — mv? > 0, pa mora vrijediti p = u?> — mv>.
Ako je m > 0, onda p = —(u*> —mv?) i postoje cijeli brojevi T i U takvi da je T>—mU? = —1
paje p=u?-mv? gdiesuu = Tu+mUviv = Uu+Tv. O

U sljedecem teoremu osigurat ¢emo uvjete za element p tako da se moZe izraziti u
1 1
obliku u? + uv + —(1 — m»? ili —(u® + uv + —(1 — m)»?) za neke cijele brojeve u, v gdje je
m cijeli broj takav da |m| nije potpun kvadrat i da vrijedi m = 1 (mod 4).
Teorem 1.51. Neka je m cijeli broj takav da |m| nije potpun kvadrat i da vrijedi m = 1
1+
(mod 4) te dajeZ+Z(

domena glavnih ideala. Neka je p neparan prost element

za kojeg vrijedi (T =1

Ako je m < 0, onda postoje cijeli brojevi u i v takvi da je

1
p= W+ uy + 4_1(1 — mn2.
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1
Ako je m > 0 i postoje cijeli brojevi T, U takvi da vrijedi T> + TU + 4_1(1 -mU? = -1,
onda

1
p= w4 uy + 4_1(1 — mn?,

za neke cijele brojeve u,v.

1
Ako je m > 0 i ne postoje cijeli brojevi T, U takvi da je T*> + TU + 4_1(1 -m)U? = -1, onda

1 1
p= W+ uv + 4_1(1 — mW?* ili p= —(® +uv + 4_1(1 — mn?),
za neke cijele brojeve u, v.

Dokaz. Kako je (ﬂ) = 1, postoji cijeli broj z takav da je z> = —m (mod p). Stavimo da je
p

[z z neparan
Y=\ p-2z zparan,

1
pa je y neparan cijeli broj koji zadovoljava y* = m (mod p). Neka je x = E(y -1)eZ

1
Ocito je 4(x* + x + 4_1(1 -m) = Qx+ 12 -=m =y —m = 0 (mod p) pa slijedi da

1 1+ 1+
plx>+x+ 4_1(1 — m). Prema tome p | (x+ 2\%) uZ+Z( ZM) Ocito
. 1+ \m
X
1+
2 ¢Z+Z( W)
p 2
pa slijedi
1+
pPtx+ \/%
2

1+ I+

Prema tome, p nije prost u Z + Z( 2\%) Kako je Z + Z( m) domena glavnih

1+ m

ideala, prema Korolaru |1.47| p nije ireducibilan u Z + Z( ) Prema tome,

)
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1
+2\/ﬁ €EZ+Z\miw+t +2\%

L 1+ I+
V( 2\/%) niw+ t( 2%) nisu jedinice u Z + Z( 2\/%) Iz 1) imamo

t\ vt t+vt
p:(u+§)(w+§)+vzm+wx/ﬁ

Kako m nije potpun kvadrat, v/m ¢ Q, pasu 1 i /m linearno nezavisni u Q. Prema tome,

za neke u + v € Z + Z+/m gdje niti jedan u +

(+v)( +t)+w +ut+vt=0
=|u+ = —|+—-m u =0.
p 7 J\wt 5 )+ movw v
Stoga
1- 1-
p=lu+v vm w+t vm . (1.5)
2 2
MnozZenjem (1.4) i (1.5) dobivamo
1 1
f:Gf+w+Zﬂ—mWﬂ@9+m+Zﬂ—mﬁ) (1.6)
jer je
1- 1- 1
(x+y( 2\/%))()6+y( ZM)):x2+xy+Z(l—m)y2.

1 1 »
Kako je m = 1 (mod 4),u? + uv + 4_1(1 —mW? ¢ Ziw?+wt+ 4_1(1 —m)t* ¢ Z. Stovise,
1+ Vm). 1+ \m
5 1w+t 5

1 1
w+uv+ 4_1(1 —mW? # +liw? +wt+ 4_1(1 —m)t> # iljeru+v(
1+ v
nisu jedinice u Z + Z( > m) Sada iz i p je prost zaklju¢ujemo

1 1
+p = w4 uv + 4_1(1 —mWv = w? +wt + 4_1(1 - m)r°.

Prema tome, postoje cijeli brojevi u 1 v takvi da je

1 1
p:u%Hw+Zu—mehp:—m%Hw+Za—mwﬁ

1 1
Ako je m < 0, onda u® + uv + 4_1(1 —mWv? >0pajep=u®+uv+ 4_1(1 — m)H2.
1
Ako je m > 0,onda p = —(u* + uv + 4_1(1 — m)v?) i postoje cijeli brojevi T i U takvi da je

1 1 1
T2+TU+4—1(1—m)U2 = —1 paslijedi p = u’2+u’v'+é—1(1—m)v’2 gdjiejeu’ = uT+Z(1—m)vU
1V =ulU +vT +vU. O
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1.3 Maksimalni i prosti ideali

U ovom dijelu definirat ¢emo maksimalne i proste ideale te prouciti neka njihova osnovna
svojstva.

Definicija 1.52. Neka je M pravi ideal integralne domene D. M je maksimalni ideal ako
za svaki ideal I integralne domane D takav da je M C I C D vrijedi I = M ili I = D.

Primjer 1.53. Ideal (x*> + 1) je maksimalan u R[x].
Pretpostavimo da je I ideal u R[x] takav da je (x*+1) c I C R[x]. Kako je (x*+ 1) sadrZano
u 1, to postoji f(x) € I takav da f(x) ¢ (x> + 1). Dijeljenjem f(x) s (x> + 1), dobivamo

f(x) = (& + Dg(x) + r(x),
gdje je r(x) # 01deg(r(x)) < 2. Stoga, r(x) = ax + b, gdje su a, b € R ne oba nula 1 vrijedi
ax+b =r(x) = f(x) —qgx)(x*+ 1) e L.

stoga,
a*x* —b* = (ax+b)ax-Db) eI

AP+ el

Prema tome,
A+ =@+ )-@-vHel

Stoga, I sadrzi realni broj razli¢it od nule, to jest / sadrzi jedinicu od R[x]. Iz toga za-
kljucujemo I = R[x], Sto je kontradikcija. Prema tome, ne postoji ideal I pa slijedi da je
(x* + 1) maksimalan ideal u R[x]. O

Teorem 1.54. Neka je D integralna domena. Neka je a € D takav da a # 0ia ¢ U(D).
Tada vrijedi ako je {a) maksimalan u D, onda je a ireducibilan u D.

Dokaz. Pretpostavimo da a nije ireducibilan element u D. Kako a nije nula ni jedinica,
mora biti reducibilan element. Prema tome, postoje b € D i ¢ € D takvi da a = bc, pri
¢emu ni b ni ¢ nije ni nula ni jedinica. Stoga

(ay c(byc D

pa (a) nije maksimalan ideal. Pokazali smo da ako je (@) maksimalan onda je a ireducibi-
lan. O

U sljedecem primjeru vidjet ¢emo da obrat Teorema ne vrijedi opcenito.
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Primjer 1.55. 1+ V-5 je ireducibilan element u Z+7Z V-5, ali (1 + V-5) nije maksimalan
idealuZ + Z V-5.
To se lako vidi jerje {1 + V=-5)Cc 2+ V-5)CcZ+ZV-5. O

Vidimo da obrat Teorema [[.54] ne vrijedi opéenito, no vrijedi u domeni glavnih ideala.

Teorem 1.56. Neka je D domena glavnih ideala. Neka je a € D takavdaa + 0ia ¢ U(D).
Tada vrijedi da je a je ireducibilan u D ako i samo ako je {a) maksimalan u D.

Dokaz. Dovoljnost slijedi direktno iz Teorema [I.54] Dokazimo jo$ nuZnost. Pretposta-
vimo da je a ireducibilan, ali (a) nije maksimalan ideal. Tada postoji ideal / takav da
je

(ayclcD.

Kako je D domena glavnih ideala, I = (b) za neki b € D. Stoga,
(ay c(byc D

paje
a = bc,

zaneki ¢ € D. Kako je (b) C D, slijedi da b nije jedinica, a kako (a) C (b), ¢ nije jedinica.
Stoga, a je reducibilan Sto je kontradikcija s pretpostavkom pa slijedi tvrdnja. O

Teorem 1.57. Neka je D integralna domena i neka je I ideal u D. Tada je D/I polje ako i
samo ako je I maksimalan.

Dokaz. Pretpostavimo da je D/I polje i da je J ideal u D takav da je
IcJcD.

Stoga postoji b € J takav da b ¢ I. Tada je b + I nenul element u D/I. Stovise, kako je D/I
polje, postoji element ¢ + I takav da je

b+Dc+DH=1+1

Stoga je
bc+I1=1+1

paje
bc—1elcl.

Kako je b € Jic € D, imamo
bc € J.
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Prema tome,
1 =bc—(bc—-1) €,

paje J = (1) = D. Time smo dokazali da je / maksimalan.

Pretpostavimo sada da je I maksimalan. Da bismo pokazali da je D/I polje, dovoljno je
pokazati da b+ 1 # 0+ I ima multiplikativni inverz jer su sva ostala svojstva polja trivijalno
zadovoljena. Kako je b+ 1 # 0 + I, slijedi b ¢ I. Promotrimo sljedeci skup

B={xeD|x=by+wzanekeye Dinekew € [}.

Lako se provjeri da je B ideal u D takav da je I C B. Kako je I maksimalan, mora vrijediti
B=D. Stogajel € D,pajel =by +w’ zanekey’ € Dineke w+ € I. Dakle,

b+DY+D=by+I=1-w+I1=1+1
pa (b + I)™! postoji i jednak je y’ + 1. i

Definicija 1.58. Neka je D integralna domena. Pravi ideal P integralne domene D je prost
ideal ako za a,b € Diab € P vrijedida jea € Pilib € P.

Primjer 1.59. Ideal I = (1 + i) je prost u Z + Zi.
Pretpostavimo dasua+ bi € Z+ Ziic +di € Z + Zi takvi da je

(a + bi)(c+di)e]l+1i).
Tada postoji x + yi € Z + Zi takav da je
(a + bi)(c+di) = (1 +i)(x+yi).
IzjednaCavanjem realnog i imaginarnog dijela dobivamo
ac—bd = x—y,ad + bc = x +y.
Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo
ac + ad + bc — bd = 2x,
pa je
(a+b)c+d)=ac+ad+bc+bd=ac+ad+bc—bd=2x=0 (mod 2).

Prema tome, jedan od a+ b ili ¢ +d je paran. Bez smanjenja opéenitosti smijemo pretposta-
viti da je a + b paran. Prema tome, postoje u € Ziv € Ztakvidajea+b =2uia—b = 2v.
Dakle,

a+bi=Ww+v)+w—-v)i=~0+)u-vi

zato je a + bi € (1 + i). Time smo pokazali da je (1 + i) prost ideal. i
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Sada ¢emo vidjeti uz koji uvjet je neki glavni ideal integralne domene prost ideal.

Teorem 1.60. Neka je D integralna domena. Neka je a € D takav da a # 0ia ¢ U(D).
Tada je {a) prost ideal u D ako i samo ako je a prost u D.

Dokaz. Neka je (a) prost ideal u D. Neka su b,c € D takvi da bc € {(a) pa a | bc. Kako
je {a) prost ideal, vrijedi da je b € (a) ili ¢ € {a). Prema tome, a | b ili a | c. Time smo
pokazali da je a prost.

Neka je sada a prost u D i neka su b, c € D takvi da je bc € (a). Dakle, postoji d € D
takav da je bc = ad, pa slijedi da a | bc. Kako je a prost, vrijedidaa | bilia | c. Bez
smanjenja opcenitosti smijemo pretpostaviti da a | b. Prema tome, postoji e € D takav da
je b = ae paje b € {(a). Time smo dokazali i da je (a) prost ideal. i

Teorem 1.61. Neka je D integralna domena i I ideal u D. Tada je D/I integralna domena
ako i samo ako je I prost.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je D/I integralna domenaidasua,b € Dtakvidajeab € I.
Tada je (@ + (b + 1) = ab + I = 0 + I nul element integralne domene D/I. Zato §to je
integralna domena nema djelitelja nule, imamoa+1 =0+171ilib+ 1 = 0+ I, to jest imamo
illiaelilibel, pajel prost.

Pretpostavimo sada da je I prostideal u D. Kako je I praviideal u D, D/I je komutativni
prsten s jedinicom 1 + /. Stoga preostaje provjeriti da ako je I prost, D/I nema djelitelja
nule. Pretpostavimodasua+/1e€ D/Iib+1 € D/Itakvidaje(a+1)(b+1)=0+1. Tada
jeab + 1 =1pajeab € I. Kako je I prost, slijedidajeaclilibel,tojesta+1=0+1
ili b+ I = 0+ I iz Cega slijedi da D/I nema djelitelja nule. O

Teorem 1.62. Neka je D integralna domena te neka je I maksimalan ideal u D. Tada je 1
prost ideal u D.

Dokaz. Neka je I maksimalan ideal u D. Tada je, prema Teoremu D/I polje. No,
svako polje je i integralna domena. Slijedi da je D/I integralna domena. Sada, iz Teorema
slijedi da je I prost ideal u D. i

Teorem 1.63. Neka je D domena glavnih ideala. Neka je I pravi ideal u D. Tada je 1
maksimalan ako i samo ako je I prost.

Dokaz. 1z prethodnog Teorema [1.62] direktno slijedi nuznost. Trebamo jo$ dokazati do-
voljnost. Pretpostavimo da je I prost ideal u D koji nije maksimalan. Tada postoji ideal J
u D takav da je

IcJcD.

Kako je D domena glavnih ideala, imamo I = {(a) i J = (b) za neke a,b € D. Kako je
(a) € (b), imamo a = bc zaneki c € D. Dakle, bc =a € {a) =111 je prostpaje b € I ili
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cel. Akoje b € I,ondaje J = (b) C I C J,Sto je kontradikcija. Prema tome, mora biti
cel. Stogajec =adzanekid € Dpajea = bda. No,a # 0paje bd = 1. Stoga je b
jedinicai J = (b) = D D J, $to je kontradikcija. Dakle, I je maksimalan ideal u D. O



Poglavlje 2

Euklidska domena

2.1 Euklidska funkcija

U dokazu Teorema [I.45]iskoristili smo svojstvo cijelih brojeva da za svakia,b € Zib > 0
postoje g, r € Z takvi da vrijedi

a=gb+r, 0<r<b. (2.1)
Stovise, cijeli brojevi ¢ i r su jedinstveno odredeni s a i b. Vrijedi
q =la/bl, r=a—>bla/b], (2.2)

gdje je | x] najvece cijelo realnog broja x, odnosno najveci cijeli broj manji ili jednak broju
x. Cijeli broj ¢ se naziva koli¢nik, a cijeli broj r ostatak. Posebna klasa integralnih domena
su one koje posjeduju svojstvo analogno svojstvu (2.1) u Z. Takve integralne domene na-
zivamo euklidske domene. Kasnije ¢emo dokazati da je euklidska domena domena glavnih
ideala. Da bismo formalno definirali euklidsku domenu, najprije trebamo definirati euklid-
sku funkciju.

Definicija 2.1. Neka je D integralna domena. Preslikavanje ¢ : D — Z naziva se euklid-
ska funkcija na D ako zadovoljava sljedeca dva svojstva:

1) zaa,be Dib +#0je

P(ab) > ¢(a), (2.3)
2) zaa,be Dib # 0, postoje q,r € D takvi da je
a=qgb+r i ¢(r) < ¢D). 2.4)

Primjer 2.2. Preslikavanje ¢(a) = |a|, a € Z, je euklidska funkcija na Z.

28
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Sada ¢emo navesti neka svojstva euklidske funkcije.

Propozicija 2.3. Neka je D integralna domena takva da posjeduje euklidsku funkciju ¢.
Tada vrijede sljedeca svojstva:

a) ako je a ~ b, onda je ¢(a) = ¢(b);
b) ako a|bi¢(a) = ¢(b), onda je a ~ b;
¢) a € U(D) ako i samo ako ¢(a) = ¢(1);
d) ako je a # 0, onda ¢(a) > ¢(0);

za sve a,b € D.

Dokaz. a) Kako je a ~ b, postoji u € U(D) takav da je a = ub. Iz (2.3) slijedi ¢(a) =
¢(ub) > ¢(b). Buduéi da je u € U(D), imamo u~' € U(D)i b = u'a pa opet
prema (2.3)) imamo ¢(b) = ¢(u'a) > ¢(a). 1z ove dvije nejednakosti slijedi da je
¢(a) = ¢(b).

b) Prema (2.4)) postoje g,r € D takvidajea = gb+ ri ¢(r) < ¢(b) = ¢(a). Sadajea | b
slijedi da a | r. Pretpostavimo da je r # 0. Tada iz (2.3) imamo ¢(r) > ¢(a), Sto
je kontradikcija. Pretpostavimo sada da je r = 0, odnosno a = gb. No, a | b pa je
g€ UD)islijedia ~ b.

¢) Prvo imamo da iz a € U(D) slijedi a ~ 1 pa prema tvrdnji a) vrijedi ¢(a) = ¢(1). S
druge strane, prema tvdrnjib) iz 1 | ai ¢(1) = ¢(a) slijedi 1 ~ a pajea € U(D).

d) Prema (2.4) postoje ¢,r € D takvida je O = ga + r, ¢(r) < ¢(a). Pretpostavimo da je
r # 01iprema (2.3) imamo ¢(r) = ¢((—q)a) > ¢(a), sto je kontradikcija. Prema tome,
r=01i¢0) < ¢(a).

O

Definicija 2.4. Neka je D integralna domena. Ako postoji euklidska funkcija ¢ : D — Z,
onda se D naziva euklidska domena s obzirom na ¢.

Ako je D euklidska domena s obzirom na neku euklidsku funkciju ¢, nije bitno specifi-
cirati ¢, ve¢ D zovemo samo euklidska domena. Prije nego Sto iznesemo nekoliko primjera
euklidske domene, dokazat ¢emo fundamentalni teorem da je svaka euklidska domena do-
mena glavnih ideala.

Teorem 2.5. Euklidska domena je domena glavnih ideala.
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Dokaz. Neka je D euklidska domena. Prema tome, postoji euklidska funkcija ¢ u D. Neka
je I'ideal u D. Ako je I = {0}, onda je I = (0) glavni ideal. Ako je I # {0} pretpostavljamo
da je skup S skup cijelih brojeva definiran na sljedeci nacin

S ={p(x)| xel,x+0}.

Buduéi da je I # {0}, S je neprazan skup. Prema Propoziciji 2.3|d), skup S je omeden
odozdo. Stoga § ima najmanji element ¢(a),a € I,a # 0. Ako je b € I, onda jer je ¢
euklidska funkcija postoje ¢, r € D takvi da

b=gqga+r, ¢(r) < ¢(a).

Sada jer je [ ideal, r = b — aq € I i kako je ¢(a) najmanji element u S, slijedi da je r = 0.
Stoga, b = ga pa je I = (a). Prema tome, svaki ideal u D je glavni pa je D domena glavnih
ideala. O

2.2 Primjeri euklidskih domena

U ovom poglavlju istrazit cemo kada su integralne domene oblika

o Z+Z+mzam=2,3 (mod 4),

1
o Z+Z( +2\/%)zamzl (mod 4)

euklidske domene s obzirom na funkciju ¢,,. Funkciju ¢,, definiramo na sljedeci nacin:

O - Q(\/I’l_’l)—>Q, ¢m(r+sx/ﬁ):|r2—ms2|

zar,s € Q. U sljedeoj lemi dokazat cemo neka osnovna svojstva funkcije ¢,,. Ne zabora-
vimo da je naSa pretpostavka cijelo vrijeme da je m kvadratno slobodan cijeli broj.

Lema 2.6. Neka je m kvadratno slobodan. Vrijede sljedeca svojstva:

a) ¢, :Z+Z~m— NU{0};

1
b) akojem =1 (mod 4), onda ¢, = 7.+ z( +2M) N U {0}

¢) (@) =0za a € Q(\m) ako i samo ako a = 0;
d) ¢n(B) = du(@) Gu(B), za sve a, B € Q(\m);
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e) d,(af) > ¢, (a), za sve a,B € Z + Z~Jm gdje je B # 0O;

1+ vVm

f) ako je m = 1 (mod 4), onda ¢,,(af) > ¢ (@), za sve a,B € Z + Z(
B #0.
Dokaz. a) Neka je @ € Z + Z+/m. Tada vrijedi @ = x + y+/m za neke x,y € Z. Vrijedi

x> —my* € Zi|x> —my*| > 0paje

¢r11(a) = ¢m(x ty \/E) = |X2 - my2| eNU {0}

+
\/ﬁ) integralna domena (vidi Primjer .

I+
2\/%) = (x+%)+§\/%zaneke

) gdje je

1
b) Akojem =1 (mod 4), 0ndajeZ+Z(
+ \m

1
Nekajea/eZ+Z( ) Tadajea/:x+y(

X,y € Z. Vrijedi

On(@) = b (x+3) + 3 Vi) =+ §)2—m(§)2 = |x2+xy+%(l — m)y?| € NU{O}.
ez

¢) Neka je @ € Q(+/m) pa je oblika @ = r + s /m za neke r, s € Q. Tada je
¢m(a’) = ¢m(r + S\/%) =0

ako 1 samo ako je

2

2
|r* —ms“| =0,

to jest 72 = ms?. Bududi da je m kvadratno slobodan to je jedino moguce zar = s = 0,
pajea=r+sym=0,to0jesta =0.

d) Neka su a,8 € Q(ym). Tadaje @ = x + y\m i = u + v/m za neke x,y,u,v € Z.
Stoga je

Pn(@B) = Gu((x+y Vm)(u +vNm)) = ¢, ((xu + myv) + (xv + yu) Vm)

|Geu + myv)?> — m(xv + yu)?| = |X%u?® + m>y*v? — mx*v? — my*u®|

= | = my)(u® = m?)| = ¢(@)p(B)-

e) Neka su a,8 € Z + Z+/m gdje je B # 0. Prema tvrdnji ¢) imamo ¢,,(8) # 0. Zatim,
prema a) zakljucujemo da je ¢,,(@) > 01 ¢,,(5) > 1. Stoga, iz tvrdnje d) slijedi

Pn(aP) = du(@) pn(B) 2 Pu(a)
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f) Slijedi analogno kao i €) samo §to u dokazu umjesto tvrdnje a) koristimo tvrdnju b).
O

U sljedeéem teoremu vidjet éemo koji je nuzan i dovoljan uvjet da Z + Z+/m bude
euklidska domena s obzirom na preslikavanje ¢,,,.

Teorem 2.7. Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj. Tada je integralna domena Z+7 \Jm
euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i samo ako za svaki x,y € Q postoje a,b € Z takvi
da je

Gu((x +yNm = (a+bVm) < 1. (2.5)

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je Z + Z v/m euklidska domena s obzirom na ¢,,. Neka su
x,y € Q. Tada je x+y+/m = (r + s \/m)/t za neke cijele brojeve r, s, t, gdje je t # 0. Buduéi
da je ¢,, euklidska funkcija na Z + Z \/m, postoje a + b \/m, c + d\Jm € Z + Z \/m takvi da
vrijedi

r+svm=ta+b\m)+ (c+d\Vm), ¢,(c+d\Nm) < d,@).
Prema tome, iz Leme @] d) slijedi

o (”S‘/_ (a+b\/_)) (”S‘/’%_t(dw‘@)

t

Gn((x+y Nm) = (a+bVm)) =

(c+d«/%)_ (e +dm)
" t N0

Obrnuto, pretpostavimo da vrijedi (2.5). Da bismo dokazali da je Z + Z v/m euklidska
domena trebamo pokazati da je ¢,, euklidska funkcija, to jest trebamo provjeriti da vrijedi

(2.3) i 2.4). Nejednakost (2.3) slijedi iz Leme [2.6] ). Dakle, preostaje provjeriti (2.4).
Neka su r + s \m, t + u\'m € Z + Z+/m, gdje je t + uy/m # 0. Tada je

r+svym
———— =x+yvVm,
r+uvm
gdje je
tr — msu st—ru
X=——-—=¢€Q, = c Q.
2 — mu? Qy 2 u? Q

Uo¢imo da ¢ +u vfm # 0 povladi da > — mu® # 0. Sada iz (2.5) slijedi da postoji a + b \m €
Z + Z +/m takav da
u((x +yVm — (a +b\m)) < 1.

Stavimoc=r—at—bumeZid=s—au—bt € Zpaje

c+dVm=(r+sVm)—(a+b\m)t+u\m) e Z+Z\m.
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Prema tome vrijedi,

r+ svVm = (a+bVm)t+u\m) + (c +dVm)

i prema Lemi [2.6/d) imamo

Gu((r + sNm) = (a + b Nm)(t + u~m))

= Gu((x +y Vm)(t + uNm) — (a + b Nm)(t + u~m))
= Gt + uNm)(x +yVm) = (a + b\m)))

= Pt + uNm$,((x + y\Vm) — (a + bVm))

< Gt + um).

$m(c +d Nm)

O

Prethodni teorem nam omogucuje odrediti sve negativne kvadratno slobodne cijele bro-
jeve m za koje je Z + Z +/m euklidska domena s obzirom na ¢,,.

Teorem 2.8. Neka je m negativan kvadratno slobodan cijeli broj. Tada je integralna do-
mena Z + Z \Jm euklidska s obzirom na ¢,, ako i samo ako je m = —1, 2.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da je Z + Z +/m euklidska domena s obzirom na ¢,, za m = —1
im = -2. Neka su x,y € Q. Tada postoje a, b € Z takvi da je

lx—al <z, [y-bl<

| =
N =

Zam € {—1,-2} vrijedi

< 1.

1 1 3
Du((xty Nm)—(atb Nim) = 6,,(v=a)+(y=b) Vim) = [(x=a)*~m(y=b)’| < 7+2-7 = 7
Stoga prema Teoremu 2.7|zaklju¢ujemo da je Z + Z \/m euklidska domena s obzirom na ¢,
zam=—-1lim=-2.

Pretpostavimo sada da je Z + Z +/m euklidska domena s obzirom na ¢,,. Tada prema
Teoremu [2.7) postoje a, b € Z takvi da je

¢m(<§+§va>—<a+bm)<l.

1 2 1 2
(E—a) +|m|(§—b) <1

Bududi da je —m = |m|, imamo
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Za bilo koji cijeli broj x imamo

|1 . 1 (1 V 1
2 M= 27 e
paje
1
— @ < 1’
4
odnosno |m| < 3. Prema tome, m = —1 i m = -2 su jedine moguénosti. |

Iskazat ¢emo joS nekoliko teorema, no ne¢emo provesti i njihov dokaz. Dokaz sljedeceg
teorema provodi se analogno kao i dokaz Teorema [2.8]

Teorem 2.9. Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m = 1 (mod 4). Tada je
1+ Vm

integralna domena Z + 7 euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i samo ako za

svaki x,y € Q postoje a,b € Z takvi da

¢m((x+yﬁ)—(a+b(1+2‘%)))< 1.

Iz Teorema 2.9 moZemo odrediti negativne kvadratno slobodne cijele brojeve m = 1

1+
(mod 4) za koje je Z + Z( 2\/%

) euklidska domena s obzirom na ¢,,. To ¢emo iskazati

u sljedecem teoremu.

Teorem 2.10. Neka je m negativan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m = 1

1+ vVm
2

(mod 4). Tada je integralna domena Z + Z( ) euklidska domena s obzirom na ¢,,

ako i samo ako m = -3, -7, —11.

Odredivanje pozitivnih kvadratno slobodnih cijelih brojeva m za koje su Z + Z /m za

1
m=2.3 (mod4)iZ+Z( +2‘%

) zam =1 (mod 4) euklidske domene s obzirom na ¢,,

je mnogo slozenije. Bio je to vrhunac napora mnogih matematicara 20. stoljeca. Do sada
poznati posljednji korak u odredivanju takvim m-ova objavili su matematicari Chatland i
Davenport 1950. Radi se o dva teorema Cije dokaze takoder neCemo provoditi.

Teorem 2.11. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m = 2,3
(mod 4). Tada je integralna domena Z + Zm euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i
samo akom = 2,3,6,7,11,19,57.



POGLAVLIJE 2. EUKLIDSKA DOMENA 35

Teorem 2.12. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m = 1
I+

(mod 4). Tada je integralna domena 7 + 7 v

¢ ako i samo akom = 5,13,17,21,29,33,37,41,73.

euklidska domena s obzirom na

Pokazat ¢emo dio tvrdnje sadrzane u iskazu Teorema [2.11] odnosno pokazat ¢emo
sljedecu propoziciju.

Propozicija 2.13. Ako je m € {2,3,6)}, onda je Z + ZJm euklidska domena s obzirom na
Prm-

Dokaz. Pokazimo prvo zam = 2,3. Neka su x,y € Q. Tada postoje a, b € Z takvi da je
lx —al < 1 ly—al < 1
x—al <=, [y—-a <=

2 Y 2

Bududi da je (x — a)> > 0 i m(y — b)* > 0, imamo

|(x = @)* = m(y = b)*| < max(|x — al’,mly — b*) <

W

Stoga
Gun((x +yVm)> = (a+bVm)) = |(x — a)* = m(y - b)*| < 1,

pa tvrdnja slijedi prema Teoremu [2.7
Neka je sada m = 6. Pretpostavimo da Z + Z v/m nije euklidska domena s obzirom na
¢e. Tada, prema Teoremu [2.7] postoje r, s € Q takvi da

d6((r + s V6) — (x +yV6)) > 1, zasve x,y € Z,

to jest
(r—x)> —6(s—y)’| > 1 zasve x,y € Z.

Uzmimo ¢; = +1 i u; € Z takve da
1
O0<gr+uy < 5

16 = +11u, € Ztakve da

OSEzS+Lt2S

| =

Stavimo
rn=r+u €Q, xy=gx+u €72,

sS1=6s+u, €Q, yi=6y+u c€?Z,
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paje
1 1
OSHSE,OSSlSE, (2.6)

|(r = x1)* = 6(s1 = y1)?| = 1 (2.7)

za sve x1,y; € Z. UvrStavajuéi (x1,y;) = (0,0),(1,0) 1 (-1,0) u (2.7), dobivamo sljedece
nejednakosti

Ir? — 65 > 1,
(1 =7)* =65 > 1, (2.8)
I(1+r)*—6s7] > 1.
Iz (2.6) dobivamo
3, , 1
—g <rn —6S1 < Z,
—% < (1 - 1’1)2 - 6S% < 1, (29)
9
—E < (1 +I"1)2—6S% < Z
Sada iz (2.8) i (2.9) slijedi
3
-3 <r-6s0<1, (2.10)
5
Q) (1 =) — 657 = 11li (i) - 7 sa- D) —6st < -1, (2.11)
2 29
1<A+r) —-6s57< T (2.12)
Iz 2.10) i (2.12)) dobivamo,
1<1+2r +(rf - 657) <2,

. 1 . 1 o 1 . T
pajer > 5 No, znamo da je r; < 3 pa mora biti r; = 5 Sada iz (2.11 (1)) slijedi
1 1
1 - 657 = 1, §to je nemoguce. Iz (2.11|(ii)) imamo 1 — 652 < lpaje s> e No, iz (2.12

.. . . 2 2 5 . 2 5 . 2 5 v . , .
slijedidaje 6s; < (1+r)" —1= T to jest s7 < 7 paje s; = T Sto je nemoguce. Time
smo dokazali da je Z + Z V6 euklidska domena s obzirom na . O

Navest ¢emo jedan primjer domene koja nije euklidska. Za tu svrhu potreban nam je
sljedeci teorem.
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Teorem 2.14. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj. Ako postoje razliciti
neparni brojevi p i q takvi da je
(3= (5)-
p q

zatim pozitivni cijeli brojevi t i u takvi da je
pt+qu=mpttqftu,

i cijeli broj r takav da je
r? = pt  (mod m),

onda Z + Z ~Jm s obzirom na ¢,, nije euklidska domena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da Z + Z y/m je euklidska domena s obzirom na ¢,,.
Tada postoje y, § € Z + Z \/m takvi da je

7‘\/% =my+ S, ¢m(5) < ¢m(m)

Stavimo y = x + y\m, x,y € Z, pa dobivamo

¢m(r\/% - m(-x + y \/%)) < ‘pm(m),

to jest
Im?>x* — m(r — my)*| < m?,

pa je

Imx* — (my — M} < m.
Bududi da je

mx® — (my — r?=—r= —pt (mod m)

i

O<pt<pt+qu=m,
mora biti

mx* — (my —r)* = —ptilim — pt;

pa je

mX? —Y? = —ptili qu

za cijele brojeve X(= x) 1 Y (= my —r).
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Pretpostavimo prvo da je mX? — Y? = —pt. Kako je (ﬂ) = —1, slijedi da p { m. Dalje,
pP
iz p 1 t slijedi p|| — pt. Prema tome, p ¥ X ip 1 Y. Stoga,

p p pl
Sto je u kontradikciji (—) =-1.
p

Neka je sada mX? — Y? = qu. Kako je T) = —1, slijedi da ¢ 1 m. Dalje, iz g 1 u slijedi
q
q || —qu. Prema tome, g X1q 1 Y. Stoga,

(-2 2)-

Sto je u kontradikciji (@) = —1. Dakle, Z + Z \/m s obzirom na ¢,, nije euklidska domena.
q

O
Teorem 2.15. Z + Z \/m s obzirom na ¢,, nije euklidska domena za m = 23,47,59, 83.
Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz prethodnog teorema i sljedece tablice.
m p qg t u r
23 3 5 1 4 17
47 3 5 7 23
59 3 7 15 2 24
83 3 5 1 16 13
O

2.3 Reprezentabilnost prostog broja pomoc¢u binarne
kvadratne forme

Izraz oblika ax®+bxy+cy?, gdje su a, b, ¢ € Z naziva se binarna kvadratna forma. Kazemo
da je cijeli broj n reprezentiran pomoéu binarne kvadratne forme ax?+bxy+cy* ako postoje
cijeli brojevi x i y takvi da je n = ax® + bxy + cy*. Na primjer, cijeli broj 31 se moZe
reprezentirati formom x? + xy + 3y? jer je 31 = 12+ 1 -3 + 3 - 32, ali cijeli broj 2 se ne moZe
reprezentirati formom x> + 5y?.



POGLAVLIJE 2. EUKLIDSKA DOMENA 39

Prema Teoremu i Teoremu [2.10] slijedi da su Z + Zym zam = —1,-21 Z +

Z((1+ \m)/2) za m = -3,-7,-11 euklidske domene pa moZemo primijeniti Teorem
i Teorem da odredimo kada je neparan prost broj p reprezentiran svakom od ovih
formi:

o x>+ X2 +2)%
o X*+ xy+ Y,

o X°+ xy+2y%

o X%+ xy+ 3y

Prisjetimo se Legendrovih simbola. Za neparan prost broj p vrijedi

-1
(—) =1 akoisamoakop =1 (mod 4), (2.13)
4
) '
—|=1 ako isamo ako p = 1,3 (mod 8), (2.14)
4
-3 _
—|=1 akoisamoakop=1 (mod 3), (2.15)
p
-7
— =1 ako i samo ako p = 1,2,4 (mod 7), (2.16)
p
-11
(— =1 ako i samo ako p =1,3,4,5,9 (mod 11). 2.17)
4
Primjer 2.16. (_—) =1 akoisamo ako p =1 (mod 3).
4
. [-3 -1\(3 ) .. . )
Kakoje|—|=|—/||—| = 1, imamo dvije mogucnosti:
4 pJ\p

-1 3
1) (—) =1i (—) = 1. Prvi uvjet je ekvivalentan s p = 1 (mod 4). Prema Gaussovom
p p

3
zakonu reciprociteta je —) = (%)) =1,paje p =1 (mod 3). Zajedno ova dva uvjeta
p
daju p =1 (mod 12).
-1 (3 C . .
2) |—|=-11i[—]) = —1. Prvi uvjet je ekvivalentan s p = 3 (mod 4), a za drugi prema
p p
Gaussovom zakonu reciprociteta vrijedi —1 = {—| = — (g) Sto je ekvivalentno s

p
p =1 (mod 3). Zajedno ova dva uvjeta daju p =7 (mod 12).
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Iz prvog i drugog slu€aja zaklju¢ujemo daje p = 1 (mod 3). O

Teorem 2.17. Neka je p prost broj takav da je p = 1 (mod 4). Tada postoje cijeli brojevi
x iy takvi da vrijedi p = x* + y*.

-1
Dokaz. Kako je p =1 (mod 4), iz (2.13) slijedi daje | — | = 1. Budu¢idaje Z + Z V-1
p

euklidska domena, prema Teoremu [2.5| to je i domena glavnih ideala. Prema tome, po
Teoremu postoje cijeli brojevi x i y takvi da vrijedi p = x> + y°. O

Teorem 2.18. Neka je p prost broj takav da je p = 1,3 (mod 8). Tada postoje cijeli brojevi
x iy takvi da vrijedi p = x* + 2y*.

Dokaz. Dokaz se provodi analogno kao i prethodni samo $to umjesto (2.13)) iskoristimo

@.14). O

Teorem 2.19. Neka je p prost broj takav da je p = 1 (mod 3). Tada postoje cijeli brojevi
x iy takvi da vrijedi p = x* + xy + y°.

Teorem 2.20. Neka je p prost broj takav da je p = 1,2,4 (mod 7). Tada postoje cijeli
brojevi x i y takvi da vrijedi p = x* + xy + 2y*.

Teorem 2.21. Neka je p prost broj takav da je p = 1,3,4,5,9 (mod 11). Tada postoje
cijeli brojevi x i y takvi da vrijedi p = x* + xy + 3y°.

U Teoremu 2.13. pokazali smo da je Z + Z+m euklidska domena za m = 2,3,6.
Prisjetimo se iz elementarne teorije brojeva da za neparan prost broj p vrijedi

2
—|=1 akoisamo ako p = 1,7 (mod 8), (2.18)
p
3
—|=1 akoisamo ako p = 1,11 (mod 12), (2.19)
4
6
—|=1 ako i samo ako p = 1,5,19,23 (mod 24). (2.20)
p

Iz Teorema 1.50, primjenjujuci gore navedeno slijede tri teorema.

Teorem 2.22. Neka je p prost broj takav da je p = 1,7 (mod 8). Tada postoje cijeli brojevi
x iy takvi da vrijedi p = x* — 2y*.

Dokaz. U dokazu se koristi ¢injenicadaje T? —2U> = -1zaT =U = 1. i

Teorem 2.23. Neka je p prost broj takav da je p = 1,11 (mod 12). Tada postoje cijeli
brojevi x i y takvi da je p = x* — 3y* ili p = 3y* — x°.
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Dokaz. U dokazu se koristi ¢injenica da ne postoje cijeli brojevi 7 i U takvi da je T2 —
3U% = -1. O

Teorem 2.24. Neka je p prost broj takav da je p = 1,4,19,23 (mod 24). Tada postoje
cijeli brojevi x i y takvi da je p = x* — 6y* ili p = 6y* — x*.

Dokaz. U dokazu se koristi ¢injenica da ne postoje cijeli brojevi 7 i U takvi da je T2 —
6U* = —1. m
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Sazetak

Ukratko, u prvom dijelu ovog rada promatra se algebarska struktura integralne domene i
dokazuju osnovna svojstva. Navode se primjeri integralnih domena s posebnim naglaskom

1+
na skupove oblika Z + Z\m i Z + Z( 2\/%

Nadalje, u radu se definiraju asocirani, ireducibilni te prosti elementi integralne domene
1 neka njihova svojstva. Radi opseZnijeg istraZzivanja djeljivosti, rasprava je ograni¢ena
na posebnu klasu integralnih domena, a to su domene glavnih ideala. U drugom poglavlju
definira se euklidska domena te promatraju skupovi koji tvore takvu strukturu posebno sku-
1+
povi oblika Z+Z \miZ+7Z ( 2\/%
s obzirom na funkciju ¢,,(r+ s \m) = |r>—ms?*| ako i samo ako je m € {~1,-2,-3,-7,-11}
zam < 01im € {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73 za m > 0. Dokazana
svojstva omogucuju prikaz neparnog prostog broja p pomocu binarne kvadratne forme
(2 + 5,2+ 295, 2+ xy + 92, %+ xy + 2071 X2 + xy + 3y?).

) gdje je m kvadratno slobodan cijeli broj.

). Zanimljivo je da ti skupovi tvore euklidsku domenu



Summary

In the first part of this thesis we study the algebraic structure of integral domains and prove
some basic properties of them. We give the examples of integral domains with the emphasis

on sets of the form Z + Zm and Z + Z ( 1+2‘M ), where m is a squarefree integer. Moreover,
associates, irreducible and prime elements of an integral domain with their properties are
introduced. Also, for a deeper investigation of divisibility, we limit our discussion to a
special class of integral domains - a principal ideal domain.

In the second part, we discuss Euclidean domains especially among the sets Z + Z \/m

2
the function ¢,,(r + s \Vm) = |r* — ms?| if and only if m € {-1,-2,-3,-7,—11} form < 0
and m € {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73} for m > 0. We apply these
results to determine when an odd prime can be represented by a binary quadratic form
(2 + %, 22+ 2y%, 22 + xy + %, ¥ + xy + 2y* and x? + xy + 3y?).

and Z + Z(“W). It is interesting that these sets are Euclidean domains with respect to
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