Eksperimentalno odredivanje stupnja polarizacije i
Brewsterov kut

Zarko, Tomislav

Master's thesis / Diplomski rad

2016

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:694284

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-20

§TE U 2
\Bt\\_,'\s é,q G

»
< £,
& %
o % . .
& % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% T
< SN
(@) o8

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:694284
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:420
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:420
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:420

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

Tomislav Zarko

EKSPERIMENTALNO ODREDIVANIE
STUPNJA POLARIZACIJE I BREWSTEROV
KUT

Diplomski rad

Zagreb, 2016



SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

SMIJER: FIZIKA I INFORMATIKA — Nastavnicki

Tomislav Zarko

Diplomski rad

Eksperimentalno odredivanje stupnja
polarizacije i Brewsterov kut

Voditelj diplomskog rada: Doc. dr. sc. Nikola Poljak

Ocjena diplomskog rada:

Povjerenstvo: 1.

2
3.
4

Datum polaganja:

Zagreb, 2016.






Sazetak

Ovaj rad se bavi teorijsko-eksperimentalnim istraZivanjem vrste Sirenja elektromagnetskog
vala. Metodom polarizacije elektromagnetskih valova refleksijom. U kojim je prvi cilj utvrditi
Brewsterov kut, pod kojim je reflektirani elektromagnetski val potpuno polariziran. Zatim je

drugi cilj pomocu analizatora utvrdit vrstu Sirenja elektromagnetskog vala.



Abstract

This paper deals with theoretical and experimental research of the type of spreading
electromagnetic wave using the polarization of electromagnetic waves reflection. The primary
goal of the method is to determine the Brewster angle, under which the reflected
electromagnetic wave is completely polarized, after which by using analyzer determines the

spread of the electromagnetic wave.
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1. Uvod

Svjetlost koja dolazi na planet Zemlju od nase najblize zvijezde Sunca sudjeluje u Zivotu koji
se odvijana Zemlji. Svojim zrakama daje najznacajniju ulogu u stvaranju sve raskosi biljnog,
zivotinjskog i Covjekovog zivota. Naime, biljke direktno za svoj rast (zivot) na Zemlji
dobivaju energiju u obliku svjetlosti, koja se u procesu fotosinteze pretvara u kemijsku
energiju, tako da se dio te energije uskladisti kao unutrasnja kemijska energija biljke, a dio u
fotosintezi dobiju molekule kisika koje iz biljke odlaze u zrak. Taj oblik kemijske energije
ljudi i zivotinje prehranom (biljki + vode) uz udisanje kisika unose u vlastiti organizam, gdje
se u bioloskom procesu njihovog organizma kemijska energija pretvara u energiju potrebnu za

Zivot!

Stoga je opravdano da u svim Covjekovim filozofskim, vjerskim i kulturnim djelatnostima
svjetlost zauzima ulogu od posebno vaznog interesa. Kroz povijest covjekovog razvoja

postojale su razlicite ideje o tome sto je svjetlost.

Prvu pravu, znanstvenu (dokazima potkrijepljenu), intelektualnu ekspanziju razvoja

razumijevanja Sto je to svjetlost radi Galileo Galilei (1564-1642).

U renesansi, dolazi do velikih promjena u politi¢kom i kulturnom djelovanju, §to vodi k

velikim znanstvenim inovacijama i promjenama.

Posebno je zanimljiva Firenza u Italiji, gdje se razvija financijski sustav. Obitelj Medici
formira prve banke. No, to nije bila jedina njihova zasluga. Oni uspijevaju prikupiti,
financirati te zasStititi najistaknutije osobe, kao §to su: arhitekt Filippo Brunelleschi, slikar i
inzenjer Leonardo da Vinci, slikar - kipar Michelangelo Buonarroti, te znanstvenik Galileo

Galilei.

Galileo Galilei
(1564-1642)



U to vrijeme se vode znacajne filozofske i znanstvene rasprave, tako da je svaki govornik
predstavljao nekog mecenu. Galileo Galilei kao predstavnik Medicija nije imao nikakvo
formalno obrazovanje, titulu, na $to su se mnogi pozivali. Bio je samouk. Medutim, upravo to
ga je nagnulo da napravi jednu od najvecih intelektualnih revolucija ikad u znanosti. Kako bi
pokazao da on najbolje poznaje filozofiju prirode uvodi matematicki i eksperimentalni opis

prirode.

Smatra se da je upravo Galileo Galilei zacetnik moderne fizike. Njegovi radovi su bili
epohalni kao ishodiste u brojnim fizikalnim zakonitostima, dajuéi velik doprinos daljnjeg
razvoja fizikalnih zakonitosti kao $to su: kinetika, gravitacija, astronomija, teleskop, teorija

relativnosti, za koju u inercijskim sustavima vrijedi Galileovo nacelo relativnosti.

Galileo Galilei uocava da svjetlost ima konacnu brzinu. Ako svjetlost ima konacnu brzinu,
onda se ona eksperimentalno moze odrediti. Potaknut tom idejom radi eksperiment u kojem
na dva udaljena brda pusta svjetlost iz fenjera, te po brojanju otkucaja vlastitog bila svog srca
mjeri vrijeme potrebno da svjetlost dode od jednog brda do drugog, uz poznatu udaljenost
izmedu dvaju brda. Zbog nedostatka razvijenosti potrebne eksperimentalne tehnologije tog

doba, takvim pothvatom ne uspijeva izmjeriti brzinu svjetlosti.

Tek nekoliko stoljeca kasnije Galileovu ideju realiziraju Michelson i Morley sofisticiranom
eksperimentalnom tehnologijom. Eksperimentom je dokazano kako je brzina Sirenja svjetlosti
konstantna, iznosa ¢ = 2,99793 - 108 m/s, §to je ujedno i brzina $irenja svih
elektromagnetskih valova kroz vakuum. Tom brzinom je definirana temeljna konstanta

prirode.

Sljedecu epohalnu intelektualnu ekspanziju u razvoju spoznaje o svjetlosti radi Newton
(1642-1727) eksperimentom u kojem snop bijele svjetlosti uspijeva propustiti kroz staklenu
prizmu, u kojoj se dogodi rasap bijele svjetlosti na spektar svjetlosnih boja (takozvane dugine
boje). On pomocu druge prizme zatim uspijeva taj rasap svjetlosti ponovno sastaviti u bijelu
svjetlost. Time je dokazao da se bijela svjetlost sastoji od drugih svjetlosnih boja. Kad bijela
svjetlost padne na neki predmet, on apsorbira sve boje osim jedne koju reflektira, mi taj
predmet upravo vidimo tom reflektiranom bojom svjetlosti. Jedino crna tijela upijaju sve boje

svjetlosti.



Na spoznajama da se bijela svjetlost Siri kona¢nom brzinom, te da se moze rastaviti na
svjetlosne boje i ponovo sastaviti u bijelu svjetlost, temelji se daljnji razvoj znanosti o
svjetlosti. Postavlja se fundamentalno pitanje: Na koji se nacin svjetlost Siri kroz prostor?
Postojale su dvije velike, medusobno suprotstavljene skupine znanstvenika, od kojih je jedna
skupina, €iji je najistaknutiji ¢lan bio Newton, tvrdila da se svjetlost $iri u obliku cestica, dok
je druga skupina, ¢iji je najistaknutiji ¢lan bio Christiaan Huygens (1629-1695), tvrdila da se

svjetlost Siri kao val.

Huygens definira princip u kojemu se svaka tocka homogenog prostora kojim prolazi
svjetlost moze smatrati kao novi izvor elementarnog vala svjetlosti. To vodi k moguénosti
ogiba svjetlosti, §to je karakteristika valova. Ova moguénost je eksperimentalno potvrdena za

svjetlost.

Prihvatljivu teoriju valnog Sirenja svjetlosti eksperimentalnim radom daje Thomas Young
(1773-1829). Ova teorija medutim nije i kona¢na — sve do pojave fotoelektri¢nog efekta.
Kroz dvije uske pukotine Young uspijeva dobiti dva koherentna izvora svjetlosti koji na

udaljenom zastoru daju interferencijske pruge, $to je karakteristika valova.

Primjerom interferencije na intuitivno jasnim mehanickim valovima moze se napraviti
analogija sa interferencijom na apstraktnim svjetlosnim valovima. Ako na primjer na mirnu
povrsinu vode bacimo dva kamencié¢a, nastanu dva izvora valova koji se Sire na povrsini vode.
Tamo gdje se brijeg jednoga vala poklopi sa brijegom drugog nastaje povecani pomak. Tamo
gdje se brijeg jednoga vala poklopi sa dolom drugog vala pomak i§¢ezava. Ovaj fenomen je

interferencijska karakteristika valova, koju ima i svjetlost.

Kako se eksperimentalno pokazalo da je svjetlost val, jos je preostalo utvrditi kakve je
fundamentalne vrste taj val. Naime, postoje dvije fundamentalne vrste valova: longitudinalni
val, u kojem se titranje vala odvija u smjeru Sirenja vala, i transverzalni val, u kojemu se

titranje vala odvija okomito na smjer Sirenja vala.

Fundamentalna vrsta vala moze se odrediti eksperimentalnom tehnikom polarizacije valova.
Postoji vise razliCitih tehnika polarizacije. Ovaj rad se bavi teorijskom i eksperimentalnom

tehnikom polarizacije elektromagnetskih valova (svjetlosti)- tehnikom refleksije.

Tehnika polarizacije elektromagnetskih valova (svjetlosti) refleksijom povijesno je otkrivena

na jako zanimljiv nacin. Naime, danski lije¢nik Erasmus Bartholinus (1669) donosi sa



Islanda jednu vrstu kristala za koju kaze da je jedno od najvecih ¢uda koje je stvorila priroda.
Radi se o jednoj vrsti kristala znanoj kao islandski dvolomac. Kad se gleda kroz ovaj kristal
on daje dvostruku sliku predmeta. Obicni prozirni kristali (npr. staklo), kad se gleda kroz njih,
daju jednu sliku predmeta. Erasmus smatra da je dosao do fundamentalnog problema o lomu
svjetlosti kroz islandski dvolomac. Huygens prvi pretpostavlja da se u dvolomcu radi o

polarizaciji valova svjetlosti.

Pariska akademija znanosti 1808. godine raspisuje nagradu za najbolje objasnjenje fenomena
dvostruke slike predmeta u dvolomcu. Potaknut tom nagradom, Malus radi niz eksperimenata
sa dvolomcem. Provodedi tako dugo vremena proucavaju¢i dvolomac, slucajno se dogodilo da
ga je u jednom trenutku usmjerio prema svjetlosnoj zraci reflektiranoj od prozora jedne
palace. Na veliko 1znenadenje u dvolomcu se ovaj put pojavila samo jedna zraka (odnosno

jedna slika predmeta).

Kut kod kojeg se u dvolomcu pojavljuje samo jedna zraka eksperimentalno je odredio Skotski
teolog i fiziCar David Brewster (1781-1868). Eksperimentalno je utvrdio kut, pod kojim je
potrebno da svjetlost upadne u prozirno dielektricno sredstvo, kako bi reflektirani dio

svjetlosti koju je Malus vidio u dvolomcu bio potpuno linearno polariziran.

Kasnije je utvrdeno da se nepolarizirana svjetlost moze rastaviti na dvije komponente
elektricnog polja: okomitu i paralelnu. Kad takva svjetlost prode kroz dvolomac, unutar
kojega postoje dva dijela s razliCitim indeksima loma, dio sa jednim indeksom loma djeluje na
okomitu komponentu elektri¢nog polja, daju¢i mu jednu vrstu loma, dok dio sa drugim
indeksom loma djeluje na paralelnu komponentu elektricnog polja, daju¢i mu drugu vrstu
loma. Tako u dvolomcu postoje dva polarizirana vala svjetlosti. Malus je gledajuéi

reflektiranu zraku pri Brewsterom kutu dobio samo jedan polarizirani val svjetlosti.

Teorijsko objasnjenje eksperimentalnog odredivanja stupnja polarizacije Brewsterovog kuta
dobiva se slozenim jednadzbama koje je izveo Augustin Fresnel (1788-1827). Opravdanost
tog fizikalnog izvoda lezi u Maxwellovim jednadzbama, koje povezuju elektri¢no polje E 1

magnetsko polje B.

Bududi da su se u svim dotadas$njim eksperimentima pokazivala valna svojstva svjetlosti,
valna svojstva svjetlosti bila su opéeprihvaéena. No, zatim je uslijedio veliki Sok sa pojavom

fotoelektri¢nog efekta, kod kojega se svjetlost ponasa kao roj Cestica, a ne kao val. Teorijsko
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objasnjenje ovoga efekta daje Albert Einstein (1879-1995), na temelju Planckovog (1858-
1947) eksperimentalnog rada zracenja crnog tijela. Einstein uvodi ideju svjetlosti kao roja
Cestica koje kasnije dobivaju ime fotoni. Ova ideja je, zajedno sa Planckovom idejom

kvantizacije energije, bila temelj kvantne fizike.

Svjetlost je dakle dualne prirode — moze imati svojstva i vala i Cestice!

2. Matematicki opis titranja i valova

Kod elektromagnetskih valova titraju elektri¢na i magnetska polja, dok kod mehanickih
valova titraju materijalne Cestice, stoga su ¢ovjeku puno intuitivno jasniji od
elektromagnetskih. Naprosto ¢ovjek koristi elektromagnetske valove kako bi vidio mehanicke
valove. Svjetlost od izvora putuje do mehanickog vala od kojeg se reflektira, a Covjek svojim
okom uhvati tu reflektiranu svjetlost. Putem svog mozga moze vizualizirati mehanicki val.
To je posljedica bioloske evolucije u kojoj osoba uspijeva iskoristiti elektromagnetske valove
svjetlosti u svakodnevnom zivotu . Medutim, takva jednostavna detekcija i vizualizacija
elektromagnetskih valova nije moguca. Elektromagnetski val se $iri velikom brzinom, moze
pro¢i kroz tkivo Covjeka ili se reflektirat od njega. Kako bismo se uvjerili u valna svojstva
elektromagnetskog vala moramo napravit niz valjanih fizikalnih eksperimenta. Jedan od

takvih eksperimenata je odredivanje stupnja polarizacije Brewsterovog kuta.

Kako bismo bolje razumjeli titranje elektromagnetskih valova mozemo ga usporedit s

Pogledajmo jednostavne idealizirane primjere harmonijskog titranja.

2.1. Harmonijski oscilator

Uzmimo idealizirani primjer harmonijskog oscilatornog titranja kojem zanemarimo sve oblike
trenja. Neka se uteg mase m nalazi na horizontalnoj vodoravnoj podlozi tako da su sila teza i

sila podloge na masu m istog iznosa a suprotnog smjera. Uteg je privezan jednim krajem na



elasticnu oprugu konstante elasti¢nosti K, a drugi kraj opruge je privezan na Cvrsti kraj [slika
(1. a.)]. Tad silom F paralelno na polozenu oprugu povucimo masu m do tocke A. U toj tocki
djeluje sila F usmjerena u pozitivnom smjeru te elasticna sila k usmjerena u negativnom

smjeruy[ slika (2.a.)], pri cemu je s putu od O do A.

Ako u polozaju A otpustimo masu m, na nju ukupno djeluje sila —ks, koja jednoliko privlaci
masu m natrag do to¢ke O. Kad masa stigne u tocku O ima neku brzinu, a time 1 kineticku

energiju.

Slika 1.(a,b,c)

a) b) <)
t=0 t=T/4 t=3T/4
- L
—
B O A B o) A B O A

Zbog inercije masa m nastavlja gibanje prema tocki B u smjeru polozene opruge, medutim
ovaj put masa ne rasteze oprugu nego ju zbija. Time je elasticna sila opet usmjerena u
suprotnom smjeru od gibanja mase. Elasti¢na sila djeluje prema tocki O, koju nazivamo
ravnotezni polozaj. Pod utjecajem inercije mase m i elasticne sile prema ravnoteznom
polozaju postepeno se smanjiva brzina time i kineticka energija. Smanjivanjem kineticke
energije raste drugi oblik energije jer vrijedi zakon oCuvanja energije. Tom postepenom
pretvorbom kineticke energije od tocke O do tocke B, povecava se elasticna potencijalna
energija. Kad ona postane maksimalna u B kineticka energija iSCezava, i tada zbog elasti¢ne
sile usmjerene prema ravnoteznom polozaju O dolazi do povrata mase m iz polozaja B u O
time 1 pretvorbe elasticne energije u kinetiCku. Nakon toga se proces nastavlja od O do A i

natrag,



Takvo gibanje tijela po pravcu oko ravnoteznog polozaja nazivamo titranje. Mozemo ga
usporediti s gibanjem tijela po kruznici kod kojeg jedan okret po kruznici predstavlja jedan
period T[s]. Kod prethodnog primjera titranja po pravcu jedan period traje od pocetne tocke A
prema O do B 1 natrag kroz O do A.
Maksimalne otklone od ravnoteznog polozaja nazivamo amplitudama ( tocke A i B ). Broj
titraja u jednoj sekundi je frekvencija: t= % 1)
Jednadzbu kako ¢e se tijelo gibati po tom pravcu titranja dobijemo iz drugog Newtonovog
zakona.

ma=F (2

U prethodnom idealiziranom primjeru bez trenja imali smo ukupnu silu na tijelo F = -ks, ako

d?s d?s

jea= —, slijedi: m FTe) =-ks (3)
e d?s k
Od kuda slijedi 2 S0 @

Dobivena je homogena diferencijalna jednadzba drugog reda za harmonijski oscilator.

Rjesenje ove jednadzbe je elongacija s(t) mase m (pomak na pravcu titranja u vremenu t).
Matematicki izvod tog rjeSenja mozemo dobiti usporedbom titranja s rotiraju¢im vektorom.
Kao primjer uzmimo interval u kojem se masa m giba od polozaja O prema A. Na polovini te
udaljenosti vr§imo mjerenje eksperimenta [Slika 2.a]. Rotiraju¢i vektor B se nalazi polozen
na povrsini x-y Kartezijevog koordinatnog sustava, a ishodiste vektora se podudara s
ishodiStem sustava[Slika 2.b]. Vektor B rotira oko osi z. Na vrhu tog vektora se nalazi toCka
M koja prati titranje mase m. U trenutku mjerenja t=0 masa m se nalazi na jednoj Cetvrtini
puta od O do A, i tada rotirajuci vektor napravi otklon od osi x za 45°. Pustimo li
horizontalnu zraku iz mase m ona tokom titranja prolazi tockom M. Pomocu te zrake mozemo

nacrtati graf pomaka s u vremenu t mase m, [Slika 2.c].



Slika 2.(a,b,c)

a) b) )

B — ’T () A

Neka vektor B rotira oko osi z. Tako da se tocka M giba po kruznici stalnom kutnom brzinom
. Tada bismo matematic¢ki mogli usporediti harmonijsko titranje s jednolikim gibanjem po

kruznici. Projekcija vektora Bnaos x iy [Slika 2.(b)].

Za na$ pocetni trenutak (t=0) mjerenja, dana je s:
os- x =Bcos(¢@y) )

os- y=Bsin(¢gq) ®

Ako vektor nastavi rotirati od svog pocetnog polozaja g (t=0) do nekog opcenitog
vremenskog trenutka t, tad se on otklonio za dodatni kut w¢, pri ¢emu je @ promjena kutau
vremenu de/dt ; kutna brzina [rad/s]. Kad vektor B napravi puni okret oko osi z, tad masa

m napravi jedan titrajni period T. Za to vrijeme to¢ka M napravi puni okret $to nam daje kut

. a0 : 1 . 2n
otklona od 2n. Ako usporedimo frekvenciju titranja f = 7 mase m s kutnom brzinom w="- za

isti period T, slijedi @=2nf (7). Tad frekvenciju titranja mase m mozemo matematicki opisati

pomocu izraza za kutnu brzinu, iako titranje mase m ne radi kruzno gibanje.

w
f===—®

N

27T



Mozemo napisat opéeniti izraz projekcije vektora B na osi x y tako da u jednadzbama ()i 6)

prosirimo pocetni otklon kuta ¢ o(t=0) za dodatni otklon kuta wt(t=t), pa je

P(t=t, t=0)= wt + @, te

x = Bcos(wt + ¢@y) 0
y = Bsin(wt + @) «0)

Ako pogledamo tijekom kruznog gibanja projekciju tocke M na os y danu jednadzbom (10),
tad ta projekcija u potpunosti prati titranje mase m na pravcu. Ako je duzina vektora B od
ishodista do toCke M jednakog iznosa duzini od O do B [slika 2], tad ta duzina predstavlja
maksimalni otklon mase m od ravnoteznog polozaja. Time izraz y = Bsin(wt + @) (10)
odgovara rjeSenju (4) za pomak titranja mase m po pravcu u vremenu t. MoZzemo re¢i da je
elongacija s(t) pomak mase m tijekom titranja po pravcu jednaka s(t) = y = Bsin(wt + ¢,) te

Jju uvrstiti u pripadnu jednadzbu gibanja za harmonijski oscilator:

d? , k_ |
ey (Bsin(wt + ¢,)) + — Bsin(wt+¢,) =0

k
- Bw? sin(wt + ¢,) + ;B sin(wt +¢,) =0

k k . . o .
Slijedi da w? = —. Korjenovanjem dalje dobijemo w, = \/% ista je veliina koju
zovemo ju kruzna frekvencija.

Mozemo vidjeti kako kruzna frekvencija ovisi samo o konstanti elasti¢nosti opruge i masi

koja titra, tj. samo o gradi harmonijskog oscilatora ne i o amplitudi .

Kod rotiraju¢eg vektora g predstavlja pocetni otklon kuta od osi x, a kod titranja mase m

predstavlja nam pocetni otklon od ravnoteznog polozaja i zove se faza titranja.

Ako zelimo rijesiti (4) bez analogije, moramo znati kako rijesiti diferencijalnu jednadbu.
Definicija (linearne diferencijalne jednadzbe): linearna diferencijalna jednadzba je kod koje

se yX) i njene derivacije u F pojavljuju samo linearno. Ima oblik
FEopye..y™) = Zio by 0)yP(0) - fx) =0 1)

fx) = Xitobi (x)y(i)(x) (12)



F(xy, ¥ .....y"M) je diferencijalna jednadzba n-tog reda,

Ako je fix) =0 onda je homogena linearna jednadzba
Ako je Jx)#0 onda je nehomogena linearna jednadzba

Razlika diferencijalne jednadzbe u odnosu na algebarsku je ta sto kod diferencijalne

Jjednadzbe trazimo funkcije a ne brojeve.

Opcenito se diferencijalne jednadzbe rjeSavaju matematiCkim metodama fizike. Jedna od tih
metoda je upotreba kompleksnih brojeva. Tako se prethodni primjer diferencijalne jednadzbe
4 za harmonijski oscilator moze rijesiti pretvorbom Kartezijevog koordinatnog sustava
[Slika( 2.b)] u Gaussov koordinatni sustav [Slika 3.]. Time je tocka M zapravo tocka z=x +
iy kompleksne ravnine koja ima projekciju na imaginarna i realna os, kao $to je tocka M
rotiraju¢eg vektora imala projekciju na x-y os.

Tad kompleksni broj z = x + 1y mozemo prikazati u polarnim koordinatama

z=|z| e a3
Vrijedi Eulerova formula ei® = cos(@,) + isin(p,) «9)

z=r1 ( cos(@y) + isin(py) ), r=+x2+y?2=|z a5

Slika 3.

M =2z =x+i
y. y
@y,
i
—
5 Re
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Cisto matematickoj formi kompleksne ravnine treba dati fizikalni smisao. Zamislimo da
tocka M = z =x + 1y rotira oko ishodista. Tako da se udaljenost ishodiSta do tocke M ne
mijenja. Za fizikalni smisao trebalo bi zamisliti da se ta rotacija odvija u vremenu. Tad bi se
kut otklona spojnice r od realne osi mijenjao u vremenu dg/dt $to je kutna brzina ». Ako je
pocetni otklon bio ¢, tada je otklon u nekom vremenskom trenutku t, ¢(t) = ot+ ¢,. To

mozemo uvrstit u matematicki izraz (13) pa dobivamo

Z(t) = |z|e*® = , = || el(@t+ @o) (16)

Neka nam rotacija toke M oko ishodi$ta prati titranje mase m sa [Slike 1.] tako da jedan
period titranja mase m odgovara jednom periodu punog okreta tocke M oko ishodista. Za

fizikalnu usporedbu s titranjem neka nam je izraz u (16) za udaljenost ishodista do tocke M

jednak maksimalnom otklonu mase titranja od ravnoteznog polozajar=./x?2 +y2=z|=B.

Sada pogledajmo homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda koju smo dobili
e * d_zs + 0

ranije : -+ —s ).

Pretpostavimo da je rjeSenje te jednadzbe s(t) oblika

s(t) = z(t) = |z| e{(@Wt+ P0) = B {0t ®0) = B(cos(wt + ¢,) + i sin(wt + ¢p)) a7

2

.. d . ; d .
deriviramo " s(t) = ioBe (@t ®o) | - s(t) = - w?Bel@tH®o) g

uvrstimo to u )1 slijedi da je

— w?Bel(wt+ @o) +£Bei(mt+ @) =0 (9
m

: ko
Moze pisat (- w?+ - elWtt®o) = 4

k
Jednadzba () je zadovoljena ako i samo ako je (- w*+ ;) = 0, od kud dobivamo:

,’k
w= [— @D
m

Definicija linearne diferencijalne jednadzbe kaze da je rjesenje oblika funkcije, koju smo
dobili kao s(t), kruzna frekvencija u toj funkciji ® dana je izrazom (1). Ta je funkcija u ovom

sluc¢aju kompleksna, dok je titranje fizikalnog harmonijskog oscilatora opisano realnom

11



funkcijom. Mozemo odabrat jedno od dva rjesenja B(cos(wt + ¢q) + i sin(wt + ¢,)) realni

dio ili imaginarni, pomoc¢u kojeg mozemo nacrtat graf titranja s-t harmonijskog oscilatora.
Zbog ekvivalentnosti rjeSenje moze biti s(t) = B(cos(wt + ¢,)) ili s(t)=B sin(wt +

®,) pakao dva zasebna rjeSenja imamo dvije realne funkcije.

Fenomen titranje se odvija ponavljanjem polozaja tijela u istim vremenskim intervalima T,

koje zovemo period. Stoga je funkcija s(t) periodi¢ka pa vrijedi

st+T)y=s(t) — Bsin(w(t + T) + @) =Bsin(wt + @) @2
Energija titranja
Ukupna energija titranja je saCuvana. Ako uzmemo prethodni idealizirani primjer onda je
ukupna energija zbroj potencijalne elasti¢ne i kineticke energije E = Ey;p, + Epor= konst.
Elongacija je: s(t) = Bsin(wt + @¢).
Brzina je derivacija elongacije po vremenu

d
v(t) = % =B wcos(wt + @) 23

Kineticka energija dobije se kad uvrstimo (23)i 1)

kB

2
> (cos(wt + @g))? @9

1
Eyin = jmv? = GmB2w? (cos(wt + 90))* =

Uzmimo u obzir trigonometrijski izraz : (cos(wt + @))? = 1 — (sin(wt + @4))? 25

Tada je kineticka energija

Ein(t) =3k (B2~ [s®]D) a0

Maksimalna potencijalna energija sustava jednaka je radu koji smo izvrsili kako bismo masu
privezanu za oprugu otklonili iz ravnoteznog polozaja od O do tocke B. Mi smo vrsili rad
protiv elasti¢ne sile, pa je predznak za rad negativan. Silu egzaktno mozemo odrediti iz
elastiénih svojstva 1 pomaka istezanja kao Fg;44 = -ks. Rad je umnozak te sile na putu

pomaka s(t).

12



t 1
Epor == W == [3) Fopage. ds(®) = [, (—ks(®))ds (£) = S k(s(9) * @
pa je ukupna energija titranja dana s:
L (p2 N e 2 _ L p2
E =Epin + Epor = Ek (B -s(t)?) + > k(s(t)) © = EkB = konst. (28

Ako usporedimo rezultat ove jednadzbe s rezultatom koji smo dobili za kruznu frekvenciju,
mozemo vidjet kako kruzna frekvencija titranja ne ovisi o amplitudi kojom masa m titra, dok

ukupna energija titranja kvadratno ovisi o amplitudi.

SaZetak harmonijskog titranja i komentar

Mehanicki val je poremecaj sredstva koji se $iri nekom brzinom,a pri tom Sirenju prenosi se
energija. Elasti¢ni oscilatori sredstva zatitraju oko ravnoteznog polozaja kad puls dode do
njih, oni se ne prenose kroz sredstvo. Kod longitudinalnog vala oscilatori sredstva titraju u
smjeru $irenja vala. Time se dobiju gus¢i i rjedi dijelovi sredstva [Slika4.(a)]. Udaljenost dva
uzastopna gusca ili rjeda dijela daje valnu duljinu A. Brzina kojom se val Siri dana je s

v=A/T = Af, pri ¢emu su T = vremenski period titranja; A= geometrijski period titranja.

Slikad4.(a,b)

) YAV

U prethodnom smo primjeru imali jedno elasti¢no sredstvo povezano masom koja oscilira.
Mogli bismo napravit puno slozenijih kombinacija titranja, koja pokazuje vise razli¢itih npr.
[Slika4 (b)], elasti¢nih sredsatva povezanih razli¢itim masama. Ako bismo jednu masu takvog
sustava otklonili iz ravnoteznog polozaja silom F(u smjeru polozenih opruga elasti¢nog
sredstva), tad bismo otpusStanjem te sile izvan ravnoteznog polozaja dobili sloZenije titranje.

Matematicke uvjete tog titranja mozemo dobiti sli¢no kao i za prethodni slucaj. Postavljanjem

13



drugog Newtonovog zakona ovakvog sistema, dobili bismo jednadzbu gibanja u nekom
diferencijalnom obliku, ¢ije se rjeSenje moze dobit matematickim metodama fizike. Ovakvi
sustavi imaju slozeniji nacin titranja kod kojih se moze desiti da razliite mase titraju
razli¢itim frekvencijama. Time bi se amplituda titranja mogla mijenjati u vremenu, pa takvo

titranje ne bi bilo harmonijsko.

Prethodni primjeri longitudinalnog titranja se odvijaju u jednoj prostornoj dimenziji. Mogli
bismo isto izvesti titranja u dvije ili tri prostorne dimenzije. Samo bismo umjesto jedne

prostorne dimenzije s ili x morali uzeti u obzir i druge dvije prostorne dimenzije, y i z.

2.1.1. Harmonijski transverzalni oscilator

Kod transverzalnih mehanickih valova Cestice sredstva titraju okomito na smjer Sirenja vala.
Kad poremecaj sredstva stigne do neke Cestice sredstva on ju zatitra oko ravnoteznog
polozaja. Ako su Cestice medusobno vezane nekom silom tad se titranje prenosi s jedne
Zestice na drugu, a time se energija poremecaja prenosi u obliku transverzalnog vala. Cestice
sredstva se ne prenose, ve¢ samo titraju. Takav val ima uzdignute dijelove sredstva koje
zovemo brjegovi dok, spustene dijelove sredstva zovemo dolovi. Dva uzastopna brijega ili
dola ¢ine valnu duljinu A. Kako se titranje prenosi s jedne Cestice na drugu, vrijeme potrebno
da dvije Cestice krenu titrat istom fazom zove se period titranja T. Brzina kojom se val §iri
dana s v=2/T = Af, pri ¢emu su T = vremenski period titranja, i A= geometrijski period

titranja.

Pogledajmo primjer jedne Cestice koja titra okomito na elasti¢no sredstvo, to jest polozenu
oprugu [Slika5.] Eksperimentalni postav [Slike 5(a)] sastoji se od dvije polozene
nerastegnute opruge duljine x konstante elasti¢nosti k, te ¢estice mase m. Svaka od tih
opruga jednim je krajem privezana za ¢vrstu podlogu dok je drugi kraj slobodan. Masu m
privezimo za dva slobodna kraja opruga [Slike 5(b)]. Neka x predstavlja duzinu rastegnute
opruge u ravnoteznom polozaju . Otklonimo masu m silom F okomito na polozene opruge
[Slike 5(c)]. Neka y predstavlja otklon od ravnoteznog polozaja a x,, duljinu opruge u tom
polozaju. Ako otpustimo masu m, sistem titra oko ravnoteznog polozaja okomito na polozene

opruge [Slike 5(a)].
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Slika5.(a,b,c,d)

Sirina mase m je puno manja odx , § (m) << x ‘ |

[Slika5.(d)] predstavlja par sila (Fy;, F q¢) koje djeluju na masu m kad smo pustili masu m u

polozaju y.
Flj = Fae ='k(xy'x0) (29)
Tada u smjeru osi y na masu m djeluje ukupna rezultanta sila F,,.
F, = -2k (xy - xo) sin(a) = -2k (x,, - x) % (30)

X0

Slijedi: F, =-2ky (1 - E) 31

Tad iz Pitagorinog poucka za [Sliku5.(b,d)] vidimo da je x,=+/y% + x* (32

Uvrstimo to u gornji izraz za silu:
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d?y
P;, =md_t2= -2k (1 -

X )
——)y 33
Vyi+a? 9

Podijelimo izraz 33) s masom m, prebacivanjem desne strane izraza na lijevu dobivamo

d’y 2k 2kx,

— -——y =0 4
il m’—y2+x2y (34)

Ako usporedimo ovu diferencijalnu jednadzbu s linearnom diferencijalnom jednadzbom )
koja opisuje harmonijsko titranje, vidimo da izraz (34) nema linearni oblik zbog ¢lana y? ispod
korijena, pa takvo titranje nije harmonijsko. To je stoga $to sila F,, koja uzrokuje titranje mase

m na osi y nije linearna (33).

Ako pogledamo malo bolje izraz (34) vidimo da bismo uklanjanjem ¢lana y? dobili linearnu
diferencijalnu jednadzbu sli¢nu izrazu 4)za harmonijsko titranje. Takvo uklanjanje ¢lana iz
jednadzbe mozemo napraviti aproksimacijom. u kojoj i dalje moraju vrijedit fizikalni zakoni.

To se moze napravit na dva nacina:

1.) Fizikalno zahtijevamo jako male otklone mase m u smjeru osi y ili postavimo jako
dugacke opruge u polozaju ravnoteze. Tada je duljina opruga x u polozaju ravnoteze
puno veéa od pomakay ,x >>vy.

Tad x? dominira pod korijenom u jednadzbi (34) pa moZzemo zanemariti &lan y? koji

ima mali utjecaj . dobivamo

d?y 2k 2kx, d?y 2k Xo
_— —y - = = 4 it — )
dt2 m y myV x2 Y dtZ m ( x)y 0 69

Usporedbom diferencijalnih jednadzbi (34)1 (4) dobivamo da je kruzna frekvencija za ovaj

slucaj titranja jednaka Wy = ﬁn—k (1- );—0) (36).

(Opéenito je generalni oblik za diferencijalnu jednadzbu jednostavnog harmonijskog titranja
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d2y
dt?

+ wl¥=0 1)

2.) Drugi nacin aproksimiranja je kad bismo slobodne nerastegnute opruge duljine xq

jako rastegnuli do duljine x ravnoteznog polozaja, to jest kad bi duljina rastegnute

opruge x bila jako velika u odnosu na rastegnutu oprugux, . Tad bi vrijedilo x; <<

Xo . . 3 ,o v . v
x, odnosno ~ << 1. usporedimo li taj odnos s tre¢im ¢lanom u izrazu (34), mozemo

0 0 A0 0 . . X
vidjeti da ¢e nazivnik u L

izrazu (34) tezi k nuli pa mozemo pisati:

d?y 2k 2kx, d?y 2k _d%y

2k
t—y =y = St —y - (=0)y =—Z+t—y =0 0»

dt? m m/y2+ x2 dt? dt? m

Tada usporedbom (38) s 37) dobivamo kruznu frekvenciju ovog harmonijskog titranja

|2k
Wo= (38)

Usporedimo li ovaj primjer titranja s prethodno opisanim rotiraju¢im vektorom ili rjeSenjem

diferencijalne jednadzbe pomocu kompleksnih brojeva, dobivamo da je elongacija pomak

mase m titranja po jednoj dimenziji osiy danas y(z) = Bsin( wot + @g).

Mogli bismo napraviti transverzalni val ako bismo niz tako vezanih oscilatora[ Slika6(a)],

J= biti puno veci od xq. pa time sigurno treci ¢lan u
24 52
ye+x

zatitrali na jednom kraju koji nazivamo izvor vala. Tada bi se titranje jednog kraja oscilatora

prenosilo vezanim dijelovima na druge oscilatore. Da bi takav val bio harmonijski, titranje

izvora mora bit harmonijsko, opisano diferencijalnom jednadzbom ¥ + w,? ¥=0 (37), pri

¢emu je elongacija u smjeru y-osi y(t)=¥(t) = Bsin( wyt + @,). Time bi nastao harmonijski

val amplitude B i valne duljine A, pri cemu A=vf" [Slika 6(a)] .
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Slika 6.(a,b)

m m m m m m m m m m

a) @ vy @ vy @ ooy @y @ v @ oy @y @ v @y @

AN AN
g Ndet

Zamislimo kako primjer s prethodne slike ima velik broj masa(oscilatora) po jedini¢noj
duljini sustava. Tad bi duljina opruga medu oscilatorima bila jako mala, pa bi se takav sustav
mogao smatrati aproksimacijom kontinuirane raspodjele oscilatora. Kad bismo izveli valnu
jednadzbu takve kontinuirane raspodjele oscilatora to bi nam moglo pomo¢i pri
razumijevanjau elektromagnetske valne jednadzbe, u kojoj su vektori elektri¢nog i
magnetskog polja kontinuirano rasprostranjeni u valu. Primjer za kontinuiranu raspodjelu
mase mozemo naci u homogenoj zici. Naime u homogenoj zici imamo velik broj sitnih Cestica

medusobno povezanih atomskim silama, pa nam je to dobra aproksimacija kontinuuma.

2.1.2. Jednadzba titranja homogene Zice

Neka se homogena ravna Zica nalazi poloZena na osi x koordinatnog sustava tako da se jedan
slobodni kraj zice nalazi u ishodistu ¥ — x koordinatnog sustava, dok je drugi slobodni kraj
daleko na osi x. Ako je F sila kojom je zica zategnuta u polozaju ravnoteze dok miruje na osi
x, Tad su horizontalne sile na krajeve zice uravnotezene: F; cos9; =F, cosd, =F, pri ¢emu
je 9 kut otklona pojedine sile od horizontalne ravnine. Zatitramo li harmonijski jedan kraj
zice, dobivamo transverzalni harmonijski val [Slika7(a)]. Pogledajmo sile koje djeluju na

jednom dijelu zice Ax [Slika7(b)]. Na krajevima djeli¢a zice Ax i dalje djeluju sile napetosti
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F, ali sad u transverzalnom smjeru vala. Te sile mozemo rastavit i na komponente. Ako

pogledamo dva kraja djeli¢a zice Ax [Slika7(b)], vrijedi:
F =-Fsin9', ®—Fcos9'y& = Fsin9’, P + Fcosd',& 9

Ako bismo napravili eksperiment u kojem bi amplitude titranja zice bile jako male, tad bi se
element zice malo otklonio od osi x, pa bi ukupna rezultanta sila u smjeru x-osi tezila nuli.

Pomocu 39)1 [Slike7(b)], slijedi:
F .= Fcos?9', -Fcos¥’'; = F(cosd', -cosd’';) = 0 o

Ukupna sila koja uzrokuje gibanje djeli¢a zice Ax je u smjeru osi ¥. Uz jako male amplitude i
male otklone zice (Ax = dl) od osi x, kutovi 9'; 19'; su jako mali. Moze se aproksimirat i

sind s tan Y, sin9 = tan Y. Ukupna rezultanta sila u smjeru ¥ osi je:

Fy=Fsind', - Fsin9'; = F(sin9’, -sind’;) = F(tand', -tanI’;) @y

Slika7.(a,b)

X X+AX XSO

Mozemo vidjeti da je tangens kuta ¥ . Pomak u ¥ smjeru podijeljen s pomakom u x smjeru,
paje:
ov
tan9=— (2

0x
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Koristimo parcijalnu derivaciju jer funkcija pomaka ¥ ovisi o vremenu i polozaju ‘Y(x,t). Tad

izraz 41) prelaziu oblik:

OV (x+Ax,t) 0¥ (x,t)

Fy = F(sin¥’, -sin¥’;) =~ F(tand’, -tan9’;) = F( o =

) @y

Pokusajmo ovu jednadzbu dalje razviti do diferencijalnog oblika kakav smo imali u

prethodnim primjerima. Promatranje se odvija na djelicu zice mase Am:

ZW(x,t) oV (x+Ax, t) 6‘P(x t)
= F(
ot? ox

Fy = Am ) @)

Uz pretpostavku da je gusto¢a mase homogene zice ravnomjerno raspodijeljena duz Zice,

A
dobivamo da je linearna gusto¢a mase zice p = g , od kuda je Am = p Ax pa je:

9% \p(x ) _ ( B\I’(X+Ax t) oY (x,t)

p Ax ) @

oW (x+Ax,) a‘P(x t)
p vy Ty )
F  ot2 B Ax 52

Sad imamo jednadzbu za dio zice Ax, no mi zelimo znat kako se pomak ¥'(x,t) ponasa u
svakoj tocki zice koja titra. Da bismo razmotrili kako se jednadzba ponasa u tocki zice
pustimo da duljina Ax teZziu nulu, Sto ¢e nam biti aproksimacija to¢ke, kad Ax — 0. Cijeli

izraz s desne strane ima ovisnost o toj promjeni:

O (x+Axt) _ 611’(x t)
(— % )
Ax

p 92W(xt)
F  ot2

= limy, o 47)

Ako pogledamo desnu stranu jednakosti i znamo da je

. (x+Ax) - ,_ a
limye o TG = (f@)) = —fG) e,

Vidimo da se desna strana moze zapisati kao prostorna derivacija.
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mozemo pisati:

0¥ (x+Ax,t oV (x,t
p 82W(x,) ( (xax K a(,f ) d ow(xt),  02w(xt) o
pOTXY _ -4 S

= lim = =
F 0t2 ax -0 Ax dx( ox ) 0x2

Pomnozimo sve s (-1). Nakon sredivanja izraza 49) dobivamo jednadZbu transverzalnog

vala na homogenoj Zici:

02Y (x,t) p 92W(x,t)
— - ———— =0 0
0x2 F 0t2

Jednadzba ovisi o linearnoj gusto¢i mase zice p i sili napetosti F. Mogli bismo dalje istrazit

kako ovisi o brzini Sirenja vala.

Promotrimo prethodni slucaj u poc¢etnim vremenskim trenucima. Za t = 0 zica je polozena duz
osi x te je napeta horizontalnom silom F [Slika8(a)]. Djelujemo li okomitom silom Fy @ na
rub zice u vremenskom intervalu At, rub se postepeno pomice okomitim ubrzanjem. Kako su
Cestice zice medusobno povezane otklon se prenosi od pocetne Cestice na susjedne Cestice u
nizu, i time svaka sljedeca Cestica kasni u otklonu za prethodnom. Tad se zbog medusobne
povezanosti Cestica poremecaj $iri od izvora na susjedne Cestice. 1z toga dobivamo

horizontalnu komponentu brzine v, Sto je ujedno brzina Sirenja transverzalnog vala.

Slika 8 (a,b)
Y -osi .
F
X- 0s
W-o8 g
F
Vi At \
vt X -OS
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Uz pocetne uvjete prethodnog primjera za titranje zice jako malim otklonima mozemo
aproksimirati silu na zicu horizontalnom silom. Pogledajmo matematic¢ki odnos komponenta

sila i pripadajuc¢ih komponenta otklona.

Fy  vyAt VAt Vy

=R ——> Fy=F

F VAt VAt

Okomitom silom smo djelovali u vremenu At §to daje impuls sile
Fy At= F UTW At (52)

Impuls sile jednak je promjeni koliCine gibanja Zice u tom vremenskom intervalu At. U izrazu
za promjenu koli¢ine gibanja uzimamo za masu samo onaj dio uzeta koji se otklonio u tom

vremenskom intervalu i brzinu vy transverzalnog otklona Cestica.
Ax
Ap = Amvy = (Am=pAx) vy, Vv N Ax =v At 53
Ap=MAmuvy = pAxvy =pv Atvy (4

Izjednacimo impuls sile i promjenu koliCine gibanja otklonjene zice (52) = (54)

Uy
FT At = pv Atvy (55)

Od kuda slijedi brzina Sirenja transverzalnog vala kroz zicu:

v= (56)

==

. i L 02w (x,D) p 02¥(x,t)
Uvrstimo to u valnu jednadzbu Py - F o2

0 (50). Dobivamo izraz ovisan o

brzini Sirenja transverzalnog vala kroz sredstvo:

02w (x,t) 1 9?2W(xt)
0x? T op2 at?

=0 1 (1D)
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Dobili smo valnu jednadzbu $irenja transverzalnog vala kroz jednu prostornu dimenziju x, i
vremensku dimenziju §to nam daje fizikalni smisao. Tako bismo isto mogli izvesti valnu
jednadzbu za dvije dimenzije, samo bismo morali uzeti u obzir i tu drugu dimenziju. Npr. da
imamo povrsinu u x-y koordinatnom sustavu, dobili bismo izraz za jednadzbu vala koji se Siri

preko povrsine x-y brzinom v.

2w (x,y,t) N 02¥(x,y,t) 1 02¥(xy,0)

9x? ay? w2 oz 0O (2D)
te valnu jednadzbu kroz tri prostorne dimenzije
02w (x,y,zt)  0*W(x,y,zt) 02w (x,y,z,t) 1 92¥(xy,zt)
+ + - = ———= =0 (53 D
0x2 d0y? 0z2 v2 at2 0 3 2

op¢i izraz za Sirenje trodimenzionalnog vala kroz homogeno sredstvo

1 9%2¥(xy,zt)
v2 at2

V2¥(x,y,zt) - 0 9

Pri Gemu V# Laplaceov operator.

2.1.3. Matematicki opis valnog gibanja

Mehanicki val nastaje u izvoru kao poremecaj pocetnih Cestica, od kuda se Siri susjednim
Cesticama u nizu. Mjesto do kojeg je doprelo titranje u odredenom trenutku zovemo valna
fronta. Valnu frontu mozemo zamisliti kao geometrijski oblik spojenih tocki vala koje titraju
istom fazom u odredenom vremenskom trenutku. Za val koji se §iri u tri dimenzije fronta je
geometrijska ploha, dok je za val u dvije dimenzije fronta krivulja. Pravac po kojem se titranje
odvija od Cestice do Cestice zovemo valna zraka. Kod nastanka medusobno paralelnih zraka
okomitih na valne fronte dobivamo ravni val. Primjer takvog vala je §irenje duz samo jednog
pravca ili kruzni val; na velikim udaljenostima od izvora dijelove vala mozemo aproksimirati
ravnim valom. Matematicki opis valnog gibanja dobivamo postavljanjem fizikalnih uvjeta
vala, §to preko jednadzbe gibanja vodi do nekog od diferencijalnih oblika valne jednadzbe.
Rjesenje diferencijalne valne jednadzbe je funkcija prostorno-vremenskih koordinata. Bitno je
odrediti smjer kojim se val §iri. Ako je smjer Sirenja vala duz jedne osi, tad je bez obzira radi

li se o Sirenju kroz jednodimenzionalno sredstvo ili Sirenju ravnog vala kroz trodimenzionalno
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sredstvo rjeSenje valne diferencijalne jednadzbe funkcija jedne prostorne varijable 1 jedne
vremenske W(x,t). Uzmimo kao primjer Sirenje ravnog vala u smjeru x osi kroz homogeno
trodimenzionalno sredstvo[ Slika 9.]. Tad sve tocke plohe valne fronte titraju jednako, pa
Sirenje vala kroz tri dimenzije mozemo usporedit sa Sirenjem kroz jednu dimenziju, uz uvjet
da se Sirenje odvija u smjeru jedne od osi trodimenzionalnog sredstva. Funkciju
elongacije(pomaka) Sirenja vala kroz jednodimenzionalno sredstvo mozemo usporediti s
funkcijom elongacije Sirenja vala kroz trodimenzionalno sredstvo, od kuda slijede dvije

varijable u funkciji elongacije ‘¥Y(x,t).

Slika 9.
Y-os , VALNA FRONTA JE PLOHA OKOMITANA X -Os
[e)
¥o g X-0s
e >
Y X

Uzmimo slucaj trodimenzionalnog homogenog sredstva oblika kvadra [Slika 9.] mirno
polozenog na x-y povrsini. Titramo li harmonijski ravninu tocaka tog sredstva okomitu na x-
os u smjeru ‘Y-osi oko ravnoteznog polozaja u ishodistu, titranje se prenosi na susjedne Cestice
sredstva u nizu, pa do ravnine dopire titranje predstavljaju valne fronte. Elongacija pomak tih

Cestica u ishodiStu koordinatnog sustava je:
. . 2T
P(x=0)= Bsinwt =Bsin—-t 3

Pri ¢emu je w kruzna frekvencija titranja, B je amplituda a T period titranja. Jednadzba (ss)
opisuje skup tocaka ¢ija je koordinata x = 0, a koje titraju harmonijski oko ravnoteznog
polozaja u ishodistu. Kako su Cestice sredstva medusobno povezane titranje se prenosi duz

sredstva u smjeru x-osi, pa ¢e val od ishodiSta doprijet za vrijeme t, , do neke koordinate x

tog sredstva, pa je:

X
teg = — (6
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Pri ¢emu je brzina Sirenja vala dana s v.

Kako se ¢estice otklanjaju jedna za drugom tako ¢e one koje se nalaze na koordinati xz kasnit

u otklonu za pocetnom Cesticom za t - t, ,. Elongacija Cestica na koordinati xz dana je s:
. . . 2
Y(x =xp.t) =Bsinw(t —ty,) =Bsin(wt —wty,) = Bsm?n(t = XTB) 57

¢lan w ty, predstavlja fazu kaSnjenja Cestica na poloZaju x =x za onima na x = 0 polozajiu.

Izraz (57 mozZemo raspisati uz uvjete 0=2nf=2n/T 1 v=A/T = {4, pa je:
W(x=xg,0)= Bsin = (t — 2) = Bsin2m(; — 72) = Bsin2n(z — “2)= Bsin(2m = — 21°2) ()

y 2 w e . . .
¢lan k= - =57 = Zovemo valni broj, izraz (s8) mozemo raspisat uz uvjet da smo

koordinatu xz uzeli proizvoljno pa ona moze predstavljat bilo koji polozaj tocke sredstva duz

x-0si xp=x 1 w=2m/T , slijedi valna funkcija putujuceg vala u smjeru + x-osi

WA
RVAVAE:

Y(x,t) = Bsin(wt — kx) (59)

za putujuci val koji se $iri duz smjera pozitivne +x-osi, te ima konstantnu fazu pocetne i

zavrsne tocke ,vrijedi:
X = vt + konstanta  (60)

Slika 10.

AN AY

Konstantno

*

S
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Dok bi za val koji putuje u smjeru negativne — x-osi postepeno bi de smanjivala vrijednost x

pa bi vrijedilo
= vt + konstanta  (61)

Slika 11.

*

e

Konstantno

negativan predznak za brzinu Sirenja vala bi u ovom slucaju dao izraz za valnu funkciju
oblika:

W(x=xg.t)= Bsin = (t + )= Bsinzn@ + )= Bsin(ZH% +212) @)

val koji se Siri u smjeru —x-osi valna funkcija s je:

NAWAWAY
BVAVAE.

Y(x,t) = Bsin(wt + kx) (63

U primjeru sa[Slike 9.] uzet je slucaj kad se Cestice nalaze u ravnoteznom polozaju na mjestu
gdje zapocinje titranje. Mogao definirati opcenit slucaj u kojem se Cestice koje se zatitraju
nalaze otklonjene od ravnoteznog polozaja u pocetnom trenutku mjerenja za fazu ¢,. Opcenit

oblik valne funkcije (59) i (63) - (64)i (63)

Y(x,t) = Bsin( wt — kx + ¢,) (64)
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Y(x,t) = Bsin( wt + kx + @) (65)

Kod elektromagnetskih valova moze biti teSko odrediti smjer Sirenja pomocu kartezijevog
koordinatnog sustava. Umjesto Sirenja vala osi x, moze se dobiti neki drugi pravac Sirenja,

odreden jedini¢nim vektorom. 7 , valna funkcija postoje:

Y(#.t) = Bsin(kng I — wt + ¢y) = Bsin(k t — wt + ) (66)

- : : - 2
Pri ¢emu je valni vektor dans k=kn, = = ng .

Valno gibanje se umjesto trigonometrijskih funkcija moze prikazati jo$ i pomocu
kompleksnih brojeva. Takav prikaz valne funkcije nam moze bit elegantniji kod racunanja
iwt

nekih fizikalnih problema. Za kompleksnu eksponencijalnu funkciju vrijedi e*“* = i sin wt +

cos wt, pa se valna funkcija u eksponencijalnom obliku pise kao:
Y(x,t) Be! (k7—wt+o) (67)

Imaginarni dio te funkcije jednak prethodnoj sinusnoj valnoj funkciji. Valna funkcija je
periodicka u prostoru i vremenu vrijedi ¥ (x+A4,t+T) =W (x,t), pri ¢emu je A prostorni

geometrijski period, a T vremenski period.

02w (x,t) 1 92¥(xt)
Tad bismo za uk jesenje valne j Z —_— - = ——= =
d bismo za ukupno rjesenje valne jednadzbe 9x 7 a2 0 ¢
primjenom matematickih metoda mogli ispisat
02w(x,t) 1 9?¥(xt) 02

2
Izra = 72 isat liku (=—=-v?—)¥(x,t)=
zraz 0 (s1) mozemo napisat u obliku (at2 v axz) (x,t)=0

0x? v2 o0t?

Od kuda bismo dalje matematicki mogli razvit izraze za derivaciju kao

02,02 o° ( 2 9 ) v 92
—_— P — = — -y — - —_—
otz 7 axz ez \Voxar "oxot ’ U ox2 68)
PE 92 P 2 a @
2 _
z 2l =2+, ey U0
a2 U ax2 ‘ot ' ox ) ( at ' ax ) N
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Od prethodnog primjera izraza (s6) imali smo objasnjenje odnosa vremenskih varijabli kod
Sirenja vala duz x-osi, tako bismo mogli uvest nove vremenske varijable povezane s
koordinatom smjera Sirenja vala x kao d =t+ % , Y =t- % . zbrajanjem ova dva izraza
dobijemo & +7v =2t od kuda slijedi izraz za vrijeme t=3 + v/ 2, oduzimanjem izraza & —y
=2x /v slijedi polozaj x = v (8 —7)/2 . Mozemo dalje razvit derivacije lancanom metodom
kao

@ 8ot 9 ox

a5 otos oxos

d d ot 6 ax
—_— = (71)
dy Ot dy ax ay

Uvrstimo u ove izraze lan¢anog deriviranja prethodno dobivene izraze vremena i polozaja, od

kuda slijedi

ot 1 . ox v ot 1 . Ox

v
% 2 28 2° oy 2 ay 2 )

Sto opet uvrstimo u desnu stranu izraza (70) odnosno (71, od kuda dalje slijedi

g i.# ., B
(24

3% 2 (V) @
0 1 ( d )

— T — — e 4
3y 28 dx 9

1( 9 ) a 1,02 ) FE
=-(= -(—=-v*"==
a5y 2 P 2% Vo "1\ o2 axz)

Pomnozimo ovaj izraz valnom funkcijom ¥( 8(x,t),y (x,t) ), te usporedbom izraza valne

2
jednadzbe ( aaxz ) ¥(xt) =0 odkuda mozemo vidjeti kako se podudaraju

atz

vrijednosti u zagradi. Izraz unutar te zagrade mora biti jednak nuli kako bi jednadzba bila

zadovoljena. Pa je

=0 (76

080y
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1z ovog izraza dobivamo dva rjeSenja za valnu jednadzbu naime oc€igledno je da derivacija

funkcije W(3, y) po 98 daje rjesenje oblika ¥, (8) , dok derivacija po dy daje rjesenje ¥, (y).
Iz ¢ega slijedi oCigledno rjesenje oblika
Y(6,y) = ¥1(6) + ¥a(y) an
x x 5 _ x _x
‘P(t+;,t—;)—‘1’1(t+;)+ Y, (t v) (78)

0?W(x,t) 1 9?¥(xt)
9x2  v2  Ot2

Sto nam daje opéi izraz rjeSenja valne jednadzbe =0 (51) odnosno

R 9?2
i vza—xz)‘}/(x, t) =0 kao funkciju oblika ¥(x,t) = ¥ (t+ g) + Y, (t— g) (79).

Sto mozemo us pomo¢ (59) i (63) napisat kao opée rjesenje valne jednadZbe je funkcija oblika

Y(x,t) = Bsin(wt + kt) + Bsin(wt —kt) 0

3. Elektromagnetski valovi

Svi valovi ¢ije se Sirenje odvija titranjem elektri¢nog i magnetskog polja zovu se
elektromagnetski valovi [Slika 12]. Za razliku od mehanickih valova nije im potrebno
sredstvo kako bi se Sirili. Nastanak tih valova povezan je s akceleriranim gibanjem
elektricnog naboja. Ukoliko naboj titra emitira se kontinuirani elektromagnetski val. Ako
naboj samo kratkotrajno akcelerira nastaje elektromagnetski val u obliku pulsa. Michelson i
Morleyovim eksperimentom je dokazano kako je brzina Sirenja elektromagnetskog vala
konstanta ¢ = 2,99793 - 10® m/s $to je ujedno i brzina Sirenja svih elektromagnetskih valova
kroz vakuum. Time je definirana temeljna konstanta prirode. Ta brzina se mijenja ukoliko val

prolazi kroz sredstvo.
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Slika 12.

Elektromagnetski valovi se razlikuju po valnim duljinama (L) i frekvencijama (f). Svjetlost je
samo jedan dio spektra elektromagnetskih valova, onih valnih duljina koje mozemo nasim
osjetilom oka spoznat od A = (400nm — 800nm). Spektar elektromagnetskih valova se
rasprostire od velikih valnih duljina poznatih nam kao radio valovi preko mikrovalova,
infracrvenih valova do svjetlosti, te prema manjim valnim duljinama ultraljubi¢astim, x iy —

zrakama [Slika 13.].
Slika 13.

SPEKTAR ELEKTROMAGNESTSKIH VALOVA

valnaduljina A/m

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8
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M 7 O 200 N T = WO 1 (N O O A e R e |
gama X uv infracrveno  radio dugi
zrake zrake zrake valovi valoi

svjetlost
- -
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frekvencija f/Hz
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Izvod valne jednadzbe elektromagnetskog vala produkt je cijelog niza genijalnih fizikalnih
istrazivanja elektriciteta i magnetizma. Klju¢nu ulogu u stvaranju te jednadzbe odigrali su
neki od istaknutih istrazivaca, njemacki matemati¢ar Carl Friedrich Gauss; je temeljem
prethodnih istraZivanja stacionarnog ponaSanja naboja formirao matematicku vezu elektricnog
polja i naboja, znanu kao tok elektri¢nog polja. Danski fizicara Hans Christian Oersted
jednog studentskog predavanja otkrio kako elektri¢na struja prolaskom kroz zicu stvara polje
koje djeluje silom na magnetsku iglu. Oersted je svojim istrazivanjem definirao djelovanje
struje silom na magnet Sto je Francuskog fizicara Marie- André Ampére potaknulo da
napravi niz eksperimenata djeluje 1i inverzan proces, odnosno djeluje li magnet silom na
struju. Danas se jo$ uvijek ti termini rabe zbog povijesnog toka istrazivanja znanosti.
Medutim, puno bi bolje bilo rabiti izraze kao medudjelovanje polja struje i polja magneta
nego djelovanje struje na magnet i obrnuto, iz tre¢eg Newtonovog zakona ocigledno je jasno
da se radi o medudjelovanju. Oersted je zbog puno manje mase magneta(igle kompasa) imao
dojam da se radi viSe o djelovanju struje na magnet nego o medudjelovanju. Ampeér je
napravio niz eksperimenata s puno ve¢om masom magneta u odnosu na vodi¢ kojim prolazi
struja, 1 definira matematicki izraz te sile koja se zove Ampérova sila. Posljedica te sile je da
danas imamo u velikom broju elektri¢nih uredaja elektromotor u kojem se vrsi pretvorba
elektri¢ne energije u mehani¢ku. Ampér je svojim eksperimentalnim istrazivanjima,osim tog,
otkrio kao se medusobno paralelni vodici kojim prolazi struja privlace silom ili odbijaju
ovisno o smjeru struje kroz vodice. To je vodilo k makroskopskom opisu te sile, koju je dao
Nizozemski fizicar Hendrik Antoon Lorentz. Kompletno objasnjenje i razumijevanje sile
izmedu naboja u gibanju dala je relativisticka teorija ¢iji su najistaknutiji ¢lanovi Albert
Einstein, Lorentz, Poincaré. U daljnjem stvaranju elektromagnetske valne jednadzbe
potaknut Ampérovim i Oerstetovim radovima Engleski istraziva¢ Michael Faraday radi niz
eksperimenata, kojima pokazuje inverzan proces pretvorbe elektricne energije u mehanicku.
To ¢e nas vodit jednom od najveéih tehnoloskih razvoja u povijesti. Naime Faraday je otkrio
stvaranje induciranog napona u vodi¢u koji se nalazi u promjenjivom magnetskom toku,te se
smatra jednim od najplodnijih eksperimentalnih fizicara kao §to se Gauss smatra jednim od
najplodnijih matematicara. Potaknut ovim radovima $kotski fizi¢ar James Clerk Maxwell
formira jednadzbe koje povezuju elektri¢no polje E i magnetsko polje B. Konacno, slijedi
teorijski matematicki izraz valne elektromagnetske jednadzbe koja predvida transverzalno

gibanje elektromagnetskih valova.
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3.1. Gaussov zakon elektri¢nog polja, prva Maxwellova jednadzba

Elektricni naboj u svojoj okolini stvara elektricno polje E. Vezu tog naboja i njegovog polja E
mozemo iskazat Gaussovim zakonom: Neka homogeno elektri¢no polje E prolazi okomito

na plohu P[Slikal4.a]. Neka je vektor P po iznosu jednak plohi P,a po smjeru jednak

jedini¢énom vektoru 6 (okomitom na povriinu P) [Slikal4.a]. Tada je tok elektri¢nog polja

kroz tu plohu P [Slikal4.a] dan s
O = ¢EP = DP (81)
Vektor pomaka ili gustoce toka dan je s D=¢E=¢gy6,E (),

Slikal4.(a,b,c)

v

Opcenito, ako plohu P otklonimo od okomitog poloZaja na silnice elektricnog polja
[Slika14.b], dobivamo neki kut 8 izmedu vektora P okomitog na plohu i elektri¢nog polja E.
Kad je kut 3 jednak nuli vektori elektri¢nog polja daju maksimalni doprinos toka kroz plohu
DI = 0°) pax Postepenim pomicanjem kuta 9 = 0° prema 9 = 90° doprinos elektri¢nog
polja kroz plohu se smanjuje. Kad kut dosegne 9 = 90° vektori homogenog elektri¢nog polja
su paralelni s plohom, $to znaci da ne prolaze vise kroz plohu, tok iS¢ezava za (9 =

90°) sy = 0. Izraz za tok (s1)ovisan je o kutu 3. Tok elektri¢nog polja kroz povrsinu P

-

®=¢FE - P=¢EPcos®d = DPcosd9 =D - P (82)
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U daljnjem razvoju toka elektri¢nog polja uzmimo zatvorenu plohu P sfere u ¢ijem se srediStu
nalazi tockasti elektri¢ni naboj +Q [Slikal4.c.]. Silnice elektri¢nog polja izviru iz naboja +Q,
prolaze kroz unutra$nju stranu plohe P prema van iz sfere. Silnice pri prolasku iz plohe imaju
okomit smjer na plohu iznos vektora elektri¢énog polja u svim tockama plohe istog je iznosa.
Tok je dan izrazom s1), pri ¢emu je ploha P sfere 47R?, a R je udaljenost od naboja do

povrsine P. Tad je tok:
® =DP = D4nR?= eE4nR? 3
naboj koji miruje u sredistu plohe mirne sfere daje elektri¢no polje na plohi te sfere

q

4meR?2

(84)

Uvrstimo 84)u (83), slijedi da je tok kroz plohu stere

4R? Q 4nR?
O = ¢E4n 84nsR2 47 Q s

Gauss je napravio opceniti matematicki izvod toka elektri¢nog polja naboja kroz proizvoljno
odabranu zatvorenu plohu, unutar koje se nalazi taj naboj. Uzmemo li bilo koju zatvorenu
plohu P unutar koje se nalazi naboj, mozemo izdvajanjem malih, priblizno ravnih elementa
AP plohe P, kod kojih tocke elemenata AP imaju konstantne vrijednosti elektricnog polja.

Kod izvoda za ukupni tok, male priblizno ravne elemente AP mozemo usporediti s prvim

izvodom (81, [Slikal4.a], vektor AP ima iznos povrsine elementa AP a smjer vektora 6

okomitog na taj element. Svaki mali element AP povrsine pri cemu P daje mali doprinos toku

A®, =D, " AP »- Ukupni tok elektricnog polja bilo koje zatvorene plohe u kojoj se nalazi

naboj je zbroj svih tih malih A®,, doprinosa:
(Dzﬁl'Aﬁ1+52'Aﬁ2+B3'Aﬁ3+ ......... +Bn'Aﬁn = Zg:lﬁb.Aﬁb (86)

Ukupni fizikalno toc¢ni rezultat dobije se primjenom diferencijalnog racuna, odnosno kad se

ploha izgladi, a to se postize pusStanjem elemenata povrsine AP u racunu da tezi nuli AP —0.

Suma svih tih doprinosa zatvorene plohe postaje dvostruki zatvoreni plosni integral gf’ﬁp

odnosno

® =limpp,~o Xpoy Dp AP, = ff, D - dP ()
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Usporedbom (87) toka kroz proizvoljnu zatvorenu povrsinu u kojoj se nalazi naboj s tokom (8s)

kroz povrsinu zatvorene sfere dobivamo

—

o= g D-dP=Q v

Tok kroz tu zatvorenu povrsinu jednak je plosnom integralu doprinosa D - dP povrsine te

plohe i ukupnom naboju koji obuhvaca (ss). to je Gaussov zakon, osnova elektrostatike.

Tok je jednak algebarskom zbroju svih naboja u volumenu koji obuhvaca ta ploha. Ako je
naboj unutar volumena dan volumnom gusto¢om raspodjele p[c/m?]. Tada je ukupni naboj
unutar zatvorene plohe P koja obuhvaca volumen V, integral po tri prostorne koordinate tog

volumena i raspodjele gusto¢e naboja p unutar volumena

Q :ﬂfv pdV (89

Uvrstavanjem (89) u (88), slijedi

d= ﬁpﬁ'aﬁ=9€ﬁp 8E'E5=Q=fffv pdv (90)

Konaéno je ¢f, E - dpP % fffv pdV o

Sto je 1. Maxwellova jednadZba u integralnom obliku.

Gaussovim teoremom divergencije, vektorske analize matematike koja se bavi
diferencijalnom i integralnim racunom nad vektorskim poljem. Pretvara se 1. Maxwellova

jednadzba integralnog oblika u diferencijalni oblik. Sto omoguéava promatranje elektri¢nog
polja u nekoj tocki prostora. Gaussovim teoremom se povezuje tok = gﬂip M - dP nekog

vektora M zatvorene povrsine P s divergencijom vektora M kroz volumen koji obuhvaca ta

zatvorena povrsina kao

@p M - dP - fffV V-Mdv (92)

Usporedbom Gaussovog teorema (92) s 1. Maxwellovom jednadzbom integralnom oblika (o1).
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gfﬁp E@):fffv V-EdV = fffv SdV ©3)

Dobivamo 1.Maxwellovu jednadZbu u diferencijalnom obliku

tml

V- =diVE=§ 93),

Pri ¢emu je nabla V. Hamiltonov matematicki operator. U kartezijevom koordinatnom

. P T I . : . o s
sustavu ima oblik V=X il £ % tZ2-,au drugim koordinatnim sustavima ima drugi oblik.

3.2. Gaussov zakon za magnetsko polje, druga Maxwellova jednadzba

Izvod Gaussovog zakona magnetskog polja ima sli¢an princip kao za elektri¢no polje, samo
Sto kod elektri¢nog polja imamo silnice koje izviru (+Q) ili poniru (-Q ) u naboj pa zatvorena
ploha koja obuhvaca taj naboj ima izlaz ili ulaz silnica u plohu. One silnice koje izlaze iz
zatvorene plohe definiraju se kao pozitivne, dok one koje ulaze u plohu kao negativne. Kod
elektri¢nog polja imamo samo ulaz ili samo izlaz silnica ovisno o naboju unutar plohe, ako
imamo vi$e naboja algebarskim zbrojem dobivamo jedan od predznaka silnica u plohu ili
nulu. Kod magnetskog polja zatvorena ploha koja ima izlaz silnica magnetskog polja iz plohe
ima opet ulaz istih silnica u istu plohu. Magnet se uvijek u prirodi javlja s dva pola:
sjevernim(N) iz kojeg silnice izviru i juzni(S) u koji poniru te iste silnice, bez obzira na koliko
se dijelova razdijeli magnet on uvijek ima juzni i sjeverni pol. Karakteristika magnetskih
silnica je da iste ¢ine zatvorenu liniju [Slikal5.], od kud slijedi da je divergencija magnetskog
polja jednaka nuli. Izlaz silnica iz plohe i ponovni ulazu u istu plohu daje ukupan tok jednak

nuli.
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Slikals.

Tok magnetskih silnica se definira slicnim nac¢inom kao tok elektricnog polja. Slijedi da je tok

magnetskog polja kroz bilo koju zatvorenu plohu dvostruki plosni integral skalarnog produkta

B - dP preko te plohe P
®p= g, B-dP =0 ()

Sto je 2. Maxwellova jednadZba u integralnom obliku.

Gaussovovim teoremom drugu Maxwellovu jednadzbu u integralnom obliku pretvaramo u

diferencijalni oblik:

5, B-dP =0= ﬂfv 6-§dV=fffV 0dV (s

Od kud slijedi: V-B=divB=0 o

Sto je 2. Maxwellova jednadZba u diferencijalnom obliku
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3.3. Faradayev zakon indukcije, treca Maxwellova jednadzba

Faraday eksperimentalnom metodom otkriva pojavu elektri¢ne struje u vodi¢u koji se nalazi
u promjenjivom magnetskom polju, odnosno promjenom magnetskog toka u vremenu
inducira se napon u vodicu. Inducirani napon &;,gycirqni t0 je veci $to se brze mijenja

magnetski tok

€inducirani ~ - £2 ©7n
dt
Negativni predznak ispred je posljedica zakona oCuvanja energije, a objasnjava se Lenzovim
pravilom. Pravilo kaze da se napon inducira uvijek tako da struja koja nastane tim naponom
stvara magnetsko polje koje uvijek svojim smjerom nastoji ponistiti promjenu magnetskog
toka (uzroka te indukcije). Ako se magnetski tok povecava smjer struje u vodicu je takav da
svojim magnetskim poljem nastoji smanjit to povecanje, a ako se magnetski tog smanjuje

smjer struje je takav da nastoji svojim magnetskim poljem povecati tok.

Mikroskopski opis Faradayog zakona indukcije se pojasnjava pomocu Lorentzove sile. Ta je

sila zbroj elektricne q E i magnetske sile qvXB na naboj q
Fiorentz= Q(E+3 X B) o8
Ponekad se za Lorentzovu silu uzima samo magnetska sila jer je to izvorni oblik
Florentz=a( ¥ X B) 09

Pri ¢emu je q naboj koji se giba brzinom v u magnetskom polju B. Smjer djelovanja sile na

naboj mozemo odrediti pravilom desne ruke gdje palac predstavlja smjer brzine, prsti smjer

magnetskog polja, a sila na (+q) naboj ima smjer iz dlana. Vektorski umnozak v X B=

vB sin a daje ovisnost sile na naboj o medusobnom poloZaju brzine i linija magnetskog polja.

Slijedi da je sila na naboj q maksimalna, kad su brzina ¥ i magnetsko polje B medusobno
okomiti a minimalna kad su paralelni. Za izvod tre¢e Maxwellove jednadzbe uzmimo idealan
primjer sli¢no kao $to je to bilo kod Gaussovog izvoda za tok. Neka se ravni metalni vodic¢
duljine L nalazi u homogenom magnetskom polju B i giba brzinom v okomito na silnice tog
magnetskog polja. Unutar kristalne strukture vodica se nalaze slobodni elektroni nosioci
naboja q = -e. Pod utjecajem Lorentzove sile ti se naboji unutar vodica gibaju u jednom

smjeru po pravilu desne ruke od jednog kraja vodica npr. tocke G do drugog kraja D. Time se
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dogada skupljanje jedne vrste naboja na jednom kraju vodic¢a dok na drugom kraju imamo

skupljanje druge vrste naboja. Skupljanje naboja na kraju tog ravnog vodica stvara elektricno
polje Einducirano EL. Polje kO je ¢e nakon nekog vremena dati silu (]Einducirano El Polje Na naboje q u

gibanju, koja e se uravnoteZiti s magnetskom silom q( ¥ x B ). To se dogada kad su sile
jednake po iznosu a suprotne po smjeru. MoZemo pisati da je nakon nekog trenutka ukupna

Lorentzova sila jednaka nuli
Frorentz=0=q (E+% xB)=q((-3 xB)+ (3 xB)) ao)

Od kuda slijedi kako indukcija u $tapu prestaje kada je Einducirano EL Polie = - X B. Ako

razmotrimo slucaj od poc¢etnog trenutka kad vodi¢ miruje u magnetskom polju nema gibanja

naboja tad je Einducirano EL Polje = 0. Postepenim pomicanjem vodi¢a brzinom v javlja se

magnetska sila na naboje, koji se postepeno krenu gibati prema kraju vodi¢a. Time se
postepeno mijena Vrijednost elektriénog polja od Einducirano El Polje = 0do E)inducirano El Polje = -
¥ x B, pa je elektriéno polje Einducirano EL Polie u tom postepenom mijenjanju od vrijednosti nula

do - x B kad postaje elektrostatsko. Slijedi da je inducirani napon proporcionalan

cirkulaciji neelektrostatskog polja (U = [ Eds), slijedi

N et = % = gSE'mducirano El polje dS (101
U prethodnom primjeru gibanja Stapa brzinom v kroz okomite silnice magnetskog polja B
promjena magnetskog toka d® se definira kroz onaj dio povrsine koji Stap prebriSe svojim
gibanjem. Naime magnetski tok je ® = Bppovpsin a. U ovom slucaju kut izmedu plohe i
silnica je a = 90°, povrsina je umnoZak duljine ravnog vodi¢a L y-os 1 puta koji taj vodi¢
prijede (v dt) x-os, dakle Ppov.p= L y-os (v dt) x-0s . Slijedi da je promjena toka d® = B dPpovp= B
L yos (v dt) x-0s. Naboj q = -e se gibao duz duljine vodica L y-s od neke tocke G do tocke D

kraja vodica. Daljim razvojem izraz (1o01) postaje
e g
Einducirani = U=BLv= éEinducirano El polie S (102)

BLv se pomocu izvoda magnetske sile i ¢injenice da se naboj giba od neke tocke G do tocke

D moze pisat kao BLv =/ DG (P X §) ds, pa je inducirani napon ravnog vodica

G, = - = -
ginducirani =U=BLv fD (U X B)dS = § Einducirano EL polje ds (103)
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Ovakayv izvod primjera indukcije u ravnom vodi¢u mozemo opcenito pisati za neku krivulju

Kr gdje se povrsina L y-os (v dt) x-os koju obuhvaca ta krivulja mijenja preko dvije osi. Stoga
slijedi dvostruki plo$ni integral po povrsini P = fx y dP. Tada je tok magnetskog polja
o=[f, BdP oy

Opcenito inducirani napon prikazujemo cirkulacijom induciranog elektricnog polja po

zatvorenoj krivulji K, tok u ra¢unu je kroz povrSinu P koju ta krivulja obuhvaca

- - ado d - -

Einducirani = ¢K Einducirano EL polje ds =- E = - El_t ffp BdP (105);
- o d > >

odnosno ¢K Einducirano EL. polje ds=- E ff]—" BdP (106

To je 3. Maxwellova jednadZba u integralnom obliku.

Diferencijalni oblik ove jednadzbe se dobije primjenom Stokesovog teorema, koji povezuje
linijski integral tangencijalne komponente nekog vektora v po krivulji koja obuhvacéa neku

plohu P s integralom normalne(okomite na povrSinu) komponente rotacije vektora V.

ffp VX\_)/dI_"=95K Vd3 (107)

— i — - - d - o
Od kuda ¢K FE'inducirano EL polje ds szP V X Einducirano. EL Polje dP =- E ffp BdP (108)
slijedi 3. Maxwellova jednadzZba u diferencijalnom obliku

- - 0 —
V X E inducirano EL polje = - a B 09

3.4. Amperov zakon, ¢etvrta Maxwellova jednadzba

Za izvod cetvrte Maxwellove jednadzbe uzmimo primjer dugog ravnog vodica kojim tece
struja I. Tad se oko tog vodica javlja magnetsko polje ¢ije su linije zatvorene koncentri¢ne
kruznice oko vodi¢a. Na svakoj tocki kruznih silnica nalazi se vektor magnetskog polja. Taj

vektor magnetskog polja ovisi o iznosu strije I i udaljenosti r od vodica.
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=— (110
2mr (110)

Gdje se velicina H naziva magnetsko polje H=B /u aveligina B magnetska indukcija, zbog
jednostavne povezanosti ovih veli¢ina Cesto se i B zove magnetskim poljem. Veli¢ina u
predstavlja apsolutnu permeabilnost u = pyu,.. Pri tome je y, karakteristiCna permeabilnost
vakuuma i konstantna je. Dok je u, relativna permeabilnost karakteristi¢na za neku tvar.

Promotrimo linijski integral H po koncentri¢noj kruznici oko vodica:
ﬁK H-ds

Pri éemu dS vektor infinitezimalno malog pomaka po zatvorenoj krivulji K. Tad je cirkulacija

magnetskog polja ravnog vodica

ﬁK H 'dS:ﬁ{ P dS:m ¢K ds

¢K ds, je opseg kruznice i jednak je 2mr. Slijedi da je linijski integral jednak struji I koju
obuhvaca ta zatvorena kruznica. Opcenito vrijedi ako zatvorena krivulja K obuhvaca vise

struja

¢Krﬁ -dS=Y1 am

gﬁKr_B) -ds = 50 I

Daljnji razvoj Ampéreovog zakona razmatra slucaj kondenzatora spojenog preko vodica na
izvor napona. U trenutku spajanja napona na vodi¢ u njemu potekne struja prema
kondenzatoru koji se postepeno puni nabojem, Sto vodi postepenom povecavanju elektri¢nog
polja izmedu ploca kondenzatora. Kondenzator ima oblik prekida vodica kroz koji nema vise
provodne struje Iy,opoana - Medutim, da bi i dalje vrijedila druga Maxwellova jednadzba i
jednadzba kontinuiteta, Maxwell je postavio hipotezu o struji pomaka kroz kondenzator.
Zbog zakona ofuvanja naboja struja pomaka i provodna struja su jednake. Postoji veza
izmedu toka elektri¢nog polja i struje pomaka. Mozemo primijeniti Gaussov zakon oko jedne
od ploc¢a kondenzatora tako da definiramo zatvorenu plohu oko te plo¢e kondenzatora, neka to

bude ploca s pozitivnim nabojem. Tad za tok elektri¢nog polja te ploce vrijedi

40



-

O=¢h, D-dP =4p €E - dP=-Q )
Iz definirane jednakosti struja slijedi

I =1 e
provodna ~ lpomaka _E (116)

Nakon uvrstavanja (115) u (116) slijedi

d —_ —_—
e =ng;5P eE - dP (17)

Prethodni integral u (117) daje struju pomaka kroz cijelu zatvorenu plohu. Ograni¢imo se samo

na jedan dio plohe, onaj izmedu ploc¢a. Prethodni integral prelazi u

d - —
Ipomaka affP eE -dP (1s)

Na pocetku ovog poglavlja bilo je rijeci o tome kako se iz Oerstedovog eksperimenta oko
vodica kojim prolazi provodna struja Ip,op0ang Stvara magnetsko polje. Isto se tako i oko
struje pomaka I,,omqkq kroz kondenzator stvara magnetsko polje, Sto je bila kljucna
Maxwellova ideja. Stoga je razvoj ideje Maxwellove jednadzbe za Ampérov zakon
poprimio novu komponentu. Prethodni izvod za vodic gSKr_B’ +d§=puX 1 (114) dobiva svoju

prosirenu verziju za vrijednost struje pomaka kroz kondenzator:

¢K § : d§ = u(lprovodna + Ipomaka) (119)

UvrStavanjem (117) u (118) slijedi

- 5 d — —
¢1< B - dS =pu(lprovoana + T ffP eE-dP) 20

Kao §to se Gaussov zakon prosirio za gustocu naboja unutar zatvorene plohe, tako se struja

pomaka moze prosiriti za gustocu struje iprolaska kroz plohu P, zatvorenu krivuljom K:

Iprovodna = ffp T dP’ (121)
Stoga izraz (119) poprima svoj potpuni oblik, kao
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b

-

B -ds

- — d — —s
:l‘-(ﬂp J-dP +Effp €E-dP) (22

To je 4. Maxwellova jednadZba u integralnom obliku.

Diferencijalni oblik ove jednadzbe se dobije primjenom Stokesovog teorema vektorske

analize, kao

Ber

Slijedi:

-d

-
S

-
-

= = dE
X = + -
VXB =y +pe—

(123 -b);

Sto je 4. Maxwellova jednadZba u diferencijalnom obliku

Vazno je uodit fizikalnu simetriju izmedu Ampérovog i1 Faradayevog zakona.
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Valna Maxwellova jednadZba

Matematicki izvod elektromagnetske valne jednadzbe iskazuje se preko Maxwellovih

—_ o d - -> —_ d —_ —_— -> dE -
[, VxBdP = p(ff, J-dP+L ff, €E-dP)= ], (W +pe—)dP an-

jednadzbi.
Integralni oblik Diferencijalni oblik
- @Pﬁ-dﬁ=%fﬂv pdv V-E-dvE-£
2. ¢, B+ dP =0 V-B=divB=0
> 6 Eds = ff, BaP TxE =rotf-- 28
4. $, B -ds=u(ff, -dP" + <[, ¢E-dP) IS HT+MSZ—]§

Tablical. Maxwellove jednadZbe
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Matematicki operator v djeluje na neku skalarnu funkciju f(x,y,z) ili na vektorsku funkciju V(x,y,z) =XV (x.y,2)
+ 9V, (x,y,7) + 2V,(x,y,7). Ako se operator primjeni na skalarnu funkciju v f(x,y,z), kao rezultat dobiva se vektor

gradijent grad f. Vektorsko polje je kada neku veli¢inu u svakoj to¢ki prostora opisujemo vektorom, primjeri

vektorskog polja (E,_B)). Na dva nacina se moze djelovati operatora V na neko vektorsko polje V(x,y,z)A V=%
9, A0 0
FrAR A

L V-Vxys) = 2h(xya) + =h(xy2) + = Uxy7) (124)

Dobiva se skalar koji zovemo divergencija, div V(x,y,z)

av, avy avx avz

2. Vx V(x,y,z) x(_ - _) Wy OV (avy avx

(125)

Dobiva se vektor koji zovemo rotor, rot V(x,y,z)

Diferencijalne Maxwellove jednadzbe iz [tablice 1.] imaju jednostruku primjenu operatora v
odnosno derivacija, dok prethodno definirane valne jednadzbe (s4)uvijek sadrze druge
derivacije. Stoga za izvod valne elektromagnetske jednadzbe upotrijebimo drugu derivaciju,
odnosno primjenu drugog operatora V na diferencijalni oblik Maxwellovih jednadzbi.

Situaciju moZemo promatrati u nekom mediju ili u vakuumu. Radi jednostavnosti uzmimo

elektromagnetski val koji se nalazi u vakuumu. Tad je u prvoj Maxwellovoj jednadzbi izraz

za volumnu gustoc¢u raspodjele naboja p = 0, dok je u Cetvrtoj jednadzbi takoder izraz za

gustocu struje J=o0. Primijenimo tada operator V na Maxwellove jednadzbe:

1. V+«(V- )=V(€)=0 (126)
2. V’-(V-ﬁ):O (127)
3. Vx (VXE)= V(V-E)-VE:VX(-EB):-E(VXB)z-E(ué‘E) (128)
— — — - = — - —-) 2B
4, Vx (VxB)= V(V-B)-V?B = x(0+u€—E) us—(VxE)--ueatz (129)

Slijedi valna jednadzba elektromagnetskog vala komponente elektri¢nog polja.

2=

0°E
- 2 —_— -
1z 1.1 3. VE =- (M — 32 (130)
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2=

22 0°E
VE-LJ.E§=O (131)
2P (xyzt)

Y 0 (54).

1
To se podudara s opéenitim oblikom valne jednadzbe V? W(x,y,zt) - "

Sli¢no slijedi valna jednadzba elektromagnetskog vala za magnetsko polje.

. 9B

1z2.1 4. -V°B = -(usat—2 (132)
VB - pe 2l =

-HESS (133)

Kad usporedimo ove valne jednadzbe s prethodno dobivenom valnom jednadzbom (s4) te
uvjeta da se elektromagnetski val nalazi u vakuumu, pa je permeabilnost i dielektricnost dana

konstantama za vakuum (,, &), slijedi da je brzina elektromagnetskog val

1
U_z = |J.080 (134);

1

1/ Ho€o

Pa je: v = (135)
Kad se uvrste vrijednosti (pg, £y) za vakuum, dobije se brzina v = ¢ = 2,99793 - 102 nvs,
Koja se podudara s eksperimentalnom brzinom svijetlosti dobivene Michelson i Morleyevim

eksperimentom. To je dokaz da je svjetlost elektromagnetski val.

RjeSenje elektromagnetske valne jednadZbe putujuceg ravnog elektromagnetskog vala
nastalog harmonijskim titranjem izvora, koji se Siri duz x osi mozemo dobiti usporediti s

prethodno definiranim rjeSenjima mehanickih valova, kao
Iz (131) E,(x,t) =E, sin(kx — wt +¢) 2 (136)
Iz (133) §y(x, t) = By sin(kx — wt + ¢) y (137 A)

Rjesenja ovih jednadzbi Cesto je jednostavnije pisati u eksponencijalnom obliku, definiranom

u poglavlju matematicki opis valnog gibanja, kao

E,(x,t) =E, ekx- @tz §y(x, t)=E,e*= 90§ (37
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Rjesenje valne elektromagnetske jednadzbe poprima dodatna svojstva uz uvjet da je valni broj
povezan kruznom frekvencijom definiranom prethodnim izvodom kao k = Z_ % =2 te

Sirenja vala duz osi-x. Tada elektricno polje ovisi samo o koordinati x i vremenu t
E(# t) =Ey, sin(kx —wt) & + Eyy sin(kx — wt) ¥ + Ey, sin(kx - wt) 2 (138)

Ako vektori elektricnog polja titraju u smjeru z-osi amplituda vala jednaka je E,,= E|.

Primjenom 4. Maxwellove jednadZzbe na komponentu z elektricnog polja za vakuum (T 0)

X = = + —_— _y__x =

VXB =rot B=0 + py&, i % oy 1 transverzalnosti B,= 0
e . dE, 1 dE, @B

Slijedi: g —=5—=—"2 139
1] Ho€o dt 2 dt  ox (139)

Deriviranjem po z komponenti izraza (138) slijedi:

— —

0E 0E,

— =_.E,,w cos(kx - wt) i = Eyk cos(kx - wt) (140)
ot ox
1 0E, 1 0E,
Usporedbom preko s E,, cos(kx - wt) =- ot ko (141)
o 0E, _ 1. 9E, ,
Slijedi pralal (k b (142)

—

. . . dE, e e .
Povezivanjem izraza (139) s 1zrazom u (142) P te Cinjenice da elektri¢ni vektori vala

titraju s jedne i druge strane koordinatnog sustava predznak moze biti minus ili plus, slijedi

B 0E,
298y _ z
= C (143)
- - By
Od kud slijedi B, = = (144)
C

Sto zna¢i da je komponenta magnetskog polja za brzinu svijetlosti ¢ manja od komponente
elektri¢nog polja u elektromagnetskom val,. $to ima znacajnu ulogu kod interakcije
elektromagnetskog vala i materije. Naime komponenta magnetskog polja je puno manja od

elektricne komponente $to daje mali doprinos u interakciji, Lorentzova sila je mala dok
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dominira elektri¢na. Prethodno definirana rjeSenja valne elektromagnetske jednadzbe jos se

mogu pisati kao
Ez(x, t) = E, sin(kx — wt + ¢) 2 (145)

- E
By (x, t) ?O sin(kx —wt+ @)y (146)

4. Teorijsko odredivanje stupnja polarizacije i Brewsterov kut

4.1. Polarizacija valova

Eksperimentalno odredivanje polarizacije valova daje fundamentalni dokaz o transverzalnom

gibanju vala. Kao zoran primjer jednostavnog eksperimentalnog odredivanja polarizacije vala
moze se posluziti intuitivno jasnim mehanickim valovima. Ako uzmemo eksperimentalni
postav od ravnog uzeta jednim krajem ¢vrsto privezanim, dok drugi slobodni kraj sluzi za
titraje, te dva para jednostavnih ravnih Sipki. Postavimo par $ipki okomito zabijenih u zemlju
te drugi par simetri¢no postavljen u odnosu na prvi. Neka ravno uze prolazi izmedu paralelnih
Sipki kroz oba para [Slikal6]. Slobodni kraj uzeta titramo okomito u svim smjerovima, tako
da se titraji prenosi valom okomito na sredstvo (uze). Valovi od slobodnog kraja uzeta

(izvora) do prvog para paralelnih Sipki ¢ine nepolarizirani val. Prolaskom vala kroz prvi par

Sipki titranje postaje usmjereno. Cestice sredstva (uZeta) titraju paralelno sa duzinom Sipki.
Takvo titranje vala se moze smjestiti u ravninu [Slikal7], i val je tad transverzalno

polariziran.
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Slika 16(a,b,c).

Ako polarizirani val titra u jednoj ravnini tad je on linearno polariziran, naime val se tad u
smjeru Sirenja moze projicirat duz jedne linije. Elektromagnetski valovi jo§ mogu biti
cirkularno i elipticki polarizirani. Takve polarizacije valova daju dvije okomite linije
projekcije vala. Prethodno linearno polarizirani val kroz prvi par Sipki zakretanjem Sipki za
devedeset stupnjeva u drugom paru val prestaje trati [Slikal6.b]. To je svojstvo
transverzalnih valova. Prvi par Sipki nazivamo polarizator dok drugi par nazivamo
analizator. Svojstvo je longitudinalnih valova da bez promjene titranja prolaskom kroz

polarizator i analizator nastavljaju propagaciju titranjem.

Slikal7.

ravnina titranja

AN AN

duZina projekcije vala
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Nepolarizirani elektromagnetski val ili obi¢na svijetlost : prethodno opisani transverzalni

mehanicki valovi se Sire kroz sredstvo titranjem cCestica sredstva okomito na smjer Sirenja
vala. elektromagnetski valovi Sire se titranjem elektri¢nih i magnetskih polja okomito na
smjer Sirenja vala. Nacin na koji ¢e elektri¢ni vektori titrati ovisi o nac¢inu kojim izvor
elektromagnetskog vala titra. Ako je izvor umjetni linearni pravocrtni u kojem naboj titra
pravilno (primjer ravne antene), tad je nastali elektromagnetski val transverzalan linearno
polariziran. Medutim, prirodni izvori elektromagnetskih valova nemaju takav stalni pravilni
kontinuirani izvor. Primjeri takvih izvora mogu biti zvijezde u kojima se pod utjecajem
gravitacije laksi kemijski elementi spajaju u teze, od kud se oslobada dio energije u obliku
elektromagnetskog vala. Cesti izvori elektromagnetskih valova su prijelazi elektrona unutar
orbita atoma koji emitiraju elektromagnetski val. Pojedinaéni prijelazi se mogu smatrati
polarizirani. Primjer takvih prijelaza imamo kod Zarne niti ili Zivine lampe. Svijetlost
dobivena duzim vremenskom intervalom od takvih izvora je nepolarizirana. To je stoga $to
takvi izvori sadrze mnos$tvo atoma koji emitiraju elektromagnetske valove, prijelazi se
dogadaju na razlicite na¢ine. Ukupna svijetlost koju dobijemo takvim izvorom je zbroj svih
dobivenih emisijom iz atoma. Statisticki gledano vektori takve svijetlosti se nalaze u svim
smjerovima okomito na smjer Sirenja, $to je ukupno gledano nepolarizirana svijetlost. Kako
elektricni vektori titraju okomito na smjer Sirenja vala njihove se komponente mogu rastaviti
na dvije medusobno okomite komponente. Nepolarizirana svjetlost se u geometrijskoj optici
prikazuje simbolom [Slikal8(a)]. Linearno polarizirani val koji titra u ravnini crtanja dan je
na[ Slikal8(b)]. Val okomito polariziran na ravninu crtanja je dan na [Slikal8(c)]. Kao
ravnina polarizacije linearnog elektromagnetskog vala se uzima ravnina u kojoj titra

elektri¢no polje.

Slika18(a,b,c)

—t—> «—e—
> —@ >
«—t—> ¢

4> P>
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Postoji veliki broj fizikalnih eksperimentalnih tehnika pomocu kojih se moze od
nepolariziranog elektromagnetskog vala dobiti usmjereno titranje elektri¢nog polja, odnosno
polarizirani elektromagnetski val. Jedna od takvih fizikalnih eksperimentalnih tehnika je
polarizacija elektromagnetskog vala (svijetlosti) refleksijom o glatku prozirnu povr§inu
dielktrika, odnosno interakciju elektromagnetskog vala i materije. Matematicki teorijski izvod
refleksije elektromagnetskog vala o prozirno dielektricno sredstvo dao je Francuski fizicar
Augustin Jean Fresnel (1788 — 1827). Ovaj rad se bavi polarizacijom elektromagnetskog

vala tehnikom refleksije.

4.2. Fresnelove jednadzbe

Fresnelove jednadzbe daju matematicki teorijski izvod refleksije, transmisije i polarizacije
elektromagnetskog vala. Fresnelov matematicki izvod jednadzbi zasniva se na klasi¢noj
fizici, poznavanju refleksije elektromagnetskog vala o glatkoj plohi, Snelliusov zakon loma
svijetlosti, te Maxwellovim jednadzbama elektromagnetskog vala prijelaza iz jednog
sredstva u drugo 1 njihovim odgovaraju¢im rubnim uvjetima prijelaza. Jednadzbe kao

posljedicu daju matematicki teorijski opis stupnja polarizacije reflektiranog vala.

Neka nepolarizirani elektromagnetski val monokromatske svijetlosti iz sredstva indeksa loma
n, pada na prozirnu glatku plohu dielektri¢nog sredstva indeksa loma n, pod kutom ¥,,,,. Tad
se po zakonu geometrijske optike dio zrake reflektira pod kutom 9, koji je jednak kutu
upada 9, = U, dok se drugi dio zrake lomi pod kutom 7, transmisijom kroz sredstvo
indeksa loma n, po Snelliusovom zakonu ny sin(9,;,) =n, sin(t4.) 48). Kutovi su
definirani u odnosu na okomicu plohe sredstva indeksa loma n, [Slikal9]. Ako se zraka Siri
iz opticki rjedeg sredstva indeksa loma n, u opticki gusce sredstvo indeksa n, tada se ona
lomi prema okomici, vrijedi 9y, > Tt uz Ny <n,. U drugom slucaju, ako se zraka Siri iz
opticki gusceg sredstva indeksa loma n, u opticki rjede sredstvo n,, tad se ona lomi od
okomice, vrijedi ¥, < Ty uz Ny > n,. Kako se elektromagnetski val Siri iz jednog
optiCkog sredstva u drugo, naboj u atomima Cestica sredstva dolazi u interakciju sa
elektricnim poljem vala, §to kao posljedicu ima smanjivanje brzine elektromagnetskog vala.
Prelazak jednadzbi Sirenja vala kroz vakuum na jednadZzbe Sirenja kroz sredstvo vrsi se

zamjenom &, — &£y&, (149), je &, relativna permitivnost dielektrika ovisna o materijalu, te
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zamjeni permeabilnosti vakuuma py, — popt,- (150),je W, relativna permeabilnost dielektrika.

3 5 1 5
Tad se izraz za brzinu elektromagnetskog vala u vakuumu v = =c (135, svodi na
v Hoéo
. . . 1 c . . .
brzinu elektromagnetskog vala u dielektriku v = e 51y, 1 definira se indeks

loma n = /&, . Brzina elektromagnetskog vala u prvom optickom sredstvu indeksa loma n,,

. c . . . c
jevy =— (52), dok je brzina u drugom sredstvu indeksa n,, v, = — @53).
nq Ny

Slikal9.

X pd

)(/:’\up J‘rf'\’}{. $ - J:f
TR .

(\/\&_‘4\ UP+ tr:t

aektor paralelan na ravninu %
n, "« Sredstvo(1)

n; Ji,) Sredstvo(2)
—

12 \’L»

e

(,«%—)

Kako se nepolarizirani elektromagnetski val svjetlosti Siri se iz sredstva indeksa loma

n, prema prozirnoj glatkoj plohi dielektri¢nog sredstva indeksa loma n, pod kutom 9,,,,.
upadno Sirenje elektromagnetskog vala (fizikalnom optikom) moze se odvijat duz samo jedne
ravne linije, nazovimo ju z os. Vektori elektri¢nog polja nepolariziranog vala titraju okomito
na z os. Svaki taj vektor se moze rastaviti u dvije okomite komponente. Izbor ravnine na koju
se komponente vektora rastavljaju je potpuno proizvoljan. To omogucava da se isti fizikalni
fenomen prikaze razli¢itim matematickim reprezentacijama. Time su svi vektori elektri¢nog

polja (elektromagnetskog vala) rastavljeni na dvije komponente. Neka su komponente vektora

rastavljenih na ravninu refleksije prikazani s §||, dok su komponente vektora rastavljenih na

okomitu ravninu prikazani s E 1~ Klju¢ni izvod Fresnelovih jednadzbi dobije se na granici dva

sredstva, kad val prelazi iz jednog sredstva u drugo. Tad postoji kontinuirani prijelaz iz
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jednog sredstva u drugo. Primjena Maxwellovih jednadzbi za elektricne i magnetske vektore

vala na granici dva sredstva daje grani¢ne uvjete.

Uzmimo kao primjer jedan elektricni(i njegov pripadni magnetski) vektor elektromagnetskog
vala koji upada koso na granicu dva sredstva, [Slika20], taj se vektor, koji ulazi pod nekim
kutom u odnosu na granicu, dva sredstva moze rastavit na horizontalnu 1 vertikalnu
komponentu. Primjenom pripadnih Maxwellovih jednadzbi na ovaj vektor prijelaza kroz dva

sredstva, trazimo granic¢ne uvjete:
1.)

Primjena 1.Maxwellove jednadzbe df, E-dP= i IIf, pdv 1 na prethodno definirani
vektor elektri¢nog polja:

Neka se vektor E = Evertikalno+ Ehorizontalno nalazi unutar zatvorene plohe valjka
(visine = Vys y, , Sirine = §§ir,v), tako da prolazi iz sredstva(l) u sredstvo(2). Tad u
svakom sredstvu postoji vertikalna i horizontalna komponenta tog vektora, ozna¢imo
ih s (Eyertikaino.n» Evertikalno.nz Ehorizontalnont » Ehorizontalnonz )- Lijeva strana
1.Maxwellove jednadzbe poprima oblik &, ¢f, E - dP, dok desna strana nema
slobodnog naboja kod dielektrika koji se $iri elektromagnetski val, stoga je p = 0.
Prethodno definirani Gaussov zakon (3.2) kaze da vektor koji izlazi iz zatvorene plohe
ima pozitivan predznak, dok onaj koji ulazi u plohu ima negativan predznak. Kako
vektor prolazi vertikalno prema dolje iz sredstva(l), ulazi u sredstvo(2) te na drugoj
strani valjka izlazi van iz plohe A, [Slika20(a)]. Vertikalna komponenta vektora je
suprotnog smjera od gibanja vektora E. Posljedica toga je da komponenta u sredstvu(l)
izlazi iz plohe A valjka, ¢ime je definiran pozitivan predznak. Daljnjim gibanjem
vektora E kroz sredstvo(2) on prolazi kroz donju plohu A valjka. Posljedica toga je da
vertikalna komponenta sada ulazi u zatvorenu plohu valjka, ¢ime je definiran

negativan predznak. Primjena 1.Maxwellove na ovaj slucaj glasi

&r1€0Evertikalno.n1 A - €28 Evertikalno.nz A A=0 @59

A je doprinos vektora koji izlaze horizontalno iz plohe valjka. Grani¢ni uvjet ovog

slucaja se dobije simetri¢nim smanjivanjem visine valjka prema granici dva sredstva.
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Tad iznos visine ide prema nuli limy =, Sto povlaci da doprinosi u

horizontalnom smjeru idu prema nuli, A — 0.Sredivanjem izraza (154) slijedi

&r1Evertikalnon1 = &r2Evertikalnon2 ~ (155)

Slika20(a,b)

a.) b.)
T A B(n1)

" Sredstvo(1) o3 / — Sredstvol(1)
-
=

n; Sredstvol2) N : B(n2) Sredstvol2)

B horizn2
2.)

Primjena 2.Maxwellove jednadzbe @P B-dP =0 @sna prethodno definirani kosi

vektor B magnetskog polja:

Postupak se vr$i na isti nacin kao u prethodnom slucaju 1), samo §to se umjesto
vektora E nalazi vektor magnetskog polja B. koji ima odgovaraju¢e komponente u
sredstvima, oznac¢imo ih s (§vertikalno.n1> §vertikalno.nZa ghorizontalno.nl >
§h0rizontalno.n2 ). Vektor se nalazi unutar zatvore ne plohe valjka na isti se nac¢in kao u
prethodnom slucaju giba kroz sredstva [Slika20(b)]. Primjena 2.Maxwellove
jednadzbe glasi:

Byertikalno.n1 A - Byertikalno.n2 A+A=0 s
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A je doprinos vektora koji izlaze horizontalno iz plohe valjka. Grani¢ni uvjet ovog
slucaja se dobije simetri¢nim smanjivanjem visine valjka prema granici dva sredstva.

Tad iznos visine ide prema nuli limy___ . ,Sto povlaci da doprinosi u

horizontalnom smjeru idu prema nuli, A — 0.Sredivanjem izraza (156) slijedi

jws]]

Byertikalnon1 = Byertikalnonz (157

3.)

Primjena 3.Maxwellove jednadzbe gﬁKrE ds=- % If, BdP (106) na prethodno definirani
vektor elektricnog polja:

Lijeva strana jednadzbe nalaze integriranje elektricnog polja po zatvorenoj krivulji.
Neka se vektor E = Evertikalno+ Ehorizontalno nalazi unutar zatvorene krivulje
pravokutnika (vertikalne stranice = ayjs , , horizontalne stranice = by ,), tako da
prolazi iz sredstva(l) u sredstvo(2). Tad u svakom sredstvu postoji vertikalna i
horizontalna komponenta tog vektora, 0zna&imo ih s (Eyertixainonts Evemkamolnz,

Ehorizontalno.nl , Ehorizomamo.nz ). Neka se integriranje odvija smjerom kazaljke na
satu duz zatvorene pravokutne krivulje [Slika20(c)]. Tad se vertikalne komponente
vektora E sredstva(l) projiciraju samo na dvije vertikalne stranice pravokutnika tog
sredstva(1). Ista se projekcija odvija kod vertikalne komponente u sredstvu(2). Zatim se
horizontalna komponenta vektora u sredstvu(l) projicira na horizontalni dio
pravokutnika sredstva(l), ista se projekcija odvija kod horizontalne komponente u
sredstvu(2). Kako se integriranje odvija po zatvorenoj pravokutnoj krivulji smjerom
kazaljke na satu, vertikalno integrirane komponente unutar istog sredstva se
oduzimaju. Graniéni uvjet se dobije simetricnim smanjivanjem vertikalne

stranice (ay;s,p) pravokutnika prema granici dva sredstva. Tad se oduzimaju
horizontalno integrirane komponente definirane u sredstvima (1 1 2). Kako se
vertikalna stranica smanjuje slijede posljedice

ayisp > 0 =P (vertikalno integrirane komponente) - 0w -% If, BdP - 0
Primjena 3.Maxwellove jednadzbe u ovom slucaju glasi:
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Ehorizontalno.n1 béir,p - Ehorizontalno.n2 béir,p =0 q@sy
slijedi granicni uvjet:

Ehorizontalnon1 = Ehorizontalno.nz (159)

Slika20(c,d).

T ﬁ E(n)
n, / E s Sredstvo(1) n g Sredstvo(l)
©
ny T - E(n2) Sredstvo(2) n2 Sredstvo(2)
/
E horzn2
| | I
I 7 | |
Sip bep

4)

Primjena 4.Maxwellove jednadzbe ¢ B -ds=u(ff, j-dP + % Jf, €E-dP) (122) na
prethodno definirani vektor magnetskog polja:

Neka se vektor B = §Vertikaln0+ §h0rizomamo nalazi unutar zatvorene krivulje
pravokutnika (vertikalne stranice = ayjs , , horizontalne stranice = by, ,), tako da
prolazi iz sredstva(1) u sredstvo(2). Tada u svakom sredstvu postoji vertikalna i
horizontalna komponenta tog vektora, ozna¢imo ih s (Bvertikalno.n1» Bvertikalnonzs

= = . . . N .1 S
Bhorizontalnon1 » Bhorizontalnonz )- Lijeva strana jednadzbe moze se pisati ;‘ﬁx B - ds,

dok desna strana prvog ¢lana [f, J-dP nama struje slobodnih elektrona, stoga je J= 0.
Integriranje se odvija istim principom kao u prethodnom sluéaju c.), razlika je samo u

vektoru magnetskog polja B unutar zatvorene pravokutne krivulje [Slika20(d)]. Nakon
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Sto su se komponente vektora integrirale duz krivulje graniéni uvjet se dobije
smanjivanjem vertikalne stranice (ayjs p) pravokutnika prema grani dva sredstva.

Kako se vertikalna stranica smanjiva smanjuje, slijedi:
ayisp — 0 == (vertikalno integrirane komponente) > 0w % [f, €E-dP - 0

Primjena 4.Maxwellove jednadzbe ovog daje:

Bhorizontalno.nl b§ir,p Bhorizontalno.n2 béir,p
- =0 60
Mri1 Hr2
granicni uvjet:
Bhorizontalno.n1 béir,p — Bhorizontalno.n2 b§ir,p (61
Hr1 Hr2

Magnetska permeabilnost p. kod prozirnih dielektri¢nih sredstva za svijetlost je p,. = 1,

stoga se izraz (161) za prozirna tijela uz uvjet u, = pq = Uy & 1 moze pisati kao:

— -
(za prozimo sredstvo p, = 1) Bhorizontalnon1 = Bhorizontalno.n2 (162)

Primjenom Maxwellovih jednadZzbi na granici dva sredstva dobiveni graniéni uvjeti

prijelaza elektromagnetskog vala (svjetlosti).

—

&r1 Evertikalno.n1 = &rzEvertikalno.n2 (155)

Byertikaino.n1 = Bvertikalno.n2 (157)

—y —
Ehorizontaino.nt = Ehorizontalno.n2 (159)
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Bhorizontalno.nl = Bhorizontalnonz (prozimo sredstvo Hr =~ 1) (162)

Izvodom ( Eyorizontalnont = Ehorizontalnonz (159 ) horizontalnih komponenti na granici
dva sredstva, koji se jo$ naziva tangencijalni, definiran je kontinuiran prijelaz iz jednog
sredstva u drugo, Sto je kljuéni uvjet izvoda Fresnelovih jednadzbi. Kako se nepolarizirani

elektromagnetski val prethodno definiran rastavom vektora na komponente titranja u ravnini
refleksije E)II 1 okomito na ravninu refleksije E ., siri pod kutom 9, iz sredstva indeksa loma
n; u sredstvo indeksa n,, na granici dva sredstva postoji kontinuirani prijelaz horizontalnih
(tangencijalnih) komponenti EII i E,, definiranih (159). Komponente se dijele na one koje ulaze
iz sredstva(1) u granicu (E Lulni » E')”u,,nl , kut ulaza 9,,,,), reflektirane komponente koje izlaze
iz granice sredstva(l) (E Lrfals E||rf.n1 Jkut refleksije 9,.), te komponente koje su

transmitirane od granice kroz sredstva(2) (E Ltrn2 s E||tr.n2 , kut transmisije 74,-). Radi
jednostavnosti primjene skice u ra¢unu crtamo razdvojeno komponente vektora titranja

okomite L ravnini refleksije [Slika21(a)], komponente vektora titranja paralelne || na ravninu

refleksije [Slika21(b)].

Slika21(a,b)

SN
y \/§7

Enmz

\\

Svaka od komponenti elektromagnetskog vala na granici dva sredstva ima projekciju koja je

definirana grani¢nim (rubnim) uvjetima prijelaza ((155), (157), (159), (162)). Na granici dva
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sredstva kontinuiran je prijelaz (159) horizontalnih (tangencijalnih) komponenti elektri¢nog

polja:
Za okomite komponente E (L), vrijedi:
E uin1 * EJ_rf.nl =Eitrn2 (62

Svaki elektri¢ni vektor ima pripadni okomiti magnetski vektor. Kada su elektri¢ni vektori
okomiti na ravninu refleksije pripadni magnetski vektori su paralelni toj ravnini. Te

komponente se mogu rastavit na vertikalne i horizontalne [Slika22]. Za pripadne horizontalne

P —_
komponente vrijedi grani¢ni uvjet Byorizontalnt = Bhorizontaln2z (Prozimo sredstvo p = 1)  (162).

Slika22

Primjenom pripadnih komponenti [Slike22] i uvjeta (162) za slucaj E (1), slijedi

B (E Lutn1)horizontalnnl = Bjjutn1 €0S Uy (163)
B(ELrfm Dhorizontalnn1 = - B rfn1 COS Upg (164)
B (EJ.tr.nZ )horizontaln.nz = B||tr.n2 COS Tyyr (165)
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Primjenom (162) za horizontalne komponente, slijedi:

B (E Lutn1)horizontalnn1 T B (EJ.rf.nl Jhorizontainnl = B (E Lern2 Jhorizontaln.n2 (166)

Primjenom ((163, (164), (165)) na (166) slijedi ekvivalentan izvod (167)
B)utn1 €08 Oyp - Bjrfn1 €08 Orp = Bjtrnz COS Tt (167)

U poglavlju (3.5) za elektromagnetski val u vakuumu definiran je omjer elektriCnog i

pripadnog magnetskog vektora, kao

— —
-

E, o . . = Ey
B, = —= (44 Sto jeeckvivalentno B = —= (vakuum) (168)
C (o

Kako se elektromagnetski val $iri kroz dva razlicita sredstva, brzina mu se mijenja, te je
definirana prethodnim izvodima v= ¢ //lL,-&. (151), pri ¢emu je indeks loma n=y ¢, . Stoga je

brzina elektromagnetskog vala u prvom sredstvu v; = ni (152), dok je brzina u drugom
1

c
sredstvu v, = — (s,
2

Uvrstavanjem ((152) i (153)) u (168) , slijedi pripadni odnos elektricnog i magnetskog vektora

elektromagnetskog vala u sredstvima (1 i 2), slijedi

ny = ny = _N2
rm E 1 yin1 COS l9up " e E, rfn1 COS 79rf = TE_L trn2 COS T¢r (169)

Pokratom,te zakona refleksije svijetlosti gdje je upadni kut = reflektiranom 9,,,= 9,,= 8 74,

=1, slijedi
nlf lulni COSO - nlfl rfan1 COSY = nzfl trn2z COST  (170)
Uvrstavanjem E.Lul.nl + EJ_rf.nl = EJ_tr.nZ (162) u (170, slijedi
nlE)Lul.nl cosd - nlE)J_ rfn1 COSO = N, (Elul.nl + Ej_rf.nl Jcost a7
nlﬁlul.nl cos9 - nlﬁJ_rf.nl cos9 = nZE')J_u,.nl CosT + nZEJ_rf.nl COST (I7)
Prebacivanjem svih - E 1rfn1 Nalijevu stranu jednakosti i E Luln1 Da desnu, slijedi

“Eirfn1 (nycosd +n,cost ) =-Ejun1 (ng cos9 -n,cost ) (173)
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Mnozenjem (173) sa (-1) i dijeljenjem E)lu,'nl (nycosd +n,cost ),slijedi

Eirfn Ny coS9 —n,cost
1 = (173)
Ejuint Ny coS9 +n,coST

To je 1. Fresnelova jednadZba za omjer reflektirane i ulazne okomite komponente
amplitude elektromagnetskog vala ovisne o indeksima loma (n4, n,) dva sredstva, te kutovima

Oup=0r =9, T =T.

Omyjer transmitirane i ulazne okomite komponente amplitude elektromagnetskog vala, postize

se primjenom (162) u obliku E irfnl = E Ltrn2 - E Luln1 > UvrStavanjem u pripadni (170) :
nlE’J_ul.nl cosd — nl(EJ.tr.nZ - EJ.ul.nl )cosd = nZE:J. trmz COST  (174)
nIEJ_u,.nl cos9 — n1E¢tr.n2 cos9 + nlﬁlul.nl cosd = nzﬁl trn2 COST  (175)
= EJ.tr.nZ (nicos9 +nycost ) = — E’J_u,.nl (ny cos9 + nycosd ) (176
Mnozenjem (176) s (-1) i dijeljenjem s Eml.m( n,cos 9 + n, cos t ), slijedi
Eltrnz__ 2n, cos Y

1 (177)
Ejuint ™Nn1c0S9 +n,cost

To je 2. Fresnelova jednadZba za omjer transmitirane i ulazne okomite komponente

amplitude elektromagnetskog vala.

Daljnji razvoj Fresnelovih jednadzbi promatra za komponente elektricnog polja paralelnog ||
s ravninom refleksije [Slika21(b)]. Traze se reflektirane i transmitirane paralelne ||

komponente u odnosu na ulazne paralelne.

Komponente vektora elektricnog polja E"” paralelnih s ravninom refleksije se mogu rastaviti

na vertikalnu i horizontalnu komponentu [Slika23].
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Slika23.

E||ul4nl Ellrf.nl

Kako je elektri¢ni vektor E"” paralelan s ravninom refleksije, njegov pripadni magnetski
vektor B l(l_f 1) elektromagnetskog vala je okomit na tu ravninu, a ujedno je i horizontalan na
granici dva sredstva. Stoga je na granici definiran kontinuirani prijelaz vektora B, (E i

. .. = =
uvjetom prijelaza By grizontaln1 = Bhorizontalnz (prozirno sredstvo pr = 1) (162).

Za paralelne komponente E an

Blutn1(E)) +Birfn1(E)) = Bran2(E)) a7

Grani¢ni uvjet komponenti £ vektora definiran je s Enorizontalnon1 = Ehorizontainonz (159

Primjenom na pripadne komponente [Slike23], slijedi:

(Ejjutn1)horizontalno.n1 = Ejjutn1 €0S Jyp (179)
(EI|rf.n1)horizontaln0.n1 =- E||rf.n1 cos 19rf (180)
(E}jtrn2)horizontalnonz = Ejjtrnz COS Tty (181)

Primjenom (159) za horizontalne komponente, slijedi:
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(E||ul.n1)h0rizontalno.n1 + (El|rf.n1)horizontalno.n1 = (E||tr.n2)h0rizontalno.n2 (182)
Primjenom ((179), (180), (181)) na (182) slijedi ekvivalentan izvod (183):
E|lutn1 €08 Yyp - Ejjrrn1 €0S Opf = Ejjtrn2COS Ty (183)
Uvrstavanjem u (178) prethodno definiranih odnosa elektri¢nog i magnetskog vektora, slijedi:

—_— —

— E . . - E
B, = —= (44 $to je ekvivalentno B, = | (vakuum) (184)
Y c c

Pripadna brzina elektromagnetskog vala u sredstvu(l) je v, = ni 52, dok je brzina u
1

drugom sredstvu v, = ni a53). UvrStavanjem ((152), (153)), u (184) zatim u (178),slijedi
2

ng = ny = ny; =
—F + —E = —F (185)
c [[ul.n1 c ||rfn1 c ||tr.n2
s c ce q.
Mnozenjem (185)sa —, slijedi:
ny

nl — - _ -
(E||ul.n1 + Ellrf.nl) = E||tr.n2 (186)

n,
Uvrstavanjem (186) u (183), slijedi
EHul.nl Cos 19up - EHrf.nl cos I91')‘ = Z_;(Ellul.nl * E||rf.n1) COS Ty (187)
MnozZenjem (187) n, te uvjetom refleksije 9,,,= 9= 8, 74 = 17, slijedi
an')”uLnl cos J - nZEHrf.nl cos 9 = nllz")“u,,nl cost + n1E||rf_n1 COST (188)

-Ejjpfn1( nycost +ny;c089 )=-Ejyn1( npcos 9 -nyjcost ) (189

Mnozenjem (189) sa (-1) i dijeljenjem sa Ellul.nl (nqcost +nycosd ),slijedi

E|rfn1 _ M2C08 89 —n1COST

(190)
E||uln1 n{cost +n,cosy

To je 3. Fresnelova jednadZba omjer reflektirane i ulazne paralelne komponente amplitude

elektromagnetskog vala.
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Konacno Fresnelove jednadzbe potrebno je odrediti omjer transmitirane i ulazne paralelne

komponente, §to se postiZze primjenom (185):
n1E||rf.n1 = nZEHtr.nZ - n1E||ul.n1 (185) — (191)
Dijeljenjem (191) sa nq, slijedi
E||rf.n1 = Z—i Elltr.nZ - Ellul.nl (192)
Uvrstavanjem (192 u as3),uz uvjet 9,p,= 9,7~ 3, 74 =71, slijedi
E|jutn1 cOS9 - (Z—i Ejjtrnz - Ejjutn1 ) €059 = Ejjgrnz cOST (193)
Mnozenjem (193) sa n4i sredivanjem, slijedi
n1E||ul.n1 cos?9 - n2E||tr.n2 cos 9 + n1E)||ul.n1 cos9 = n1§||tr_n2 COST (194)

- Ejjtrnz (nzcos 9 +ny cos 1) = - Ejjyrn1 (ngc0s 9+ nycos9) (195)

Mnozenjem (195) sa (-1) i dijeljenjem E”u,m (n,cos 9 + ny cos 1), slijedi

E|\|trn2 _ 2n, cos 9
I = (196)
E||utn1 n; costT + n,cosd

To je 4. Fresnelova jednadZba za omjer transmitirane i ulazne paralelne komponente

amplitude elektromagnetskog vala.

4.3. Teorijsko odredivanje stupnja polarizacije i Brewsterov kut

Primjenom trigonometrijskih formula za zbroj i razliku kutova ((197), (198), (199)) te Snelliusovog
zakona loma n, sin(9,;,) =n, sin( 1) (14s) na Fresnelove jednadzbe, Slijedi daljnji razvoj

jednadzbe koje vode teorijskom odredivanju stupnja polarizacije.

Neka su p, amplitudna reflektancija i T4 amplitudna transmitancija definirani tako da je

pA = Erf'nl/Eul.nl; i Ty = Etr.nZ/Eul.nl;
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Adicijske trigonometrijske formule zbroja i razlike kutova

sin(a + ) =sinacosf + sinffcosa (197
cos(a+ B) =cosacosf + sinasinf (198)
(sina)? + (cosa)? =1; (sinB)?+ (cosB)?=1; (9

Neka je kut 9,,=9 = a i 74= 7 = 8, uz poznati Snelliusov zakon loma 7:1— =

Primijenimo navedeno na Fresneloe jednadzbe:

Primijenimo navedeno na 1.Fresnelou jednadzbu

1 _ sin(Ter)
2 Sin(Oyp)

ni sint
Eirfnl  njcos® —nycost _ g, COSY —COST  ———cosd —cost sintcos9 —sindcost
Ejuin njcosd +nzcost Z—lcosﬂ +cost S_i";cosa +COS T sintcos 9 +sind cos T
¥ 2 sin
__sin(t-9)
sin(t+9)

E.er.nl _ __ sin(t—-9) NS (o

Eiulnl ALl sin(t+9) (173) (200)
Primijenimo navedeno na 2.Fresnelou jednadzbu

n sin 7
Eltrn2 _ 2nq cos 9 _ 2 écosﬁ - 2 Sinﬂcos\‘) _ 2 sint cosd _
E|uin nqcosd +nycost :—;COS 9 +cost s,m; cosd +cosT sintcosd + sinvcosT
sin

2 sintcosd

sin(t+9)

Etrn2 _ 2sintcos?d

=Ty (177) = (201)

E uint sin(t+9)

Primijenimo navedeno na 4.Fresnelou jednadzbu



sint sint

E|jrnz _ 2n, cos 9 _ 2opgcosd 2 qrgcos? _ 2sintcos 9
Ejjutn1 nycosd + nycosd Z—;cos 9 + cos?d :11:1‘; coST + cos 9 sintcos T + sind cos 9
_ 2sintcos 9
sin(9+71) cos(9-1)
E||tr.n2 o o 2sintcos 9

=T~ 196) = (202
E|lutn1 Al sin(9+71) cos(9-1) (U5)R4(@02)

Primijenimo navedeno na 3.Fresnelou jednadzbu

sint

n
cos 9 ——=cosT cos 9 — COST i —si
2 _ Sind _ sin Ycos 9 —sintcost

E||rf.n1 __nzcos Y —njcost

7 ==
lcost +cosd SN

vy - COST +cos?d sindcos9 +sintcost
nz sin?d

E||ul.n1 n1cost +nycosd

_sinYcos 9 ((sint)?+ (cos 7)?) — sint cos 7((sin 9)%+ (cos 9)?)
sin®9 cos 9((sin )2+ (cos 7)2) + sint cos 7((sin9)2+ (cos9)?)

__sindcos 9(cos7)? —sinT cos 7(sin9)2— sintcos t(cos9)Z+sindcos 9(sin 7)?

sindcos 9(cos 1)? + sint cos 7(sin9)2+ sint cos t(cos 9)2+cos 9(sin )2

sin(9-1)
_ (sin9cost —sintcosd)(cosdcost —sind sint ) _ sin(I-1)cos(¥+1) _ cos@-7) _ tan(¥-1)
(sind cos T + sin Tcos 9) (cosdcost + sind sinT ) sin(9+71) cos(9—-1) Si“((% tan(9+1)
cos(V+7

Elrfn1 _ _ tan(¥-v)

pA|| m (190) = (203)

E|jutn1

Prethodno dobiveni izvodi kao rezultat imaju kombinaciju matematickih trigonometrijskih
funkcija, u ¢ijjom se argumentima nalaze kutovi Sirenja elektromagnetskog vala kroz dva
sredstva. Kad se unesu iznosi kutova funkcije poprimaju odgovaraju¢e matematicko
ponasanje. Prou¢avanjem tog ponasanja funkcija, istrazuje se teorijsko odredivanje stupnja
polarizacije funkcija p4;,(9) se monotono mijenja kad se elektromagnetski val Siri iz rjedeg
sredstva u guscée vrijedi;

Ako je ulazni kut 9,,,= 9 =0, tada se elektromagnetski val $iri duz okomice na granicu dva

sredstva $to vodi kutu transmisije 7,,.= T = 0, uvrStavanjem ovih uvjeta u (190) slijedi

pa(@=0)=

nay—n
(204)
i +

n
Pa(8=0)>0 za ny<ny ; i py(¥=0)<0 za ny > n,. Zatim se uvrstavaju vrijednosti
upadnog kuta u intervalu 9,, € <0, §>. Funkcija se monotono mijenja. Klju¢ni teorijski

izvod dobije se kad zbroj upadnog i transmitiranog kuta dosegne devedeset stupnjeva(90°).
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Kad je argument u nazivniku (203) jednak 9,,,+ 7= 90°, tad funkcija tangens ide u
beskonacnost tan(¥d,;, + T4 = 90°) — co. Beskonacno velik nazivnika ima kao posljedicu

smanjivanje razlomka prema nuli, pa je izraz (203) jednak nuli

E|jrf.n1

zaje 9ypt Tyr g 90° — tan(Yyy + T4 = 90°) = oo slijedi = pa(Fup) =0 205)

E||lutn1
Kut 9yp,= 9prewster = Opr haziva se kao Brewsterov kut.
Primjenom Snelliusovog zakona (148) loma za Brewsterov kut, slijedi:
ny sin(Ygy) =n, sin( 74) (206)
n, sin(dgy) =n, sin(90° - 9g,) (07
n, sin(Yg;) =n,cos (Vgy) (208)

Dijeljenjem (208) sa nq cos (9gy), slijedi (209)

n
tan(9g,) = 7? (209)

To je uvjet ulaznog kuta (9, ) elektromagnetskog vala pod kojim ¢e reflektirana zraka biti
potpuno polarizirana. Ovaj zakon je Engleski fizicar David Brewster(1781-1868) ustvrdio
eksperimentalnim istrazivanjem, mjereci velik broj kutova upada i polarizaciju reflektiranog

vala u interakciji s prozirnim sredstvima.

Teorijski dokaz Brewsterog zakona se temelji usporedbom paralelne p4|(Oprewster) (203) 1
okomite pg; (Ogrewster) 200) amplitudne reflektancije kada je zadovoljen zbroj kutova

( 1()Brewster"' Ttr= 900)-

Tad je paralelna || komponenta amplitudne reflektancije za Brewsterov kut:

E|jrf.a1

za (Ygrewstert Ter=90°); je tan(ﬁup + T = 90°) - coslijedi - pAII(BBrewster)=0

Ellul.nl

(210)

Dok je okomita L komponenta amplitudne reflektancije za Brewsterov kut:

. E)rfnl sin(t—9)
za (prewster ™ Ter=90°); tad je (200 = par(OBrewster) = # 0 @1

E uint sin(t+9)
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Kako se prethodno definirani ulazni elektromagnetski val sastoji od paralelnih komponenti na
ravninu refleksije i okomitih, vidljivo je da kod Brewsterovog kuta reflektirana paralelna
komponenta iS¢ezava (210), dok okomita komponenta 211) elektromagnetskog vala postoji. To
znaci da reflektirani dio elektromagnetskog vala pod Brewsterovim kutom ima samo okomitu
komponentu. Time je val linearno polariziran jer se titranje vala moze projicirat na samo
jednu liniju. Slikoviti teorijski uvid polarizacije daje [Slika24]. Kad je zbroj upadnog i
transmitiranog kuta jednak devedeset stupnjeva, primjenom zakona refleksije i reflektirani kut
je jednak upadnom. Tad je kut izmedu reflektiranog i transmitiranog vala pravi = 90°. Tu
slijedi poanta! Kad bi se sve paralelne komponente vektora vala nakon interakcije
elektromagnetskog vala sa granicom na drugo sredstvo translatirale na reflektiranu zraku, tad
bi oni bili paralelni sa reflektiranom zrakom, $to ujedno znaci da bi se paralelne komponente
tada u reflektiranom valu Sirile longitudinalno. Naime kako zakon transverzalnog Sirenja
elektromagnetskog vala ne dopusta longitudinalno titranje u smjeru Sirenja vala, nego samo
okomito titranje na smjer Sirenja vala paralelni elektri¢ni vektori stoga transmisijom prolaze
samo kroz drugo sredstvo, dok se okomite elektricne komponente nastavljaju Siriti

reflektiranim valom u prvom sredstvu (okomito na smjer Sirenja).

Slika24.

4 '\“/‘ 5/ / J\tnp+’tt;_— 90°
) e ol

/o vektor paralelan na ravninu { w90 Sredstvo(1)

ns (c< % Sredstvo(2)

N\

'\
'\
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5. Eksperimentalno odredivanje stupnja polarizacije i Brewsterov kut

Eksperimentalni postav [Slika 25] sastoji se od: 1. opti¢ke klupe, 2. lasera kao izvora
elektromagnetskog vala, 3. prikljucka na gradsku mrezu, 4. krunskog stakla u obliku trostrane
prizme, 5. goniometra , 6. Ohm metra, 7. dva para vodica i 8. fotocelije (pomoéni pribor:

poluprozirni zastor, stolna lampa, stalak, ogledalo).

Slika 25.

Spajanjem lasera na izvor napona on emitira usmjereni elektromagnetski val kroz sredstvo(1)
koje ¢ini zrak indeksa loma n,. Cilj pocetnog djela eksperimenta je lasersku zraku usmjeriti
da okomito prolazi iz sredstva(1) kroz drugo sredstvo(2), koje ¢ini krunsko staklo indeksa
loma n,. Prizma se nalazi na stalku goniometra polozena tako da jedna stranica prizme
zauzima okomit polozaj na ulaznu lasersku zraku. Preciznost okomitog ulaza postize se
postavljanjem prizme u polozaj u kojem ulazna zraka izlazi van kroz brid nasuprotan stranici
ulaza. Zatim se podese elementi goniometra i visina lasera na optickoj klupi tako da se
reflektirana zraka od prve ulazne stranice prizme vrati u izvor lasera. Fotocelija se postavi na
pomicni dio goniometra povezanog s noniusom pomicne mjerke, tako da reflektirana zraka
pod svakim kutom moze padati na detektor fotocelije. Zatim se pomic¢ni dio goniometra
postavi tako da je polozaj fotocelije ispred prizme, tako da laserska zraka prolazi sa straznje

strane kroz fotoceliju. Tad se ocita kut pri kojem se nula noniusa poklopi s vrijednos¢u skale
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nepomicnog dijela goniometara. Ta vrijednost predstavlja otklon reflektirane zrake od
okomice na ulaznu stranicu prizme (nula stupnjeva(0°)). Eksperimentalno mjerenje vrsi se
tako da se otkloni pomicni dio goniometara na kojemu se nalazi fotocelija te se ocita kut
otklona. Zatim se zakrene metalni dio goniometra na kojemu se nalazi prizma tako da
reflektirana zraka pada na detektor fotocelije koja je spojena na Ohm metar. Radi se niz

otklona te se za svaki otklon mjeri vrijednost otpora na fotoceliji.

Slika 26.

Intenzitet reflektiranog elektromagnetskog zracenja koje pada na detektor fotocelije moze se

prikazati pomoc¢u Poyntingovog vektora koji ima isti smjer kao i to elektromagnetsko

zracenje. Prosjecni iznos Poyntingovog vektora jednak je intenzitetu elektromagnetskog vala,

a njegova se vrijednost izrazava u W /m?. Poyntingov vektor se opisuje pomoéu vektorskog

produkta elektri¢nog polja E i magnetskog polja B, te pripadne magnetske permeabilnosti

sredstva u, kao:

S=EXE
u
Iznos Poyntingovog vektora jednak je:
EB
S=— @
w
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. E NP
Uvrstavanjem B = T puen), slijedi:

S=— (@5
U

Iznos Poyntingovog vektora je proporcionalan s kvadratom amplitude elektri¢nog polja
S o E? (6

Intenzitet reflektiranog elektromagnetskog vala jednak je srednjoj vrijednosti Poyntingovog

vektora na fotoceliji. Kako je elektromagnetski val opisan s:

E = E, sin wt 217)

B = B, sin wt, (218)
. . . . .. E e .
UvrStavanjem (217)1 (218) u (214) 1 zatim primjenom B = = (145), slijedi

& (sin wt)?
» nw (220)

Srednja vrijednost za (219) tijekom jednog titraja vala dobije se primjenom trigonometrijske

jednadzbe:
(sinwt)? + (cos wt)? = 1 » <(sin wt)?> = <(cos wt)?> = %

Srednja vrijednost iznosa Poyntingovog vektora (219) jednaka je intenzitetu:

5
N

S=1=—
cu

N =

(221)

Od tud slijedi da je intenzitet proporcionalan kvadratu amplitude elektricnog polja:
I < E 02 (222)

Kako je intenzitet elektromagnetskog vala proporcionalan s kvadratom amplitude, moze se

usporediti sa rjeSenjima Fresnelovih jednadzbi, kao:

lzraz

Elrfn1 o . .. (E )?
Zirfot = pay (174 kvadriranjem slijedi ﬂ—(p“f:pl (223) .

Eluin1 (E L uin1)?
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E|lrfn1
E|lutn1

(E||rf.n1)2
(E|jutn1)?

Izraz =pa 91 kvadriranjem slijedi = (pA”)Z =p; 9.

Usporedbom (216) i 217) s (219), slijedi

Ir_f o (EJ_rf)Z

. I E|f)?
. (219) 1 Lf oC %

(225)
ul (E u)? L] Ejutn)?

Fotocelija koja se koristi u eksperimentu detektira otpor ovisan o intenzitetu reflektirane
zrake. Vrijednosti otpora koji detektira fotocelija prikazane su na spojenom Ohm metru
[Slika25.]. Ovisnost otpora fotocelije o intenzitetu upadne svjetlosti karakteristika je uredaja i
moze se pronaci u sluzbenim podacima proizvodaca fotocelije. Za ovu ¢eliju, koja je
standardna 8mm CdS ¢elija, karakteristi¢na krivulja koja prikazuje ovisnost otpora o
ozrafenju dana je na slici [Slika 27]. Lux je jedinica za ozracenje, Sto je fizikalna veli¢ina
direktno proporcionalna s intenzitetom zracenja, no skalira se razlicito za razlicite valne
duljine. U svakom slucaju, iz o¢itanog otpora moze se odrediti iznos ozracenja, pa time i
relativna ozracenja za razlicite upadne kutove laserske zrake i onda i relativni intenziteti

reflektiranih zraka.
1z slike [Slika 27] se vidi da je ovisnost nacrtana u log-log grafu, tj. moZze se pisati:
R=CI™ (2

pri ¢emu se eksponent moze odrediti iz grafa pomocu neke dvije tocke i u ovom slu¢aju iznosi

__log(R1/Ry) _ log(100/0.1) _3
= TogUy/ly) _ log(1/10000) &
Slika 27.
1000
3100
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®
Q
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Dakle, funkcijska ovisnost otpora o osvijetljenosti dana je s:

3
R =CIl % o

Tablica2 sadrzi prikaz eksperimentalnog mjerenja otpora detektiranog u fotoceliji u ovisnosti

o kutu reflektirane zrake o krunsko staklo[Slika26.]. Za svaki je kut vrSeno nekoliko mjerenja

te je upisana pripadna srednja vrijednost rezultata. Kako nas zanimaju omjeri intenziteta, u

tablici su najprije dani omjeri otpora, a zatim i omjeri intenziteta. Kao referentna tocka

odabrana je ona pri kojoj je mjeren najveci otpor dobiven prilikom mjerenja.

9,5 (°) R (kOhm) R/R ot L= (R/Rye)
15 3.323 0.239 6.746
20 3.357 0.241 6.655
25 3.603 0.259 6.056
30 3.883 0.279 5.481
35 4.667 0.335 4.289
40 5.130 0.369 3.781
45 6.060 0.436 3.028
50 8.383 0.603 1.964
51 9216 0.662 1.731
52 9.223 0.663 1.729
53 9.867 0.709 1.580
54 11.087 0.797 1.353
55 11.980 0.861 1.220
56 13.910 1 1
57 13.877 0.997 1.003
60 13.160 0.946 1.077
65 8.193 0.589 2.025
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70 3.403 0.245 6.536
75 2.036 0.146 12.967
80 1.306 0.094 23.434

Tablica2. rezultati eksperimentalnog mjerenja

Graficki prikaz dobivenih omjera intenziteta u ovisnosti o kutu dan je na grafu 1.

/1o

14
12}
10¢

20 30 40 50 60 70 8

Graf 1. graficki prikaz ovisnosti omjera intenziteta o kutu refleksije 9

. o}
0 kut(™)

Iz teorijskog razmatranja u poglavlju [ 4.] proizlazi da ¢e najmanji intenzitet reflektiranog
elektromagnetskog zracenja u eksperimentu s prizmom (sredstvo(2)) biti pri Brewsterovom
kutu. Dobivena ovisnost jako li¢i na graf izraza koji pokazuje intenzitet reflektirane
komponente koja je polarizirana okomito na ravninu upada. No, u nasem postavu pocetan
smjer polarizacije laserske zrake je nepoznat, a uz to se tijekom pokusu pri promjeni polozaja
prizme mijenja relativan smjer polarizacije laserske zrake i ravnine upada. Ipak, mjereni
intenzitet reflektirane zrake jednak je intenzitetu linearne kombinacije zraka polariziranih
okomito i paralelno s ravninom refleksije. Kako su ta oba intenziteta rastu¢e funkcije nakon
Brewsterovog kuta, a prvi je padajuca funkcija kuta prije Brewsterovog kuta, dobiveno
ponasanje je i ocekivano - mjereni intenzitet pada do Brewsterovog kuta, a zatim pocinje

naglo rasti.
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Iz dobivenog mjerenja moze se zakljuciti da je za krunsko staklo Brewsterov kut jednak 56°,

iz ¢ega se moze dobiti i indeks loma tog tipa stakla primjenom teorijskog izvoda (209).

n
tan(g,) = n_j (210) - (229)

Od kuda slijedi: n, = Ny tan(g,) = Nq tan(56°) (230

Uvrstavanjem indeksa loma zrak ( n;=1) u (229),slijedi eksperimentalno dobiven indeks loma

n, za krunsko staklo:

N, =1-tan(56) = 1.48 (@31

Sto se u podudara sa indeksom loma krunskog stakla iz tablica [1.48 -1.75]dobivenog

razli¢itim eksperimentalnim fizikalnim tehnikama.

Drugi dio eksperimenta se sastojao u dokazivanju transverzalnosti elektromagnetskog vala. U
istom eksperimentalnom postavu dodaje se polarizator iza lasera, ¢cime se postize da se
propusta linearno polarizirani val (poznatog smjera polarizacije), koji se odabire da bude
paralelan na ravninu refleksije pri Brewsterovom kutu. U skladu s prethodno opisanom
teorijom, pri Brewsterovom kutu prizma ne propusta paralelne komponente u smjeru
reflektiranog vala. Crvena svjetlost koju emitira laser treba potpuno is¢eznuti kad je kut upada
jednak Brewsterovom kutu. Iza laserske zrake se u odnosu na prethodni eksperiment u ovom
postavu nalazi zastor, a ne fotocelija[Slika28.]. Slicnim eksperimentalnim postupkom kao u
prethodnom slucaju (zakretanjem mehanic¢kog dijela na kojem se nalazi prizma, od nula do
devedeset stupnjeva), reflektirana laserska zraka koja je prosla kroz polarizator do prizme se

usmjerava na zastor. Sve se snima i slika.
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Slika28.

polarizator

/ prizma

/

G
zastor

\ /

intenzitet reflektirane zrake

Dakle sada se polarizatorom propusta samo jedan smjer komponenti elektri¢nog polja
elektromagnetskoga vala. Eksperiment je snimljen videom i slikan [Slika28.] - [Slika29.].
Kad je kut reflektirane zrake 9 = 15° [Slika29.(a)] na zastoru se jasno vidi intenzitet
reflektirane zrake. Kako se prizma zakrece na goniometru od petnaest stupnjeva prema
devedeset, intenzitet reflektirane zrake se postepeno smanjuje [Slika29.(a - i)]. Pri
Brewsterovom kutu koji je predviden u prvom dijelu eksperimenta pod kutom 9 = 56°, zraka
potpuno iscezava [Slika29.( j)]. Prizma se nastavlja dalje zakretati prema kutovima veéim od
Brewsterovog, ¢ime se dobiva projekcija reflektirane zrake na zastor, prikazana na
[Slika29.(k-t)]. Kako kut reflektirane zrake raste od Brewsterovog kuta ¥ = 56° prema

9 = 80°, intenzitet reflektirane zrake na zastoru se povecava.
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Slika29.

\

intenzitet reflektirane zrake

reflektirana zraka i3¢ezava u
Brewsterovom kutu
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6. Metodicki dio

Dio diplomskog rada se direktno moze primijeniti kao materijal za pripremu nastavnog
sata u gimnazijskom programu srednje Skole —u 4.razredu. U [6.1] razradena je

metodicka priprema za izvodenje nastavnog sata.

6.1. Metodicka priprema

Vrsta Skole: Prirodoslovno matematicka gimnazija
Razred: Cetvrti

Nastavni predmet: Fizika

Nastavna cjelina: Polarizacija elektromagnetskog vala
Nastavna jedinica: Brewsterovog kut polarizacije

Glavno obrazovno postignuce: eksperimentalnim radom istraziti stupanj polarizacije

reflektirane svjetlosti i Brewsterov kut.
Ocekivana ucenikova postignuéa (ishodi ucenja):
Kognitivna domena (temeljna znanja kognitivni, spoznajni - Sto ¢e ucenici):

- Opisati karakteristiku polarizacije kod transverzalnog vala

- Opisati kako se pomocu polarizatora i analizatora moze utvrditi vrsta Sirenja vala

- pomocu Snelliusovog zakona loma svjetlosti prepoznati kut pod kojim ¢e reflektirana
svjetlost biti potpuno linearno polarizirana
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primjenom Snelliusovog zakona loma svjetlosti odredi teorijski uvjet Brewsterovog

n
kuta - tan(9g,) = n—z
1

osmisliti eksperimentalni postav za istrazivanje Brewsterovog kuta polarizacije
reflektirane svjetlosti

predloziti elemente potrebne za eksperimentalni postav

iz eksperimentalnog mjerenja odrediti Brewsterov kut

iz rezultata eksperimentalnog mjerenja odrediti indeks loma n, (sredstva od kojeg se
svjetlost reflektirala) > n, = n; tan(9g,)

iz rezultata dobivenih eksperimentalnim mjerenjem odrediti valjanost teorijske
postavke polarizacije pri Brewsterovom kutu

osmisliti eksperiment kako bi se utvrdilo vrstu Sirenja reflektiranog elektromagnetskog
vala (svjetlosti) pri Brewsterovm kutu

eksperimentom istraziti vrstu Sirenja elektromagnetskog vala(svjetlosti)

navesti vrstu vala kojom se Siri svjetlost

Psihomotoricka domena (vjestine i sposobnosti):

razviti sposobnost aktivnog razmisljanja

razviti sposobnost logickog razmisljanja

razviti sposobnost osmisljavanja eksperimentalnog postava za istrazivanje fizikalnih
pojava

razviti sposobnost promatranja eksperimenta, te istrazivanje opazanja i zakljucaka
razviti sposobnost primjene gradiva na svakodnevni Zivot

afektivna domena (vrijednosti i stavovi):

Izrazavanje vlastitog misljenja

Razvijati demokrati¢nost i toleranciju tudeg misljenja
Razvijati samokriti¢nost

Razvijati samostalnost u radu i razmisljanju

Potrebna nastavna sredstva, pomagala i ostali materijalni uvjeti rada: projektor, kreda,

ploca,projektor spojen na Internet ili islandski kristal-dvolomac, opticka klupa, lasera kao

izvora elektromagnetskog vala, prikljucka na gradsku mrezu, krunskog stakla u obliku

trostrane prizme, goniometra, Ohm metra, dva para vodica, polarizator svjetlosti,fotocelija,s

dva Stapa na stalku, Sipka 2 do 3 metra duzine, elasticna opruga dugacka 2 do 3 metra,

(pomoc¢ni pribor: poluprozirni zastor, stolna lampa, stalak, ogledalo).

Tip sata: obrada novih nastavnih sadrzaja, teorija, eksperimentalno istrazivanje

Metodicki oblici rada: frontalni rad, pojedinacni rad
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Nastavne metode: usmeno izlaganje, razgovor, demonstracija, prakti¢ni rad na eksperimentu

Tijekom sata u€enici postupno upoznaju nove elemente kako bi prosirili svoje znanje. Ranije
steCena znanja i vjeStine primjenjuju u novoj situaciji. Pri uvodenju novih elemenata, ucenici

dobivaju verbalne upute uz demonstraciju i vjezbu.

Korelativne veze s preostalim predmetima i podrucjima: matematika, hrvatski jezik,

umjetnost, povijest fizike, elektrotehnika
Didakticka artikulacija sata:

1) Uvodni dio (9 minuta)

Uvodni dio prati kratku motivacijsku pricu:

Danski lije¢nik Erasmus Bartholinus (1669) donosi sa Islanda jednu vrstu kristala za koju
kaze da je jedno od najvecih ¢uda koje je stvorila priroda. Radi se o jednoj vrsti kristala
znanoj kao islandski dvolomac. Kada se gleda kroz ovaj kristal on daje dvostruku sliku
predmeta. Obicni prozirni kristali (npr. staklo), kada se gleda kroz njih, daju jednu sliku
predmeta. Erasmus smatra da je doSao do fundamentalnog problema o lomu svjetlosti kroz
islandski dvolomac, uz to jo$ otkriva da se svjetlost u dvolomcu lomi na dvije zrake. Huygens

prvi pretpostavlja da se u dvolomcu radi o polarizaciji valova svjetlost.

Pariska akademija znanosti 1808. godine raspisuje nagradu za najbolje objasnjenje
fenomena dvostruke slike predmeta u dvolomcu. Potaknut tom nagradom Malus radi
niz eksperimenata sa dvolomcem. Provode¢i tako dugo vremena proucavajuci
dvolomac, slucajno se dogodilo da ga je u jednom trenutku usmjerio prema svjetlosnoj
zraci reflektiranoj od prozora jedne palace. Na veliko iznenadenje u dvolomcu se ovaj

put pojavila samo jedna zraka (odnosno jedna slika predmeta).

Kut kod kojeg se u dvolomcu pojavljuje samo jedna zraka eksperimentalno je odredio
Skotski teolog i fizicar David Brewster (1781-1868). Eksperimentalno je utvrdio kut,
pod kojim je potrebno da svjetlost upadne u prozirno dielektri¢no sredstvo, kako bi
reflektirani dio svjetlosti koju je Malus vidio u dvolomcu bio potpuno linearno

polariziran.

- Znamo da su nam elektromagnetski valovi intuitivno apstraktniji!
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- Sakojom vrstom intuitivnih valova ih mozemo pokusati usporediti?

¢ Sa mehanickim valovima

- Koje karakteristike znate da imaju mehanicki valovi a imaju ih i
elektromagnetski valovi

e Interferenciju i ogib

- Izvedimo jedan eksperiment sa mehani¢kim valovima koji bi nam mogao
posluzit za bolje razumijevanje elektromagnetskih valova:

Prvi eksperiment:

( Uzmemo eksperimentalni postav od ravnog uzeta jednim krajem ¢vrsto privezanim, dok

drugi slobodni kraj sluzi za titraje, te dva para jednostavnih ravnih $ipki.)

Postavimo par Sipki okomito zabijenih u zemlju te drugi par simetri¢no postavljen u odnosu

na prvi. Neka ravno uze prolazi izmedu paralelnih Sipki kroz oba para [Slika16].

- Prozivanjem nekoliko ucenika da sudjeluju u demonstracijskom izvodenju
pokusa. Slobodni kraj uzeta titrajte okomito u svim smjerovima, tako da se
titraji prenosi valom okomito na sredstvo (uze) [Slikal6 (a)].

- Kakvo je vase zapazanje eksperimenta?

e Valovi od slobodnog kraja uzeta (izvora) do prvog para paralelnih Sipki ¢ine
nepolarizirani val. Prolaskom vala kroz prvi par Sipki titranje postaje
usmjereno. Cestice sredstva (uZeta) titraju paralelno sa duzinom Sipki.

- Zatim zakrenite drugi par Sipki za 90° stupnjeva [Slikal6 (b)]!

- Sto o¢ekujete da ée se dogoditi sa titranjem vala iza drugog para ipki?

e Titranje se nastavlja

e Titranje prestaje

- Slobodni kraj uzeta titrajte okomito u svim smjerovima, tako da se titraji
prenosi valom okomito na sredstvo (uze).

- Sto ste zapazili u eksperimentu?

e Prethodno linearno polarizirani val kroz prvi par Sipki zakretanjem Sipki za
devedeset stupnjeva u drugom paru — val prestaje trati [Slikal6.b].

- Kako biste osmislili eksperiment kojem biste ispitali, kakva svojstva bi
longitudinalni val imao prolaskom pri uvjetima koje smo postavili za
transverzalni val

e Umjesto uzeta bismo postavili elasticnu oprugu da prolazi kroz par Sipki, kojoj
bismo dali valni puls u smjeru polozenih opruga.

Pod istim uvjetima kao za prethodni slucaj kod transverzalnog vala

- Polozite pravocrtno oprugu kroz po dva para paralelnih sipki, te joj dajte puls
u smjeru Sirenja vala.

- Pod istim uvjetima kao za transverzalni val [Slikalé6.c].

- Sto ste zapazili u eksperimentu za longitudinalni val kroz Sipke?

Val se nastavlja titrati bez promjene u Sirenju
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Slika 16(a,b,c).

~0eee

2) Glavni dio (33min)
Kada smo slobodni kraj uzeta titramo okomito u svim smjerovima, tako da se titraje prenosilo
valom okomito na sredstvo (uze). Valovi od slobodnog kraja uzeta (izvora) do prvog para

paralelnih $ipki €inili su nepolarizirani val. Prolaskom vala kroz prvi par Sipki titranje postaje

usmjereno. Cestice sredstva (uZeta) titraju paralelno sa duzinom $ipki. Takvo titranje vala se
moze smjestiti u ravninu [Slikal7], i val je tad transverzalno polariziran. Ako polarizirani val
titra u jednoj ravnini tad je on linearno polariziran, naime val se tad u smjeru Sirenja moze
projicirat duz jedne linije. Prethodno linearno polarizirani val kroz prvi par Sipki, zakretanjem
u drugom paru Sipki za devedeset stupnjeva val prestaje trati [Slikal6.b]. To je svojstvo
transverzalnih valova. Prvi par $ipki nazivamo polarizator dok drugi par nazivamo
analizator. Svojstvo je longitudinalnih valova da bez promjene titranja prolaskom kroz

polarizator i analizator nastavljaju propagaciju titranjem.
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Slikal7.

ravnina titranja
\/ \/ \/ pravac 3irenja vala

duzina projekcije vala

Nepolarizirani elektromagnetski val ili obicna svijetlost : prethodno opisani transverzalni
mehanicki valovi se Sire kroz sredstvo titranjem Cestica sredstva okomito na smjer Sirenja
vala. elektromagnetski valovi Sire se titranjem elektri¢nih i magnetskih polja okomito na
smjer Sirenja vala. Nacin na koji ¢e elektri¢ni vektori titrati ovisi o na¢inu kojim izvor
elektromagnetskog vala titra. Ako je izvor umjetni linearni pravocrtni u kojem naboj titra
pravilno (primjer ravne antene), tad je nastali elektromagnetski val transverzalan linearno
polariziran(sinusoidnog oblika). Medutim, prirodni izvori elektromagnetskih valova nemaju
takav stalni pravilni kontinuirani izvor. Primjeri takvih izvora mogu biti zvijezde u kojima se
pod utjecajem gravitacije laksi kemijski elementi spajaju u teze, od kuda se oslobada dio
energije u obliku elektromagnetskog vala. Cesti izvori elektromagnetskih valova su prijelazi
elektrona unutar orbita atoma koji emitiraju elektromagnetski val. Pojedinacni prijelazi se
Svijetlost dobivena duzim vremenskom intervalom od takvih izvora je nepolarizirana. To je
stoga $to takvi izvori sadrze mnostvo atoma koji emitiraju elektromagnetske valove, prijelazi
se dogadaju na razli¢ite nacine. Ukupna svijetlost koju dobijemo takvim izvorom je zbroj svih
dobivenih emisijom iz atoma. Statisticki gledano vektori takve svijetlosti se nalaze u svim
smjerovima okomito na smjer Sirenja, Sto je ukupno gledano nepolarizirana svijetlost. Kako
elektricni vektori titraju okomito na smjer Sirenja vala njihove se komponente mogu rastaviti
na dvije medusobno okomite komponente. Nepolarizirana svjetlost se u geometrijskoj optici
prikazuje simbolom [Slikal8(a)]. Linearno polarizirani val koji titra u ravnini crtanja dan je

na[Slika18(b)]. Val okomito polariziran na ravninu crtanja je dan na [Slikal8(c)]. Kao
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ravnina polarizacije linearnog elektromagnetskog vala se uzima ravnina u kojoj titra

elektricno polje

Slika18(a,b.c)

Postoji veliki broj fizikalnih eksperimentalnih tehnika pomocu kojih se moze od
nepolariziranog elektromagnetskog vala dobiti usmjereno titranje elektri¢nog polja,
odnosno polarizirani elektromagnetski val. Jedna od takvih fizikalnih eksperimentalnih
tehnika je polarizacija elektromagnetskog vala (svijetlosti) refleksijom o glatku

prozirnu povrsinu dielktrika, odnosno interakcija elektromagnetskog vala i materije.

- Pomocu zakona refleksije svjetlosti od glatkog prozirnog sredstva i prethodnog
teorijskog razmatranja povezanog sa slikom [Slikal8(a,b,c)], skicirajte ulaznu,
transmitiranu 1 reflektiranu zraku svjetlosti, tako da rastavite elektricne vektore
(elektromagnetskog vala) na komponente koje titraju u ravnini refleksije i okomitoj
ravnini na tu ravninu!

®

X L
Xk AT,
X AL $ 7 - 9(;’
tr

e >
w ) \2 '\,v/ up

-vektor paralelan naravninu " Py
n, Sredstvo(1)

n; L_) Sredstvo(2)
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Zatim istu skicu crtamo na plocu kako bi ju svi mogli protumaciti, skica na ploci je uredena
tako: da je kut izmedu reflektirane i transmitirane zrake jednak devedeset stupnjeva. Kako su
upadni i reflektirani kut kod glatkog prozirnog sredstva za refleksiju svjetlosti jednaki —
onda su i kutovi (9, + T = 90°), jer je ukupni kut otklona na lijevoj strani okomice

jednak 180° [ Slika24.].

(Crtanje si izvodi tako da reflektirani dio zrake na skici ostaje nepopunjen sa simbolima
polarizacije. Cilj je da ucenici zajednicki utvrde kakav simbol polarizacije ¢e tada imati

reflektirani val)

Slika24.

up Brewster

: e
Ny b b/
Y\ 4

X e
s N

./vektor paralelan na ravninu ( \K[90° Sredstvo(1)
nj y)‘ Sredstvo(2)
L
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'\ _x
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- Kakav simbol polarizacije sada predvidate za reflektiranu svjetlost?
Kako se na granici dva sredstva ulazna zraka svjetlosti razdvaja na transmitirani i reflektirani

dio.

- Razmotrimo: sto bi se dogodilo kada bismo translatirali elektricne vektore koji
titraju u ravnini refleksije transmitiranog vala na granicu dva sredstva.
- Kako bi tada u granici dva sredstava titrale te paralelne komponente elektri¢nog
vektora u reflektiranoj svjetlosti?
e Titrale bi u smjeru Sirenja reflektirane svjetlosti
- Kakvu vrstu vala bi tada predstavljalo titranje paralelnih komponenti u
reflektiranoj svjetlosti?
e Longitudinalnu vrstu vala
- Kako bi u granici dva sredstava titrale okomite komponente elektri¢nog vektora u
reflektiranoj svjetlosti?
e Titrale bi okomito na smjer Sirenja vala
- Kakvu vrstu vala bi tada predstavljalo titranje okomitih komponenti u
reflektiranoj svjetlosti?
e Transverzalnu vrstu vala
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- Na temelju onog $to znate o elektromagnetskom valu: §to biste rekli kakvo ¢ée biti
konacno titranje paralelnih a kakvo okomitih komponenti u reflektiranom djelu
svjetlosti?

e Svjetlost je elektromagnetski val kod kojeg vektori elektricnog i na njih
okomitog magnetskog polja titraju okomito na smjer Sirenja val.

e Stoga ocekujemo da ¢e tada u reflektiranoj svjetlosti titrati samo okomite
komponente elektricnih vektora

Upadni kut pod kojim se to dogada nazivamo Brewsterov kut 9,,,,= 9g,, reflektirana

svjetlost je tada potpuno linearno polarizirana.

- Sto o¢ekujete kakav je intenzitet reflektirane svjetlosti u Brewsterovom kutu a
kakav je izvan njega?

e Intenzitet je proporcionalan sa amplitudom elektri¢nog polja, o¢ekujemo da je
najmanji u Brewsterov kutu. Jer nedostaju paralelne komponente elektricnog
polja u reflektiranoj svjetlosti.

- Pomocu Snelliusovog zakona loma (n, sin(9,;,) = n, sin( 1)) i uvjeta kojim
reflektiranai i transmitirai dio svjetlosti zatvaraju kut od devedeset stupnjeva u
Brewsterovom kutu. Odredite uvjet pod kojim ¢e biti realiziran Brewsterov kut!
®

ny sin(yp) = n, sin(74)

ny sin(Yyp) =Ny, sin(90° - Hyp)
nq sin(9yp) = nyc0s (Jyp)

Dijeljenjem sa ny cos (9,), slijedi
tan(9,p) = tan(9g,) = =
an( up) - an( Br) - ny

- Kako biste vi osmislili eksperiment u kojem biste odredili Brewsterov kut?
e Pustili bismo lasersku svjetlost da prolazi kroz zrak, koji je -sredstvo indeksa
loma n,,0d kuda bi okomito ulazila na staklenu prizmu.
Prizma se staklo nalazi na instrumentu sa kojega se mogu o€itati kutovi kako

se staklo rotira.
Zatim bismo polagano rotirali staklo tako da se reflektirana svjetlost usmjeri na

instrument, sa kojeg bismo mogli odrediti intenzitet reflektirane svjetlosti
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Za svaki otklon oc¢itavamo reflektirani kut svjetlosti i biljezimo njezin
intenzitet.

Tamo gdje je intenzitet najmanji predvidamo Brewsterov kut.

Napravimo eksperiment kako bismo odredili Brewsterov kut (Napomena: eksperiment je
jako osjetljiv, potrebno je do dva sata kako bi se osjetljivost za ocitavanje mjerenja namjestila.
Kako bi se mjerenje moglo izvrsiti tokom sata potrebno je prije sata pripremiti i namjestiti

eksperimentalni postav)

Eksperimentalno odredivanje stupnja polarizacije i Brewsterov kut

Eksperimentalni postav [Slika 25] sastoji se od: 1. opticke klupe, 2. lasera kao izvora
elektromagnetskog vala, 3. prikljucka na gradsku mrezu, 4. krunskog stakla u obliku trostrane
prizme, 5. goniometra , 6. om metra, 7. dva para vodica, 8. Fotoéelije 9.(pomoénog pribora:

poluprozirni zastor, stolna lampa, stalak, ogledalo).

Slika 28.

Spajanjem lasera na izvor napona gradske mreze on emitira usmjereni elektromagnetski val
kroz sredstvo(1) koje €ini zrak indeksa loma n,. Cilj poCetnog djela eksperimenta je lasersku

zraku usmjeriti da okomito prolazi iz sredstva(1l) kroz drugo sredstvo(2), koje ¢ini krunsko
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staklo indeksa loma n,. Prizma se nalazi na stalku goniometra poloZena tako da jedna stranica
prizme zauzima okomit polozaj na ulaznu lasersku zraku. Preciznost okomitog ulaza postize
se postavljanjem prizme u polozaj u kojem ulazna zraka izlazi van kroz brid nasuprotan
stranici ulaza. Zatim se podese elementi goniometra i visina lasera na optickoj klupi tako da
se reflektirana zraka od prve ulazne stranice prizme vrati u izvor lasera. Fotocelija se postavi
na pomicni dio goniometra povezanog s noniusom pomi¢ne mjerke, tako da reflektirana zraka
pod svakim kutom moze padati na fotoceliju. Zatim se pomicni dio goniometra postavi tako
da je polozaj fotocelije ispred prizme, tako da laserska zraka prolazi sa straznje strane kroz
fotoceliju. Tad se ocita kut pri kojem se nula noniusa poklopi s vrijednoséu skale nepomi¢nog
dijela goniometara. Ta vrijednost predstavlja otklon reflektirane zrake od okomice na ulaznu
stranicu prizme (nula stupnjeva(0°)). Eksperimentalno mjerenje vrsi se tako da se otkloni
pomicni dio goniometara na kojemu se nalazi fotocelija te se oCita kut otklona. Zatim se
zakrene metalni dio goniometra na kojemu se nalazi prizma tako da reflektirana zraka pada na
fotocelije koja je spojena na om metar. Radi se niz otklona te se za svaki otklon mjeri
vrijednost otpora na fotoceliji. Princip rada fotocelije dan je tvornickim uputama proizvodaca,

u glavnom relativni intenzitet koji detektira fotocelija obrnuto je proporcionalan

- Koji biste iznos kuta iz eksperimentalnog mjerenja uzeli kao Brewsterov kut?
e Tamo gdje je intenzitet najmanji na kutu od 56°
- Pomocu dobivenih rezultata odredite indeks loma krunskog stakla, indeks loma
zraka je poznat n; =1
[ ]

tan(9,p) = tan(9g,) = Z—j

n, =n, tan(dg,) = ny tan(56°) = 1.48

- Usporedite dobiveni indeks loma krunskog stakla za isti materijal iz sluzbenih
stranica za indeks loma tog materijala (u tablicama ili na internetu).
e Nas je indeks loma krunskog stakla n, =1.48, dok je u sluzbenim tablicama
indeks loma za necisto krunsko staklo u rasponu [1.48 ,1.75]
- Sto mozete zakljuéiti o teorijskom izvodu za Brewsterov kut i rezultata
dobivenih eksperimentalnim mjerenjem?
e Eksperimentalno mjerenje se podudara sa teorijskim predvidanjem, stoga je
rezultat dobiven eksperimentalnim mjerenjem opravdan

- Kako biste sada mogli odrediti koju vrstu valnog Sirenja ima svjetlost?
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e Na polarizirani bismo val postavili analizator koji bismo zakrenuli okomito na
ravninu u kojoj titraju elektri¢ne komponente. Ako bi svjetlost is¢eznula radilo
bi se o transverzalnom Sirenju elektromagnetskih valova(svjetlosti)

e Pustili bismo da u prizmu pod Brewsterovim kutom ulaze samo paralelne
komponente na ravninu refleksije. U koliko bi tada svjetlost iS¢eznula radilo bi
se o transverzalnom Sirenu elektromagnetskih valova. Ukoliko bi svjetlost pod
Brewsterovim kutom postojala, radilo bi se o longitudinalnoj vrsti Sirenja
vala.

Drugi dio eksperimenta:

Drugi dio eksperimenta se sastojao u dokazivanju transverzalnosti elektromagnetskog
vala. U istom eksperimentalnom postavu dodaje se polarizator iza lasera, ¢ime se
postize da se propusta linearno polarizirani val (poznatog smjera polarizacije), koja se
odabire tako da bude paralelan na ravninu refleksije pri Brewsterovom kutu. U skladu
sa prethodno opisanom teorijom u Brewsterovom kutu prizma sada ne propusta
paralelne komponente u smjeru reflektiranog vala. Crvena svjetlost koju emitira laser
treba potpuno is¢eznuti kada je kut upada jednak Brewsterovom kutu. Iza laserske
zrake se, za razliku od prethodnog eksperimenta nalazi zastor, a ne
fotocelija[Slika28.]. Slicnim eksperimentalnim postupkom kao u prethodnom slucaju
(zakretanjem mehanickog dijela na kojem se nalazi prizma, od nula do devedeset
stupnjeva), reflektirana laserska zraka koja je prosla kroz polarizator do prizme se

usmjerava na zastor. Sve se snima i slika.

Slika28.

polarizator

/ prizma

/

gl

zastor

\ /

intenzitet reflektirane zrake
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Sada se polarizatorom propusta samo one komponenti elektri¢nog polja elektromagnetskoga
vala koje titraju u Brewsterovom kutu paralelno sa ravninom refleksije. Eksperiment se
snima videom i slika. Kada je kut reflektirane zrake 9 =~ 15°, na zastoru se jasno vidi
intenzitet reflektirane zrake. Zatim se prizma vrti na goniometru od petnaest stupnjeva prema
devedeset. Intenzitet reflektirane zrake postepeno se smanjiva, te u eksperimentalno
predvidenom Brewsterovom kutu (pod kutom 9 = 56°), zraka potpuno i§¢ezava. Prizma se
nastavlja zakretati prema kutovima ve¢im od Brewsterovog kuta, time se dobiva projekcija
reflektirane zrake na zastoru. Kako kut reflektirane zrake raste od Brewsterovog kuta

Y = 56° prema 9 =~ 80°, intenzitet se reflektirane zrake na zastoru povecava.

- Sto iz eksperimenta mozete zakljuéiti, kakva je vrsta §irenja elektromagnetski val
(svjetlosti)?
e Svyjetlost se Siri kao elektromagnetski val transverzalne vrste

3) Zakljucak (3min)

Konaéni zakljucak rada: svjetlost je elektromagnetski val transverzalne vrste, kod kojeg
vektori elektric¢nog i magnetskog polja titraju medusobno okomito i zajedno titraju okomito na

smjer Sirenja vala.

Zaklju¢na motivacijska pric¢a, nadovezana na uvodnu pricu:

Kasnije je utvrdeno da se nepolarizirana svjetlost moze rastaviti na dvije komponente
elektricnog polja: okomitu i paralelnu. Kada takva svjetlost prode kroz dvolomac, unutar
kojega postoje dva dijela sa razli¢itim indeksima loma, dio sa jednim indeksom loma
djeluje na okomitu komponentu elektri¢nog polja, daju¢i mu jednu vrstu loma, dok dio sa
drugim indeksom loma djeluje na paralelnu komponentu elektri¢nog polja, daju¢i mu
drugu vrstu loma. Tako u dvolomcu postoje dva polarizirana vala svjetlosti. Malus je
gledajuci reflektiranu zraku u Brewsterom kutu dobio samo jedan polarizirani val

svjetlosti.
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7. Zakljucak

Rad je krenuo iz prethodno poznate Cinjenice da elektromagnetsko zracenje pokazuje valna
svojstva interferencije i ogiba, $to je postalo polaziste za diplomski rad koji vrstu valnog
Sirenja. Kako se radi o intuitivno apstraktnoj vrsti valnog Sirenja, kao uvod u matematicke i
eksperimentalne karakteristike elektromagnetskog vala rade se intuitivno zomniji i jasniji
mehanicki valovi, u kojim se energija prenosi kroz sredstvo titranjem cestica oko ravnoteznog
polozaja do kojih dopire poremecaj. Prijenos se odvija u obliku vala gdje se prenosi samo
valni poremecaj, bez translacije Cestica koje titraju oko ravnoteznog polozaja. Kako se
energija vala moze prenositi razli¢itom vrstama titranja ¢estica postoje podjele vrsta valova:
Za Cestice sredstva koje titraju okomito na smjer Sirenja vala — kaze se da je val
transverzalan(primjer: Sirenje valova na vodi); dok za Cestice sredstva koje titraju u smjeru
Sirenja vala kaze se da je val longitudinalan(primjer: Sirenje zvuka kroz zrak). Vrsta kojoj val
pripada moze se odrediti eksperimentalnom tehnikom polarizacije valova (opisanom u
poglavlju [4.1.]). Kao matematicki vazan izvod usporedbe mehanickih valova s
elektromagnetskim, istice se primjer iz poglavlja [2.1.3] za jednadzbu transverzalnog vala na

homogenoj zici. Dobiva se matematicki opis valnog Sirenja, oblika:

1 92¥(xy,zt)
v2 at?

V2 ¥(x,y,z71t) - =0 (54

Polaskom od poznatih ¢injenica kako mehanicki valovi pokazuju karakteristicna svojstva
interferencije i ogiba te istih svojstva elektromagnetskih valova, opravdan je razlog primjene
intuitivno jasnijih mehanickih valova kao pokusaj razumijevanja apstraktnijih
elektromagnetskih valova. Povucena je usporedba titranja ¢estica mehanickih valova s
titranjem elektri¢nih i magnetskih polja elektromagnetskog vala, uz jasno poznatu razliku
dobivenu eksperimentima: za Sirenje mehanickih valova potrebno sredstvo dok za
elektromagnetske valove nije. Skotski fizicar James Clerk Maxwell formira jednadzbe koje

op¢enito povezuju elektri¢no polje E i magnetsko polje B.

Integralni oblik Diferencijalni oblik
L. > = 1 V-BE=divE="
g‘ﬁp E-dP=; fffv pdV V-E=divE .
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3- = 4= da = - - s 0 —
G E 45 =-— [f, BaP VXE=rotE=-—B8
4 | ¢ Bds-p(fl, -aP’ + L[], <E-dP) T Ty .
dt

Tablical. Maxwellove jednadZbe

Diferencijalne Maxwellove jednadzbe iz [tablice 1.] imaju jednostruku primjenu operatora v

odnosno derivacija. Po uzoru na mehanicki dobivenu valnu jednadzbu za izvod valne

elektromagnetske jednadzbe radi se druga derivacija (odnosno primjena drugog operatora v )

na diferencijalni oblik jednadzbi iz [Tablicel.] za slucaj u vakuumu. Slijede dvije jednadzbe:

Prvo, valna jednadZba elektromagnetskog za elektri¢no polje.

23

vE uelioo
L ez (131)

Ovaj diferencijalni oblik se podudara s opcenitim oblikom valne jednadzbe (s4).
Drugo, valna jednadZba elektromagnetskog za magnetsko polje.

vB-pell o
! 5c2 (133)

Kad usporedimo ove dvije valne jednadzbe s prethodno dobivenom valnom jednadzbom (54
te uvjeta da se elektromagnetski val nalazi u vakuumu, uz permeabilnost i dielektricnost dano

konstantama za vakuum (i, &y). Slijedi da je brzina elektromagnetskog vala

1
il OB L

1

v Hoéo

od kuda je v = (135).
Uvrstavanjem vrijednosti ([, &) za vakuum, dobije se brzina v = ¢ = 2,99793 - 108 m/s,
koja se podudara s eksperimentalnom brzinom svijetlosti dobivenom Michelson i

Morleyevim eksperimentom. To je potvrda o ispravnosti Maxwellovih koja daje uvjerljiv

teorijski i eksperimentalni dokaz o valnom S$irenju elektromagnetskog vala.
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Time je opravdan pothvat diplomskog rada, da se utvrdi vrsta Sirenja elektromagnetskog vala.
Ponasanje apstraktnog elektromagnetskog vala se ponovno moze usporediti sa intuitivno
jasnijim mehanickim valovima i karakteristikom polarizacije vala, opisane u poglavlju[4.1], a

prikazane zornom skicom slike [Slikal6(a,b,c)].

Slikal6(a,b,c).

Ako bi elektromagnetski val bio longitudinalan, tad bi prolaskom kroz polarizator i analizator
nastavio titranje Sirenjem bez promjene [Slikal6(c)]. No, ako je val transverzalan prolaskom
kroz polarizator poprima polarizirani oblik [Slikal6(a)], te gubi dio intenziteta. Potpuni
eksperimentalni dokaz transverzalnog Sirenja vala se postize primjenom analizatora na
polarizirani val, postupkom kojim se analizator moze postaviti u polozaj gdje ukupni
polarizirani val iSCezava [Slikal6(b)]. Upravo takav eksperimentalni pothvat je slijedio

ovaj rad!

Moze postojati vise eksperimentalnih tehnika polarizacije vala, a ovaj rad se bavi tehnikom
refleksije elektromagnetskog vala od glatkog prozirog dielektri¢nog sredstva. Potpuni
teorijski opis takvog oblika polarizacije vala postize se izvodom Fresnelovih jednadzbi, u
kojima se uzima transverzalno Sirenje elektromagnetskog vala iz jednog sredstva( n,) u drugo
sredstvo( n,), pri cemu dolazi do refleksije i transmisije. Ta pretpostavka vodi na titranje
elektricnih i magnetskih vektora okomito na smjer Sirenja vala. Svaki se taj vektor moze
rastaviti na komponente u kojem postoji proizvoljni odabir projekcija na koju se moze vrsit
rastavljanje komponenti. Uzima se da se rastavljanje vrsi na ravninu refleksije oznake(||) 1

okomito na tu ravninu oznake(l). Bez obzira emitirali laser u eksperimentu nepolarizirane ili
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polarizirane elektromagnetske valove, komponente vektora se mogu rastaviti na te dvije

ravnine.

Kako se elektromagnetski val $iri iz jednog sredstva u drugo on se u odnosu na okomicu
djelom reflektira pod kutom () a djelom transmitira pod kutom (7). Kljucni uvjet izvoda
Fresnelovih jednadzbi postize se na granici dva sredstva, primjenom Maxwellovih
jednadzbi integralnog oblika na elektri¢ne i magnetske vektore vala na toj granici. Slijedi
kljucni rubni uvjet prijelaza, koji je za horizontalnu komponentu elektricnog vektora

kontinuiran (159);

Ehorizontalnont = Ehorizontalno.n2 (159)

Kad se na ovaj uvjet (159) primjene tangencijalne komponente upadnog, reflektiranog i

transmitiranog vala za okomite komponente E (1), slijedi:

E o1 t E.er.nl = E trnz (163

Svaki od tih elektri¢nih vektora ima pripadni okomiti magnetski vektor. Komponente se mogu
rastavit na vertikalne i horizontalne [Slika22]. Za pripadne horizontalne komponente vrijede
granicni uvjeti dobiveni primjenom Maxwellovih jednadzbi integralnog oblika, od kuda na

granici dva sredstva vrijedi:

Bhorizontaln1 = Bhorizontaln2 (prozimo sredstvo p, = 1) (162)

Rastavom komponenti i pripadnih kutova (upada, loma i refleksije), te primjenom rubnih
uvjeta slijedi izvod Fresnelovih jednadzbi, detaljno obraden u poglavlju[4.2]. Kao rezultat
slijedi Cetiri jednadzbe omjera paralelnih(||) komponenti upadnog-reflektiranog vala, te
omjeri okomitih(A) komponenti upadnog- reflektiranog vala, te ista vrsta omjera za
transmitirani 1 ulazni val. U eksperimentalno-teorijskom interesu oni omjeri u kojim su

sadrzane reflektirane komponente vala, a to su:
1.Fresnelova jednadzba (174) :

Eirfn1 o :sin(t—ﬂ)
AL Sin(t+9)

(174) = (201)
E)uin

3.Fresnelova jednadzba (191):
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Elrfn1 _ _ tan(9-1)
E||ul.n1 All tan(J+1)

(191) = (204)

Kljucni teorijski izvod slijedi kada zbroj upadnog i transmitiranog kuta u 3.Fresnelovoj
jednadzbi (204) dosegne devedeset stupnjeva. Tad je argument u nazivniku (204) jednak 9,,,+
Ty-= 90° — te funkcija tangens ide u beskonacnost tan(dy, + T4 = 90°) - oo;
Beskonacno velik nazivnik ima kao posljedicu smanjivanje izlaza prema nuli. Pod tim
uvjetom u reflektiranom elektromagnetskom valu ostaju samo komponente vektora koje
titraju okomito na ravninu refleksije, to znaci da je val tada potpuno linearno polariziran. Kut

upada pod kojim se to dogada naziva se Brewsterov kut, ¥,,,= Up,..

E|rfn1

kad je Oy,+ 74y % 90° - tan(dy, + T4 = 90°) — oo slijedi = pa)|(9up)=0 (206)

E|jutn1

Tad je kut (9= Ug,), definiran kao Brewsterov kut pod kojim se dogada polarizacija.

Primjenom Snelliusovog zakona (148) loma za Brewsterov kut, slijedi:

ny sin(9g,) =n, sin( ) (207)
n, sin(Og,) =n, sin(90° - Ig,) (208)
n, sin(Yg;) =n,cos (Vgy) (209)

dijeljenjem (209) sa ny cos (9g), slijedi 210y

n
tan(9g,) = n_j (210)

To je uvjet ulaznog kuta (9g,) pod kojim je reflektirana zraka elektromagnetskog vala
potpuno linearno polarizirana. To je bio prvi cilj eksperimentalnog dijela rada (potvrditi ili

opovrgnuti teorijski 210) uvjet stupnja polarizacije reflektiranog elektromagnetskog vala).

Detaljni opis eksperimentalnog rada proveden je u poglavlju [S.]. Svjetlost laserske zrake se
kroz sredstvo(1- zrak) pusti da okomito prode kroz sredstvo(2- krunsko staklo). krunsko
staklo u obliku prizme nalazi se na pomi¢nom djelu goniometra, dok se na drugom pomi¢nom

dijelu s noniusom za ocitavanje kutova nalazi fotocelija. Pazljivo se prizma namjesti tako da
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reflektirana zraka bude pod kutom otklona nula(0°), to jest reflektirana se zraka vrati u izvor
lasera, §to je oznaka za 9 = 0°. Zatim se fotocelija spojena na pomicni dio goniometra postavi
tako da laserska zraka prolazi to¢no kroz detektor straznje stane fotocelije. Nonius pomi¢nog
dijela goniometra poklopi se sa skalom na nepomi¢nom dijelu goniometra $to se uzima kao
kut otklona od 9 = 0°. Eksperimentalno mjerenje se provodi tako da se fotocelijaod 9 =0°,
postepeno otklanja korak po korak prema veéim stupnjevima otklona. Za svaki stupanj
otklona fotoceliju zakrene se pomic¢ni dio goniometra (s prizmom) tako da reflektirana zraka
potpuno pogada fotocelije, koja je spojena na ohm metar. Mjerni princip rada fotocelije dan je
sluzbenim tvorni¢kom opisom, prikazanim u poglavlju[S.]. Svaki kut otklona reflektirane
zrake 1 pripadne vrijednosti o¢itane ohm metrom dobivene detekcijom fotocelije se biljeze.
Takvo se mjerenje izvodi nizom ponavljanja racuna srednja vrijednost rezultata, koja je
prikazana u [Tablici2.]. Proporcionalnost intenziteta elektromagnetskog vala 1 kvadrata
amplitude elektricnog polja tog vala dobije se primjenom Poyntingovog vektora:

ExB E? N Eg? 1

-5 S=— - §=1="- 51 x E,?
u cu cu 2

§:

Sljedeca usporedba proporcionalnosti omjera intenziteta radi se kvadriranjem Fresnelovih
jednadzbi:

Ir_f o (Elrf)z

b o Erp)?
] (EJ_ul)Z

219) 1
Ly (E)utn1)?

(225)

detekcijom reflektirane zrake pomocu fotocelije moze se odrediti njen relativni intenzitet. To
vodi na opravdanost proporcionalnosti omjera intenziteta i kvadrata rjeSenja Fresnelovih
jednadzbi (219) 1 (225), kojima se moze teorijski pretpostaviti ponasanje intenziteta kod
eksperimentalnog mjerenja. Kako se u nazivniku nalazi funkcija tangens s argumentom zbroja
kutova ulazne i transmitirane zrake 9, 747, to vodi o¢iglednom padu intenziteta kada se
upadni kut 9,,,, priblizava Brewsterovom kutu, gdje je intenzitet najmanji. Zatim opet raste
kako se kut povecava od Brewsterovog (za ¥, > Ug, ). To je i teorijski opravdano jer se
smanjuje paralelna (||) komponenta elektricnog vektora kako se upadni kut priblizava

Brewsterovom , gdje potpuno is¢ezava paralelna komponenta.

Tad se iz rezultata eksperimentalnog mjerenja prikazanog u [Tablici2.] 1 pripadnog grafikona

[Graf 1.] na minimalnoj vrijednosti intenziteta odreduje Brewsterov kut, to je na 9,,= 56°.

94



Ako je predvidanje eksperimentalnog mjerenja tocno, tada bi se taj rezultat morao podudarati

sa teorijskim izvodom (210).

n
tan(9g,) = n_j (210),

slijedi: n, = tan(9g,) = n, tan(56)
Kako je n; u eksperimentu indeks loma zraka, slijedi n,=1, odnosno:
n, =1-tan(56) = 1.48

U eksperimentu se koristila prizma krunskog stakla koja je predstavljala oznaku za

sredstvo(2) indeksa loma n,. Cija vrijednost je u rasponu:
n, €[1.48,1.75]

To se podudara s vrijednosti dobivenom iz eksperimentalnog mjerenja! Dakle teorijski izvod
se poklapa s eksperimentalnim. To je relevantni dokaz o ispravnosti eksperimentalnog

odredivanja Brewsterovog kuta kod krunskog stakla, koji iznosi 9,,,= 9g, = 56°.

Prethodno opisana teorija dobivena iz Fresnelovih jednadzbi upucuje na fizikalnu

karakteristiku reflektirane zrake pri Brewsterovom kutu.
Paralelna || komponenta amplitudne reflektancije kod Brewsterovog kuta je:

E|jrfn1

za (Ot 14-=90°) = tan(Fyp + T¢r = 90°) — ocoslijedi = P4)|OBrewster)=0 210)

E|juln1

dok je okomita A komponenta amplitudne reflektancije kod Brewsterovog kuta:

Eirfn1 o (19 ) _ sin(t-9)
Eluint Pa1\YBrewster sin(t+9)

za (9, 7= 90°); tad je (200 =0 @1

Slikovit opis elektromagnetskog vala pri Brewsterovom kutu prikazan je skicom [Slika24.].
Kad je postignut Brewsterov kut za ulazni val ( 9= 9g;), tad je po zakonu geometrijske
optike refleksijom ulazni kut jednak reflektiranom (9= 9g,= 9,¢). Kako iz uvjeta
Brewsterovog kuta vrijedi (9, 7= 90°) mora vrijedit i (9, + 74— 90°). Kako se kutovi
refleksije i transmisije nalaze na desnoj strani okomice (Zuta linija na [Slika24.]), ukupni

maksimalni kut zbroja (9.t 74-) koji se moze postiéi na toj strani jednak je 180°.Tad
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Brewsterov kut izmedu reflektiranog i transmitiranog vala iznosi 180°- (9,¢+ 7¢-) = 180°- 90°

=90°, Slika24.
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Tu slijedi teorijska poanta! Moze se vidjeti da bi paralelne (]|) komponente
elektromagnetskog vala titrale u smjeru Sirenja reflektiranog vala, Sto bi predstavljalo
longitudinalnu karakteristiku Sirenja komponenti (||) u reflektiranom valu. No, iz Fresnelovih
jednadzbi pri Brewsterovom kutu paralelne (na plohu refleksije) komponente
elektromagnetskog vala ne mogu postojati u reflektiranom valu. Tad postoje samo okomite(L)
komponente elektri¢nog polja kod reflektiranog elektromagnetskog vala, §to vodi potpunoj
linearnoj polarizaciji vala u Brewsterovim kutu. Sto je teorijska pretpostavka o transverzalnoj

vrsti Sirenja elektromagnetskog vala.
Upravo ovaj teorijski iskaz bio je cilj istrazivanja drugog dijela eksperimenta.

Postoji vise mogucih eksperimentalnih tehnika kojima se moze postaviti analizator na
polarizirani elektromagnetski val. U ovom eksperimentalnom radu se pomocu polarizatora
pustaju samo komponente ulaznog elektromagnetskog vala koje su paralelne s ravninom
refleksije pri Brewsterovom kutu. Ako se elektromagnetski val $iri transverzalno, tada bi po
prethodno iskazanoj teoriji intenzitet svjetlosti na zastoru pri Brewsterovom kutu potpuno

18¢eznuo.

Eksperiment se izvodi na istom eksperimentalnom postavu kao prvi dio eksperimenta uz
nekoliko promjena u postavu: umjesto fotoéelije se stavi zastor na koji se projicira reflektirana
zraka, te se iza lasera postavi polarizator [Slika28.]. Crvena svjetlost lasera se (polarizatorom)
polarizira tako da vektori elektri¢nog polja titraju paralelno sa ravninom refleksije pri
Brewsterovim kutu. Zatim se reflektirana zraka namjesti tako da kut otklona bude 9, = 9,¢

~0°, to jest reflektirana zraka se vrati u izvor lasera. Zakretanjem pomicnog dijela goniometra
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na kojem se nalazi prizma reflektirana zraka se projicira na zastor. Sve se snima,
slika[Slika29] i arhivira. Iz snimke i slika se jasno vidi kako se intenzitet reflektirane zrake na
zastoru postepeno smanjuje kako se kut priblizava Brewsterovom . Kad otklon dosegne
Brewsterov kut predviden za prizmu krunskog stakla u prvom dijelu eksperimenta na 56°,
intenzitet reflektirane zrake na zastoru potpuno iS¢ezava. Zatim, kako kut reflektirane zrake
raste prema veé¢im vrijednostima od Brewsterovog kuta intenzitet reflektirane zrake se

povecava.
Time se eksperiment podudara s teorijskim predvidanjem!

To vodi na konacan zakljuéak ovog rada: Svjetlost je elektromagnetski val transverzalne

vrste, kod kojeg vektori elektricnog i magnetskog polja titraju okomito na smjer Sirenja vala.

Kako je teorijski izvod imao ishodiste u Maxwellovim jednadzbama, podudaranje teorije s

eksperimentom vodi na zakljucak o valjanosti Maxwellovih jednadzbi elektromagnetizma.
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