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Uvod

Cilj je ovog diplomskog rada prouciti strategije rjeSavanja problemskih zadataka u nas-
tavi matematike (s posebnim naglaskom na geometrijske probleme), utvrditi vaznost i
ucinkovitost poznavanja tih strategija tijekom postupka rjeSavanja te predloziti mogucéi
nacin njihove implementacije, uz odgovarajucu tehnologiju, u nastavi matematike.

Zbog velike matematizacije mnogih podrucja poslovanja, industrije, te druStvenog i
osobnog Zivota u danasnje vrijeme tesko je naci podrucje ljudske djelatnosti koje ne trazi
odredena matematicka znanja. U druStvu utemeljenom na informacijama i tehnologiji sva-
kodnevni rad iziskuje sve viSe umnog napora: potrebno je logicki zakljucivati, pravilno
rasudivati, kriticki misliti o sloZenim temama, tumaciti dostupne informacije, analizirati
nove situacije i sloZzene procese te im se prilagoditi, donositi utemeljene odluke u svakod-
nevnomu zivotu, rjeSavati razliite probleme, ucinkovito primjenjivati tehnologiju te
razmjenjivati ideje 1 miSljenja ([36], str. 80).

Zbog svega nabrojanog raste potreba za stru¢njacima s dobrim matematickim zna-
njem 1 umijeem primjene tih znanja. DruStvo postavlja pred Skolu sve vecCe zahtjeve u
pogledu obrazovanja mladih ljudi. Ti zahtjevi se, na primjer, oCituju u vecoj potrebi za
znanjem razli¢itih podrucja matematike kao i sposobnosti fleksibilnog koriStenja tog zna-
nja u svrhu rjeSavanja matematickih problema. Da bi §kola mogla na zadovoljavajuéi nacin
odgovoriti na postavljene zahtjeve, mijenjaju se i obogaduju nastavni programi, usavrsavaju
nastavne metode, uvode nova nastavna sredstva i tehnologije.

Nadalje, Zivimo u vremenu u kojem jednom steCena znanja nisu dovoljna. Razvo-
jem drustva neka od tih znanja brzo postaju neuporabljiva i beskorisna te se javlja potreba
za novim znanjima. To znaci da se 1 nastavnik matematike mora neprekidno usavrSavati.
Stoga suvremena nastava matematike postavlja dva bitna problema. To su problem razvoja
stvaralackog misljenja i kreativnih sposobnosti u¢enika te problem primjerenog osposob-
ljavanja nastavnika matematike. Naime, uloga nastavnika matematike je presudna u oda-
biru problema i aktivnosti koji pridonose stjecanju matematicke kompetencije ucenika i
ostvarenju kurikulumom postavljenih ishoda ucenja. Stoga suvremena metodika nastave
matematike pruza razne moguénosti za rjeSavanje ovih dvaju problema, a oni povezani s
rjeSavanjem problemskih zadataka su navedeni u ovom diplomskom radu ([14], str. 3).

Mogucéi odgovori na izazove koje postavlja svakodnevica i druStvo moZzemo naéi u
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mnogobrojnim svjetskim, europskim, a time i u hrvatskim obrazovnim dokumentima. U
radu smo izdvojili §to o postavljanju i rjeSavanju problema te o primjeni tehnologije pise
PISA 1 Nacionalni okvirni kurikulum za predskolski odgoj i obrazovanje te opce obvezno
i srednjoskolsko obrazovanje (u daljnjem tekstu NOK). Tako NOK predvida da se tijekom
matematickog obrazovanja ucenici bave matematickim problemima koji proizlaze iz sva-
kodnevnih, stvarnih i smislenih situacija i time uspostavljaju poveznice izmedu matematike
1 svakodnevnoga Zivota te drugih podrucja odgoja, obrazovanja i ljudske djelatnosti. Time
¢e imati prilike primijeniti matematiku u proSirivanju i primjeni vlastitih znanja, vjeStina
i sposobnosti. Primjerene matematicke aktivnosti i istraZivanja izvodit ¢e samostalno i
skupno (suradnicki), Sto ¢e ih osposobiti za pristup i rjeSavanje (matematickih) proble-
mima koji ukljucuju primjenu matematike u raznolikim kontekstima, ukljucujuéi svijet
rada 1 osobni Zivot. Osim toga, NOK predvida da ¢e ucenici biti osposobljeni 1 u¢inkovito
primjenjivati tehnologiju.

Poucavanje 1 u€enje matematike ukljuCuje stjecanje znanja, vjestina i sposobnosti
racunanja, procjenjivanja te logickoga i prostornoga misljenja. Osim toga, matemati¢ko
obrazovanje ucenicima omogucuje postavljanje i rjeSavanje matematickih problema,
poticudi ih pritom na istraZivanje, sustavnost, kreativnost, koristenje informacija iz razlic-
itih izvora, samostalnost i ustrajnost ([36]], str. 80).

Proces rjeSavanja zadataka predstavlja traZenje puta iz teSkoca. To je proces dos-
tignuca cilja koji se na pocetku ne €ini brzo dostupnim. RjeSavanje zadataka je specificnost
intelekta, a intelekt je poseban dar Covjeka. Stoga je rjeSavanje zadataka jedna od poseb-
nosti covjekove djelatnosti ([16], str. 1).

Matematicki pristup problemima obuhvaca odabir i pravilnu primjenu osnovnih
matematickih vjeStina, otkrivanje pravilnosti u oblicima i brojevima, izradbu modela, tu-
macenje podataka te prepoznavanje i razmjenjivanje s njima povezanih ideja. RjeSavanje
matematickih problema zahtijeva kreativnost i sustavan pristup, $to igra glavnu ulogu u
izumima (inovacijama) te znanstvenim i tehni¢kim otkri¢ima.

Svi u€enici mogu i trebaju iskusiti uspjeh u matematickim aktivnostima. RjeSavajuéi
matematicke probleme, ucenici uce matematiku, stjeCu samopouzdanje i sigurnost u upo-
trebi brojeva i1 razvijaju vjesStine mjerenja, konstruiranja i prostornoga zora. Nadalje, uce
prikupljati, organizirati i tumaciti podatke te upotrebljavati matematicki jezik i prikaze.
Ucenike treba postupno i primjereno nauciti matematickim nacinima misljenja (npr. anali-
zirati, sintetizirati, konkretizirati, apstrahirati, inducirati, deducirati, generalizirati iz uo¢ih
pravilnosti i veza, specijalizirati, uocavati analogiju itd.). Time ¢e postati aktivni sudionici
u procesu ucenja i tako se osposobiti za cjelozivotno ucenje ([36], str. 80). To je dragocjena
steCevina matematickog obrazovanja, bez obzira hoce 1i se oni kasnije baviti matematikom
ili ne. Stoga je primjenjiva i u mnogim drugim djelatnostima ([7]]).

Za nastavu matematike, a posebno za razvijanje sposobnosti ucenika za rjeSavanje
problema, prirodno se izdvajaju dva sustava koja su najpogodnija za ostvarenje nabroja-
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nih ciljeva matematickog obrazovanja: problemska nastava i heuristicka nastava ([7]).
Heuristi¢ku nastavu obiljeZava misaono vodenje postupka rjeSavanja, odnosno potpomog-
nuto istrazivanje i otkrivanje, a problemsku nastavu otvorenije i samostalnije ucenicko is-
traZivanje i otkrivanje. Osim karakteristika tih sustava, opisan je i heuristicki razgovor.
U pozadini svih tih sustava stoji primjena nacela problemnosti koje se u punini ostvaruje
u problemskoj nastavi.

U radu je opisan povijesni razvoj heuristike i heuristickog misljenja. Potom je ukratko
izloZena povijest traganja za univerzalnom metodom rjeSavanja zadataka. Bududi da je
jasno da takva metoda ne postoji, naizgled se ¢ini da je ta potraga bila neuspjesna. No, nije
bas tako jer su matematicari tijekom tog traZenja pronasli mnoge nove putove u matematici
1 strategije rjeSavanja.

Osobiti doprinos razvoju metodike rjeSavanja zadataka je dao matematicar i me-
todicar George Polya (1887. - 1985.). Njegove knjige Kako cu rijesiti matematicki zadatak
1 Matematicko otkrice su postale kljucna literatura za proucavanje strategija rjeSavanja ma-
tematickih problema. U knjizi Kako cu rijesiti matematicki zadatak je sustavno prikazao
1 objasnio Cetiri osnovne etape pri rjeSavanju svakog (pa tako i matematickog) problema.
Stoga Polyu mozemo nazvati ,,ocem* rjeSavanja matematickih problema.

Spomenuli smo i opisali strategije, odnosno metode rjeSavanja problemskih zadataka
u nastavi matematike. Pritom je vaZzno spomenuti da su primjeri iz prakse pokazali da je
rjeSavanje problemskog zadatka uvelike ucinkovitije ako je ucenik unaprijed upoznat sa
strategijama rjeSavanja.

Upravo pomoc¢u spomenutih i opisanih metoda rjeSavanja problemskih zadataka rije-
Seno je dvadesetak zadataka iz podrucja geometrije. Ti zadatci su vrlo razliCite sloZenosti
i teZine tako da bi se neki od njih mogli svrstati u ,,prave* problemske zadatke. Kljucni
trenutci vazni za rjeSavanje zadataka su prikazani crtezom, odnosno skicom. Zadatci kod
kojih ima smisla koristiti tehnologiju su popraceni prikladnim crteZom u alatu dinamic¢ne
geometrije The Geometer’s Sketchpad. Time je uenicima omoguceno lakSe postaviti svoje
hipoteze. Potom te slutnje, odnosno pretpostavke dokazuje formalnim rjeSavanjem zada-
taka. Proces rjeSavanja dvaju problema i njima srodnih problema je prikazan u obliku
heuristi¢kog razgovora izmedu nastavnika i ucenika. Tijekom tog razgovora nastavnik
ucenicima postavlja pitanja koja poticu refleksivno misljenje.

Napomenimo da se tijekom ovog rada viSe puta spominju rijeci ucenik 1 nastavnik.
Pritom ucenik moZze biti osnovnoskolac, srednjoskolac, student fakulteta ili svatko tko uci
matematiku. Nastavnik moze biti profesor u osnovnoj i srednjoj $koli, profesor na fakultetu
ili svatko tko se zanima za metodiku nastave matematike, odnosno njenu izvedbu.

Pojmovi koji se koriste u ovom diplomskom radu koji imaju rodni znacaj, bez obzira
jesu li koriSteni u muskom ili Zenskom rodu, obuhvacaju na jednak nac¢in muski 1 Zenski
rod.






Poglavlje 1

Problemska i heuristicka nastava

1.1 Nacelo problemnosti

Polazne postavke i temeljne ideje na osnovu kojih se izvodi nastava zovu se didakticka
nacela. Ona su opce smjernice odgojno-obrazovnog rada i kao sastavni dio teorije nas-
tave odreduju se ciljevima nastave i odgoja, potrebama drustvenog razvoja i osobitostima
Skolske djelatnosti u€enika, a zasnovane su na odgovarajuem stupnju njihovog psihi¢kog
razvoja. S druge strane, didakticka nacela odreduju nacine prenosenja odredenih znanja
ucenicima, razvijanje njihovih umijeca, navika i sposobnosti, tj. nastavnih metoda.

Didakticka nacela medusobno su usko povezana i Cine sustav. Nije rijedak slucaj
da se ostvarivanjem jednog nacela ostvaruje i neko drugo nacelo. U temelje didaktike
mogu biti ugradeni razliCiti sustavi i s razli¢itim brojem nacela. Jedan od tih sustava Cine
sljedeca nacela: nacelo primjerenosti, nacelo zornosti, nacelo interesa, svjesnosti i aktiv-
nosti, nacelo sistemati¢nosti i postupnosti, nacelo trajnosti znanja, vjestina i navika, nacelo
odgojnosti nastave, nacelo individualizacije.

Sva su nacela podjednako vazna jer izraZavaju bitna polaziSta nastave. Stoga se tre-
baju podjednako uvaZzavati i primjenjivati u nastavi svakog nastavnog predmeta, a to znaci
1 u nastavi matematike, kako u osnovnoj, tako i u srednjoj skoli. Osnovna znacajka sva-
kog nacela sadrzana je ve¢ u samom nazivu nacela i ta su nacela nastavnicima matematike
uglavnom jasna. Medutim, u odnosu na druge nastavne predmete matematika ima neke
osobitosti zbog kojih se gornji sustav obi¢no nadopunjuje s joS nekoliko nacela. U ma-
tematici je posebno primjereno i vazno nacelo znanstvenosti 1 nacelo problemnosti. Sva
navedena nacela zajedno Cine sustav nacela nastave matematike ([11]]).

Jedno od vaznih nacela nastave matematike je i nacelo trajnosti znanja, vjestina i
navika. Medutim, svako steCeno znanje ima svoj vijek trajanja. Ako se ne obnavlja i ne
primjenjuje, ono s vremenom blijedi i nerijetko se velikim dijelom gubi. Zato se svaki
nastavnik matematike nalazi pred pitanjem kako u nastavnom procesu ostvariti to nacelo.

5



6 POGLAVLIJE 1. PROBLEMSKA I HEURISTICKA NASTAVA

Ponavljanje i1 vjeZbanje najvazniji su nacini kojima se to postize. U tradicionalnoj
nastavi otezava ih ¢injenica da se neprestano moraju usvajati nova znanja pa vremena za
ponavljanje i vjezbanje nema dovoljno. To znaci da ponavljanje i vjeZbanje ne mogu biti
jedini nacini ostvarivanja nacela, ve¢ treba potraziti i druge. Tako dolazimo do zahtjeva da
se standardne etape uCenja i prenoSenja znanja poboljSaju 1 u€ine djelotvornijima ([14], str.
D).

Suvremena metodika nastave matematike ukazuje na razne mogucnosti za rjeSavanje
jednog od najvaznijih pitanja suvremene nastave matematike, a to je pitanje razvoja stva-
ralackog misljenja i stvaralackih sposobnosti ucenika. Vazne elemente rjeSavanja ovog
pitanja nastavnik matematike moze naci ve¢ u samim nacelima nastave matematike, zatim
u nastavnim i znanstvenim metodama koje se primjenjuju u nastavnom procesu, a rjesenja
treba traZiti 1 u izboru postojecih nastavnih sustava (predavacka nastava, demonstracijska
nastava, heuristicka nastava, programirana nastava, egzemplarna nastava, problemska nas-
tava 1 dr.). Sve nastavne metode i svi nastavni sustavi imaju svoje mjesto u nastavi ([13]]).

Nastava matematike je zahtjevan proces. Matematicki sadrzaji logicki su povezani
i razlikuju se po sloZenosti i tezini. Neki su izrazito sloZeni i teski te je za njihovo razu-
mijevanje potreban ve¢i umni napor. Nastavnik matematike nastoji smanjiti ovu teskocu
primjenjujuci nacela postupnosti i primjerenosti. Medutim, sam ucenik se Cesto prema
tome odnosi sasvim drugacije. On tome pristupa povrsno 1 ne primjecuje neke probleme
ni teskoce. U takvim situacijama dolazi do izrazaja vaznost misli Georga Pélye: ,,Ono Sto
nastavnik kaZe u razredu nije nevazno, ali je tisu¢u puta vaznije ono $to ucenici misle‘
([23]]). Buduci da se njemu sve Cini jasnim, za razumijevanje ne ulaze potreban napor. Ova
jasnoca potjece od neukosti i moZemo je nazvati jasnoca od nedostatka shvacanja.

U situaciji kada ucenici ne zamjecuju probleme i kad im je odmah ,,sve jasno®,
nastavnik matematike treba primijeniti nacelo problemnosti koje mozemo iskazati vrlo
kratko: ,,Najprije uciniti nejasnim, a zatim jasnim.** To znaci da razmatranje treba pro-
dubiti 1 uCenike staviti pred problem. Pri tome se mora paziti da novi zahtjevi budu primje-
reni vecini uCenika. Svako produbljivanje povlaci u prvom trenutku nestajanje prethodne
jasnoce. Nejasnoca koja se pojavi prvi je znak uspjeha. Sada je potrebno dosta truda i do-
datni umni napor da se savladaju nastale teskoce i razrijeSe problemi. Ponovo se pojavljuje
jasnoca, ali na visoj razini. To je jasnoc¢a spoznavanja.

Ucenici nisu uvijek spremni na promjene situacije 1 poviSenje razine njezine pro-
blemnosti. Mogu biti kritini prema takvom obliku rada. Medutim, kriticko miSljenje
Cesto je crta kreativnosti. Zato i njega treba pravilno usmjeravati i razvijati kod ucenika.
Sve to nije jednostavno ostvariti i zahtijeva od nastavnika matematike mnogo strpljivosti i
umjesnosti.

Dakle, u skladu sa svime S$to je reCeno, mozemo zakljuciti da je vazno da nacelo
problemnosti postane jedno od vodecih nacela nastave matematike. Primjenom toga nacela
nastavnik matematike moZe potisnuti prividnu jasnocu, upozoriti u¢enika na probleme koje
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oni ne uocavaju, doprinijeti razvoju matemati¢kog misljenja i znatno poboljSati vrsnocu
nastave matematik. Jasno je da e rezultati primjene ovog nacela biti veéi u vi§im razredima
osnovne i srednje Skole. Nacelo problemnosti se primjereno i u punoj mjeri ostvaruje u
problemskoj nastavi u kojoj posebno dolazi do izrazaja ([[11]).

Spomenimo da je takav naCin primjene nacela problemnosti u skladu s konstruk-
tivistickom teorijom ucenja (matematike). Konstruktivizam kao stajaliSte o znanju i
ucenju izvire iz kognitivne Skole psihologije, a oslanja se na rezultate rada Jeana Piageta
(1896. - 1980.) iz 1930-ih godina. Piaget je razvio i teoriju kognitivnog razvoja djeteta.
Glavna teza konstruktivisticke teorije ucenja je ta da ucenici (to su svi oni koji uce) kreatori
svoga ucenja i svoje znanje konstruiraju na temelju postojeeg znanja.

Ernst von Glasersfeld (1917. - 2010.) je 1987. godine postavio dva osnovna nacela
konstruktivisticke teorije ucenja:

e Ucenik sam aktivno gradi (konstruira) svoje znanje, a ne prima ga pasivno iz svog
okolisa.

e DolaZenje do spoznaje (znanja) je proces adaptacije, zasnovan na ucenikovom iskus-
tvu svijeta Sto ga okruZuje 1 njime stalno modificiran.

Piaget je uveo koncept mentalne sheme. Te kognitivne sheme su proizvod konstru-
iranog znanja i alata pomocu kojih se moze izgraditi dodatno novo znanje, a pri ucenju
dolazi do reorganizacije, nadopunjavanja ili nekog drugog oblika modificikacije postojece
sheme (mreZe). Prema Piagetu, dva nacCina promjene kognitivne sheme su asimilacija 1
akomodacija.

Asimilacija se javlja se kada novi koncept pristaje uz postojee znanje (kognitivnu
mrezZu) pa nove informacije samo proSiruju postoje¢u mrezu. U tom slucaju ucenik jednos-
tavno prihvaca ono novo $to je naucio jer to odgovara postojecoj shemi. Akomodacija se
pak pojavljuje kada novi koncept ne pristaje uz postojece znanje pa mozak mora preurediti
(presloziti) postojecu kognitivnu mreZu ili ju nadomjestiti novom. Takav oblik promjene
kognitivne sheme je u nacelu zahtjevniji, ali je obi¢no korisniji jer tako napredujemo ([4]]).
Akomodacija osobito dolazi do izrazaja tijekom rjeSavanja problemskih zadataka.

Do akomodacije ucenik dolazi refleksivnim misljenjem. Taj oblik misljenja je pro-
pitivanje postojecih ideja (tzv. prethodno znanje, odnosno postojee kognitivne sheme) s
ciljem pronalazenja onih koje izgledaju da bi mogle biti povezane s trenutnom misli, ide-
jom ili zadatkom ([4], prema C. T. Fosnot, 1996.).
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1.2 Matematicki problem

U mnogim djelatnostima ljudi svakodnevno dolaze u razlicite problemske situacije sa sta-
novitim proturje¢nostima koje moraju znati i umjeti razrijeSiti. Takoder, svakodnevno ni¢u
novi problemi tako da ta rije¢ ljudima i nije strana te joj pridaju mnoga znacenja ([13]).
Osim $to ima svoja znacenja u enigmatici i Sahu, rije¢ problem (njem. Problem « lat. pro-
blema: ’prijeporno pitanje’ < gr¢. mpofAnua, odnosno préoblema: *smetnja’ =~ proballein:
“bacati naprijed’ ([31], [32])) ima joS neka znacenja:

- sporno i teSko znanstveno pitanje, teorijsko ili prakticno, koje je podlozno raspravi te
zahtijeva mnogo razmisljanja ili vjeStine da se nade pogodno rjeSenje ([31]], [33]])

- ono §to izaziva nedoumicu ili nepriliku; briga ([31]), komplikacija, emotivni sukob ([33])
- tezak zadatak; ono Sto komplicira rjeSenje ili radni proces ([32]])

- (po)teskoca koju treba rijesiti da bi se postigao odredeni rezultat ([33])

- zadaca, zagonetka ([13]])

Prica o jednom od najslavnijih problema je ona o gordijskom (Gordijevom) ¢voru. Greki
mit kaze da je to bio vrlo zamrSeni (prema legendi nerazmrsiv) uzao (¢vor) sa skrivenim
krajem kojim je frigijski kralj Gordije, osniva¢ grada Gordiona, vezao jaram uz rudo na
svojim bojnim kolima posveéenima Zeusu. Prorociste objavilo da ¢e onaj tko ga uspije
rasplesti postati gospodar svijeta (tada se mislilo na Aziju). To je poslo za rukom Alek-
sandru Velikom koji je prvo pokuSao naci jedan kraj uZzeta. No kad je uvidio da je to
nemoguce, jednostavno ga je rasjekao macem i tako ,,ispunio proroc¢anstvo”.

U prenesenom smislu, gordijski ¢vor oznacava problemati¢nu, teSku i (prakticki)
nerjeSivu situaciju, zamrSeni zadatak ili veliki problem. Fraza presjeci gordijski cvor
oznacava brzo 1 odlu¢no djelovanje u teskoj i sloZenoj situaciji, odnosno smiono i drsko
rjeSavanje problema ([32]]).

(Matematickim) problemom smatramo svaki zadatak ili u¢enicku aktivnost za koje
ucenici nemaju unaprijed zadana ili upamcena pravila i/ili metode, niti percipiraju da za
njih postoji specifi¢na ,.korektna” metoda rjeSavanja (vidi [2], prema J. Hiebert i dr., Ma-
king sense: Teaching and learning mathematics with understanding, Heinemann, 1997.).

Razvoj matematike je usko povezan s rjeSavanjem matematickih problema tako da
je svaki matematicar, izmedu ostaloga, i rjeSavac¢ problema. Povijest matematike pamti
mnoge matematicke probleme cije je rjeSavanje, u manjoj ili ve€oj mjeri, utjecalo na daljni
razvoj matematike. Neki od njih su rijeSeni (npr. veliki Fermatov teorem), a neki od njih i
dalje golicaju maStu matematicara (npr. Goldbachova slutnja).

Problemske zadatke moZemo svrstati u nestandardne zadatke. 1zdvojeni su posebno
iz sljedecih vaznih razloga: s jedne strane, u nastavi matematike pravi problemski zadatci
se rijetko pojavljuju, a s druge strane bez njih se ne mogu zamisliti matematicka natjecanja
([I12], str. 4).
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RjeSavati problem (problemski zadatak) znaci raditi na zadatku za koji metoda rjeSa-
vanja nije unaprijed poznata. Kako bi pronasli njegovo rjeSenje, ucenici se moraju osloniti
na vlastito znanje, a tijekom procesa rjeSavanja ¢esto razvijaju i nova matematicka znanja
i razumijevanje.

RjeSavanje problema nije samo cilj, ve€ je i jedna od najvaznijih metoda ucenja ma-
tematike. UcCenici bi trebali Sto ceSce dobiti priliku postavljati 1, ulazuéi znacajan intelek-
tualni napor, rjeSavati sloZenije probleme, pri ¢emu ih treba poticati na kriticko osvrtanje
na dobiveno rjeSenje i primijenjene postupke.

Ucenjem strategija rjeSavanja problema u matematici, ucenici trebaju razviti nacine
miSljenja, ste¢i navike upornosti i znatiZelje te razviti samopouzdanje u nepoznatim si-
tuacijama, Sto ¢e im pomoci izvan matematicke ucionice. U svakodnevnom Zivotu i na
radnom mjestu, sposobnost vjestog rjeSavanja problema moZze dovesti do raznih prednosti.

RjeSavanje problema integralni je dio u¢enja matematike te stoga ne bi trebao biti iz-
olirani dio matematickog programa. RjeSavanje problema u matematici trebalo bi ukljuciti
u svih pet sadrZajnih podrucja: Brojeve, Algebru (Algebra i funkcije), Geometriju (Oblik 1
prostor), Mjerenje 1 Podatke (vidi [2]], prema Process Standards of NCTM’s Principles and
Standards for School Mathematics, 2000.).

Dvije razine problemskih zadataka

S obzirom na sloZenost misaonih (kognitivnih) procesa kojima se sluZzimo pri rjeSavanju,
problemske zadatke dijelimo u dvije razine:

e rutinski problemi

e nerutinski problemi

Rutinski problemi

Rutinski problemi su tipi¢ni problemi, sli¢ni problemima koji su ve¢ rjeSavani na nastavi.
Mogu biti zadani u matematickom kontekstu ili u u€enicima bliskom kontekstu iz stvarnog
Zivota. Ovoj klasi problema pripada npr. standardna primjena proporcionanosti i obrnute
proporcionalnosti, standardni zadatci koji se svode na rjeSavanje linearne jednadzbe ili sus-
tava linearnih jednadzbi i sl. RjeSavanje takvih zadataka podrazumijeva odabir i primjenu
primjerene metode rjeSavanja zadatka, a potrebno je i interpretirati dobiveno rjesenje (vidi

[2D.
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Nerutinski problemi

ljeni od onih koji su ve¢ rjeSavani na nastavi matematike. Takvi zadatci mogu biti postav-
ljeni u matematickom ili raznovrsnim nematematickim kontekstima. RjeSavaju se primje-
nom matematickih ¢injenica, koncepata i postupaka u situacijama koje zahtijevaju analizu,
sintezu, a moguce i sloZenije povezivanje, no ne moraju biti teSki ve¢ samo drukciji od vec
videnih na nastavi. RjeSavanje takvih zadataka podrazumijeva odabir i primjenu primje-
rene metode rjeSavanja zadatka, a potrebno je i interpretirati dobiveno rjeSenje.

Ovi zadatci u nastavi matematike nisu nuzno (i jedino) namijenjeni matematickim
natjecanjima, ve¢ su vazan korak u otkrivanju novih matematickih koncepata te razvijanju
dubljeg razumijevanja ve¢ obradenih koncepata i/ili postupaka (u€enje otkrivanjem i razvoj
refleksivnog misljenja) (vidi [2]).

1.3 Problemska situacija

Problemi i problemske situacije se pojavljuju i u $koli, ali nas posebno zanimaju one
problemske situacije koje u nastavnom procesu stvara sam nastavnik matematike s po-
sve odredenim ciljem, a to je poviSenje efikasnosti nastave matematike i podizanje razine
matematickog obrazovanja ucenika.

Pred nastavnikom je obrada nekog problema. On najprije treba pobuditi interes stva-
ranjem problemske situacije koja je primjerena predznanju i sposobnostima ucenika. To se
moze rijesiti na sljedece nacine:

e Nastavnik jasno i precizno postavlja problem uéenicima.

e Nastavnik stvara situaciju u kojoj se od u€enika zahtijeva da sami shvate 1 formuliraju
problem koji se u toj situaciji nalazi.

e Nastavnik stvara situaciju s viSe ili manje jasno naznacenim problemom koji tijekom
analize uCenike treba dovesti do novog problema koji je nastavnik predvidio.

e Nastavnik stvara situaciju s viSe ili manje jasno naznacenim problemom koji tijekom
analize ucenike dovodi do novog problema koji nastavnik nije predvidio u potpu-
nosti.

Prvi od navedenih nacina je najjednostavniji jer u ostalim nainima ima vise nepoz-
nanica. Posebno je vrijedan posljednji nain stvaranja problemske situacije jer je u toj
situaciji bar jedna komponenta nepoznata i samom nastavniku, a rad ucenika je kreativan
i stvaralacki. Vazno je naglasiti da problemska situacija ima iste komponente kao i mate-
maticki zadatak: objekti, poznate i nepoznate veliCine, uvjeti, svojstva, odnosi, veze, faze i
dr. ([13]).
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1.4 Problemska nastava

Problemska situacija i problemi s kojima ¢e se novi nara$taji mladih sresti u Zivotu i svom
radu stavljaju Skolu pred ozbiljan zadatak da uCenike primjereno pripremi za takav rad.
Nije dovoljno samo prenosenje odredenih znanja ucenicima, a ni snalazenje u problem-
skim situacijama te uoCavanje 1 formuliranje problema, vec je ucenike potrebno osposobiti
za rjeSavanje problema. Najbolji nacin kako to posti¢i je poseban nastavni sustav - pro-
blemska nastava.

Ideja problemske nastave je u€enje putem rjeSavanja problema. Zapravo, to je oblik
aktivnijeg sudjelovanja u€enika u u¢enju matematike s ve¢im naglaskom na zakonitostima
1 postavkama metodike. To nije nova ideja, ali je ona u nastavnoj praksi prili¢no zapos-
tavljena. Dominiraju slabiji nastavni sustavi bez primjene suvremenih nastavnih metoda,
znanje se najcesce pasivno usvaja, a ne aktivno osvaja. Suvremena nastava matematike u
tom pogledu postavlja jace zahtjeve. Na nastavnom satu ucenici trebaju aktivno, samos-
talno i stvaralacki raditi, promisljati, istraZivati i traZiti rjeSenje problema, za Sto je potrebno
pokazivanje njihovih razli¢itih matemati¢kih sposobnosti. Pritom se razvijaju njihove spo-
sobnosti za rjeSavanje problema. Nastavni sat nije uspjeSan u suvremenom smislu ako
ucenici ne sudjeluju u istrazivackoj nastavi, a na Sto ih je potaklo rjeSavanje problema.
Ovaj zahtjev se primjereno ostvaruje u problemskoj nastavi.

Problemska nastava je suvremen, ali visi i1 zahtjevniji nastavni sustav. Ta Cinjenica
odmah upozorava da je on teZi uenicima, a i nastavnicima matematike u odnosu na druge
nastavne sustave.

Ucenicima je taj nastavni sustav teZak jer samostalno rjeSavanje problema nije jed-
nostavno, a ni lako. To se najbolje vidi na matematickim natjecanjima gdje se ¢esto i najbo-
1ji ucenici ne snalaze dobro u rjeSavanju nestandardnih i problemskih zadataka. Prva bitna
pretpostavka za uspjesnu primjenu problemske nastave je da su ucenici primjereno ospo-
sobljeni za umni rad (pravilan izbor izvora za poucavanje, izdvajanje potrebnih teorijskih
¢injenica, misaono proradivanje, postavljanje i provjeravanje hipoteza, jezicno oblikova-
nje, zapis rezultata rada i dr.) Sposobnost umnog rada postiZze se postupno. Ona se ra-
zvija i u drugim nastavnim sustavima (misaono pracenje u predavackoj nastavi, misaono
vodenje u heuristi¢koj nastavi, samostalni rad u programiranoj nastavi), ali se tek u pro-
blemskoj nastavi postiZe najpovoljniji razvoj. Stoga tu nastavu treba primjenjivati na svim
razinama matematickog obrazovanja, pri tome uvazavajuci dob, psihicki razvoj i stvarne
matematicke sposobnosti ucenika.

Iako se pouCavanje nastavnika matematike u problemskoj nastavi znatno smanjuje,
ovaj nastavni sustav relativno je tezak i1 za nastavnika jer se njegova uloga sastoji od savje-
tovanja i pomaganju ucenika pri odabiru izvora, ukazivanju na potrebne teorijske Cinjenice
1 zavr$noj raspravi o rezultatima samostalnog rada ucenika. Tu se mogu pojaviti i pos-
tavke ucenika koje nastavnik nije predvidio. Na takvu situaciju on mora biti pripravan.
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Stovise, on mora biti sposoban stvarati takve situacije. Stoga je druga bitna pretpostavka
za primjenu problemske nastave dobra osposobljenost nastavnika matematike.

Za primjenu problemske nastave je potrebno viSe vremena zbog njezine sloZenosti
i teZzine. Stoga je razumljivo da se problemska nastava ne moZe primjenjivati na svakom
nastavnom satu, vec je za tu svrhu potrebno naciniti uZi i primjereni izbor matematickih
sadrzaja, a za obradu tih sadrzaja i vrsnu pripremu ([13]]). Ipak, poZeljno je da nastavnik
matematike svim (ili barem naprednijim) uCenicima ceSCe postavlja problemske zadatke 1
njeguje stvaranje razli¢itih problemskih situacija ([[7]).

Dakle, ocito je da nastavnik matematike mora biti bolje 1 drugacije pripremljen za
izvodenje problemske nastave. Taj oblik pripreme treba teziti boljem nastavnikovom ra-
zumijevanju nacina na koji u€enici promisljaju i pristupaju rjeSavanju nekog problema.
Medutim, to nije dovoljno jer je potrebno i da taj njihov nacin njeguju i razvijaju. Tako
nastavnici matematike stjeCu dragocjeno iskustvo koje im omogucuje unapredenje nastav-
nog procesa, a posebno uspjesniji rad s naprednijim ucenicima ([14], str. 1).

Iz svega navedenog je jasno da problemska nastava ima niz dobrih strana. Izdvojit
¢emo neke od njih:

e veca motiviranost uCenika (Sirenje i pobudivanje interesa za ucenje matematike)
e primjerena moguénost suradnje

e istrazivacki pristup pri rjeSavanju problema

e razvoj kritickog misljenja

e bolje shvacanje biti i zakonitosti

e obogacivanje matematickog znanja, tj. povecane koliCine teorijskih ¢injenica

e veca primjenjivost steCenih znanja

e znanja koja pritom primjenjuju ili stje€u kao nova postaju trajnija ([13])

e pruzanje prilike i ispunjavanje prirodne Zelje za provjeravanjem svojih (matematickih)
sposobnosti

e razvijanje navike intenzivnog 1 ustrajnog rada
e razvijanje sposobnosti prosudivanja i zakljuc¢ivanja

e provjeravanje osobnog misljenja
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e razvijanje sposobnosti matematickog komuniciranja (iznoSenje vlastitog iskustva,
sluSanje drugih ucenika i upoznavanje njihovih iskustava, razmjena ideja i1 pitanja,
zajedni¢ko osmiSljavanje problema i pitanja te pristupa rjeSavanju problema, djelo-
tvorna rasprava o rezultatima samostalnog i zajednickog rada) ([14]], str. 4).

Suvremena nastava matematike nacelno pretpostavlja drukc¢iju spoznajnu djelatnost u¢enika
od tradicionalne nastave. Navodimo neke ciljeve suvremene nastave matematike:

e pobudivanje i pokretanje miSljenja ucenika

e razvijanje umijeca samostalnog, istrazivackog i stvaralackog proucavanja matema-
tike od strane ucenika (kako bi dobar dio novih znanja stjecali vlastitim sposobnos-
tima i snagama)

e stvaranje preduvjeta za uspjeSnu primjenu steCenih matematickih znanja i umijeca

(190
e razvijanje pozitivnog odnosa prema matematici
e ucenje matematickog rasudivanja
e ucenje matematicke komunikacije
e razvijanje sposobnosti rjeSavanja problema ([14], str. 4)
e otvorenost prema problemskim situacijama i zadacima (iz realnog Zivota)
e koreliranje s drugim podru¢jima znanosti i ljudske djelatnosti

e razvijanje i njegovanje matematickih sposobnosti, odnosno stvaranje uceni¢ke mate-
maticke kompetencije (a ne samo vjestina rjeSavanja tradicionalnih i rutinskih zada-
taka)

e orijentiranost u¢eniku

e partnerski odnos ucenika i nastavnika

e primjena metode suradnicko-timskog rada

e posvecivanje paznje razvijanju organizacijskih vjestina ucenika

e razvijanje kompetencije ,,uciti kako uciti“ ([1]).
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Usporedimo uo¢avamo da su prednosti problemske nastave potpuno prilagodene os-
tvarenju navedenih osnovnih smjernica za osuvremenjivanje nastave matematike.

RjeSavanje problemskih zadataka dobar je naCin postupnog uvodenja problemske
nastave u nastavu matematike. Problemska nastava je primjerenija viSem uzrastu ucenika,
ali njezina primjena je moguca i ranije. Napomenimo jos da za primjenu problemske nas-
tave osnovu daju tri vazna pojma: problem, problemska situacija i naelo problemnosti

([L3D.

Metodika organizacije problemske nastave

S obzirom na znacajke problemske nastave i teZinu koju ona nosi, metodika nastave ma-
tematike razradila je sljedecu shemu na osnovi koje se oblikuje i priprema nastavni sat u
ovom nastavnom sustavu:

1. Stvaranje nastavne problemske situacije. Cilj nastavnika je budenje interesa u-
Cenika za novi nastavni sadrzaj i motiviranje potrebe njegove obrade. Koji ¢e oblik
problemske situacije on odabrati, ovisi o predznanju i matematickim sposobnostima
ucenika.

2. Postavljanje problema koji niCe iz dane problemske situacije. Pritom je vazno da
se pitanja ne namecu, ve¢ da spontano izviru iz prirode svakog takvog zadatka.

3. Proucavanje uvjeta. Ucenici trebaju analizirati problemsku situaciju i otkriti nacin
rjeSavanja postavljenog problema. Pretpostavlja se da dobro znaju teorijske Cinjenice
potrebne za to rjeSavanje.

4. RjeSavanje postavljenog problema. Ovo je najsloZeniji dio u ¢itavom procesu. U
njemu se detaljno ostvaruje zamisljeni naCin rjeSavanja i utvrduje ispravnost svakog
provedenog koraka. Ucenici u pravilu rjeSavanje izvode samostalno. Nastavnik samo
usmjerava rad, a rjede navodi na ideju.

Razmatranje dobivenog rjesenja i iskazivanje novog znanja.
Proucavanje dobivenog rjeSenja i trazenje drugih nacina rjesavanja.

Proucavanje mogucih prosirenja i poopéenja postavljenog problema.

o N N W

Zakljucci izvrSnog rada. Dijalog ucenika i nastavnika. Razmatranje moguénosti
primjene novog znanja.

Ovu shemu ne treba shvatiti kruto, ve¢ kao dinamican proces koji se moze djelomice
mijenjati od problema do problema. Neki koraci se mogu objediniti, a neki ponekad i
ispustiti ([LL3]]).
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Nije teSko navesti podrucje i teme pogodne za primjenu rjeSavanja matematickih
problema. To su gotovo bez iznimke sva podrucja nastavnih sadrZaja jer svi matematicki
sadrZaji nose u sebi stanovitu problemnost ([14]). Ipak, neka su podrucja izrazito pogodna.
Primjena u tim podru¢jima moZe kasnije znatno unaprijediti rad s uenicima u nastavnom
procesu, posebno rad s naprednijim ucenicima.

Stoga je moguce pri obradi svakog sadrzaja najprije stvoriti prikladnu problemsku
situaciju 1 ucenike staviti pred neki problem. O teZini matematickog sadrzaja, uzrastu i
predznanju ucenika te o umjeSnosti nastavnika ovisi hoée li se u daljnjem radu problem
u potpunosti obradivati primjenom problemske nastave ili ¢e se rad kombinirati s drugim
oblicima i nastavnim metodama. Ve¢ samo postavljanje problemske situacije na jedan od
spomenutih nacina znaci dobar pocetak ([[13]]). Tako rjeSavanje problemskog zadatka moze
u sebi ukljucivati obradu nastavnih sadrZzaja, motivaciju, razliite oblike rada i1 nastavnih
metoda, domace zadace, ocjenjivanje uCenika, primjenu raCunala u nastavi matematike itd.
([140).

Vazno je reci da pritom teZiSte ne treba biti na broju zadataka, nego na promisljanju,
idejama i teorijskoj osnovi. Nije uvijek vazno €ak ni rijeSiti zadatak u potpunosti. Za to
gotovo da i nema uvijek dovoljno vremena. Ovdje se nastavnikova pozornost usmjerava na
proces rjeSavanja, a ne na sama rjeSenja. Ipak, poZeljno je da ucenici uz pomo¢ nastavnika
rijeSe svaki zadatak u potpunosti, na nastavi ili kod kuée. Time stjeCu vecu sigurnost i
samopouzdanje te se razvijaju vjestine u rjeSavanju zadataka ([14], str. 2).

Ucenje matematike rjesavanjem problema

Dimenzije koje su vazne u nastavi matematike su:
e procesi (deduktivni, induktivni, zakljucivanje, heuristike)
e koncepti (numericki, geometrijski, algebarski, analiticki, vjerojatnosni, statisticki)
e vjestine (procjenjivanje, misaona matematika, algoritmi, komunikacija)
e stavovi (uvazavanje, interes, samopouzdanje)

e metakognicija (promicanje ucenickog vlastitog misljenja i viSih misaonih sposob-
nosti).

Pritom je vazno naglasiti da je sve to u sluzbi onoga Sto se nalazi u srediStu nas-
tave matematike, a to je rjeSavanje problemskih zadataka (vidi [2]). Naime, vazni oblici
matematicke djelatnosti (kao Sto su stvaranje problemskih situacija, motivacija nuznosti
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proSirivanja teorije, pronalaZzenje matematickih modela prakti¢nih problema, rjeSavanje za-
dataka, dokazivanje tvrdnji itd. ([9]])) su u vec€oj ili manjoj mjeri povezani s rjeSavanjem
problemskih zadataka.

Ovladati matematikom izmedu ostalog znaci znati rjeSavati zadatke, ne samo stan-
dardne, nego i one koji zahtijevaju nezavisnost misljenja, zdravo rasudivanje, originalnost i
otkrivanje. Stoga se glavna obveza Skolske matematike sastoji u isticanju metodicke strane
procesa rjeSavanja zadataka koji se ne moze provoditi bezlicno i bez naglaSavanja nekih
klju€nih trenutaka ([L6], str. 3-4). Stoga spomenimo i misao matemati¢ara Edwarda Grif-
fitha Beglea (1914. - 1978.): ,,RjeSavanje problema je po mom misljenju najvazniji
ishod matematickog obrazovanja‘ ([24], str. 173, prema E. G. Begle, Personal commu-
nication, ozujak 1977.).

Rjesavanje problemskih zadataka je jedan od kljucnih nadina poucavanja i ucenja
matematike. Stoga svaki zadatak treba igrati ve€u obrazovnu ulogu. Naime, samostalna
spoznajna djelatnost ucenika pri proucavanju matematike ostvaruje se u velikoj mjeri pri-
mjerenim izborom i koriStenjem zadataka. Na taj naCin zadatci postaju vazno sredstvo pri
oblikovanju u ucenika sustava osnovnih matematickih znanja, umijeéa i navika i doprinose
razvoju njihovih matemati¢kih sposobnosti i stvaralackog misljenja. Ve su procjena re-
zultata na pocetku i provjera dobivenog rezultata na kraju rjeSavanja vazni koraci pravilne
primjene zadataka. O uspjeSnoj primjeni zadataka u nastavi matematike ovisi 1 stupanj pri-
premljenosti ucenika za sljedecu razinu njihova matematickog obrazovanja ili za njihovu
prakti¢nu djelatnost u nekom drugom podrucju ([9]).

Kako bi uéenici uspjesno izgradili matematicke koncepte, nastavnik se treba pitati:
- Razumiju li ucenici koncept?

- Na koji nacin pokazuju i komuniciraju svoje razumijevanje koncepta?

- Treba li se vratiti istom konceptu i ponovo ga pokuSati pojasniti?

- Stvaraju li u€enici poveznice novog koncepta s ve¢ poznatima?

- Ako ucenici ne pokazuju razumijevanje, sto je tome uzrok? ([2])

Kako bi ucenici uspjesno razvili vjeStinu rjeSavanja problema, nastavnik se treba pi-
tati:

- Koje strategije uCenici primjenjuju?

- Primjenjuju li u¢inkovite strategije?

- Razumiju li problem?

- Kako prikazuju svoje ideje?

- Razmjenjuju li ideje s drugim ucenicima?

- Je 1i njihov proces rjeSavanja logi¢an?

- Mogu li u€enici iskazati svoje razmisljanje?

- Koje stavove ucenici izrazavaju? ([2])
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Uloga nastavnika matematike

Osnovni problem u nastavnhom procesu nije samo usvajanje vece koli¢ine matematickih
sadrzaja, ve¢ 1 nacini na koje se to ostvaruje i obrazovna postignuc¢a koja doprinose pri-
mjerenom razvoju misljenja ucenika ([8]). Uloga nastavnika matematike je presudna u
odabiru problema 1 aktivnosti koji pridonose stjecanju matematicke kompetencije ucenika
1 ostvarenju kurikulumom postavljenih ishoda ucenja ([2]]). Stoga nastavnik mora jako
dobro poznavati ono §to se sprema poucavati. Pélya to pravilo izraZava na sljedeci sliko-
vit na¢in: ,,Prvo pravilo poucavanja je znati ono Sto treba poucavati. Drugo pravilo
poucavanja je znati malo viSe od onoga Sto treba poucavati‘‘ ([22]]). Nastavnik ne smije
raditi slucajni izbor zadataka, veC prije zadavanja mora dobro prouciti problem, njegovo
rjeSenje, ali 1 okruZenje u kojem Ce se ti zadatci rjeSavati.

Osim toga, kreativan rad nastavnika na odgovarajucoj razini je poZeljan i potreban.
Naime, nastavnik koji nema osobnog iskustva s nekom vrstom kreativne i istrazivacke dje-
latnosti teSko moZe potaknuti, voditi, pomoci, pa ¢ak i prepoznati kreativnu aktivnost svo-
jih u¢enika. Od takvog nastavnika matematike tesko se moZe ocekivati i istrazivanje novih
sadrzaja ([16], str. 8). Jedna od osobina kreativnog nastavnika matematike upravo je ovla-
davanje umijecem izbora primjerenih nastavnih oblika rada i primjene pogodnih nastavnih
metoda te njihove ¢eSCe izmjene tijekom nastavnog procesa. Zato je potrebno preispitati
uporabu svih oblika rada i nastavnih metoda te zadrZati samo one koji ne sputavaju ucenike.
Na taj nacin se moZze ostvariti velik dio postavki i ciljeva suvremene nastave matematike.
Tako nastavnik mozZe osposobiti u¢enike za rad koji je vrlo blizak istrazivackom radu ([[/]).

RjeSavanje nerutinskog matematickog problema uistinu kreativan posao jer se tu trazi
vece ili manje znanje, no uvijek je potreban odredeni (Cesto visok) stupanj koncentracije
1 razmiSljanja. RjeSavanje takve vrste problema je oblik kreativnog rada koji bi morao
biti ukljucen u kurikulume, planove i programe nastave matematike. Zapravo, rjeSavanje
problema takve vrste daje uciteljima priliku prolaska kroz stvarno i primjenjivo znanje
matematike koje nije potrebno memorirati, nego primjenjivati na zanimljive zadatke. Tada
ucitelj, Sto je joS vaznije, moZe znati kako steci vjeStinu ,,pogleda iznutra“ na bit procesa
rjeSavanja zadataka. Sve ¢e mu to omoguciti u€inkovitije objasnjavanje problema, vodenje
postupka rjeSavanja i prosudivanje rada svojih ucenika ([16], str. 8).

Ako nastavnik u svoje raspolozivo vrijeme s ucenicima samo mehanicki ,,teSe* u-
vjezbane postupke, smanjuje im interes i ko¢i njihov intelektualni razvoj. Time slabo is-
koriStava svoju veliku priliku koja mu je dana.

S druge strane, izborom, formulacijama i rasporedom zadataka koji su primjereni
ucenickom znanju, metodickom ras¢lambom rjeSavanja zadataka te pomaganjem stimu-
lativnim pitanjima je moguce potaknuti aktivnost ucenika, probuditi njihovo zanimanje,
radoznalost 1 inicijativu, razvijati sklonost za prosudivanjem i samostalnim miSljenjem te
im pokazivati putove do toga. Na taj nacin nastavnik kod ucenika potice stvaralacki rad i
izoStrava stvaralacko misljenje i umijece rasudivanja. Nadalje, ucenike uvodi u atmosferu
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znanstvenog istraZivanja i ostavlja pred njima mogucnosti da se upoznaju s mnoStvom si-
tuacija koje se susrecu u znanstveno-istrazivackom radu ([[15]], str. V-VI).

Nastavnik moze odluciti hoce li odredeni problem ili aktivnost pomo¢i u ostvarenju
postavljenih ishoda ucenja, kako u sadrzajnoj (matematicki koncepti) tako i u procesnoj
(matematicki procesi) dimenziji matematickog obrazovanja:

- analizirajuci 1 prilagodavajuéi probleme

- anticipirajuc¢i matematicke ideje koje se mogu izgraditi njihovim rjeSavanjem

- predvidajuci pitanja koja bi ucenici mogli postaviti

Pritom je vazno napomenuti da su brojni problemi zanimljivi i zabavni, ali svi oni ne
pridonose nuzno razvoju i razumijevanju matematickih ideja koje ucenici trebaju izgraditi
u trenutku rada na problemu ([2]).

Ucenici i matematic¢ko otkrice

,,U danom trenutku postoji samo tanki sloj izmedu trivijalnog 1 nemoguceg. Matematicka
otkriéa su dobivena u tom sloju.*
Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903. - 1987.), zapisao u svom dnevniku 14. rujna 1943.
(1370

George Pélya je smatrao da dobro obrazovanje podrazumijeva ,,sustavno pruzanje
prilike uc¢eniku za samostalnim otkrivanjem.* Ta njegova misao nagovjestava dvije pe-
dagoske teme kojima se P6lya bavio i razvijao ih viSe od pola stoljeca. Te teme koje su
zajedno tkane njegovim radom su:

e dosljednost (sustavnost) 1 otkrice (sustavno otkrivanje matematike)

e sustavno izlaganje (obrazlozanje) ,,metode* (a la Descartes) za otkrivanje i pronala-
zak ([23], str. 283-284).

RjeSavanjem matematickih problema ucenici ¢e zapaziti dva lica matematike. Za-
ista, matematika ima dva aspekta: ona je strogo euklidska znanost, no ona je i nesto drugo.
Prikazana euklidski, sama matematika je sistematska, apstraktna i deduktivna znanost, no
matematika u nastajanju je eksperimentalna, konkretna i induktivna znanost. Ta Cinjenica
govori sve o tome koliko su i za nastavu matematike vazne neke znanstvene metode is-
traZivanja. Oba navedena aspekta su stara koliko i sama matematika. Ipak je drugi aspekt
u jednom pogledu nov: matematika in statu nascendi, tj. u procesu iznalaZzenja nije nikad
prije Polyine ,,metodicke revolucije* bila prikazana u¢eniku, nastavniku ili Siroj javnosti u
takvom stilu ([[15]], str. VI).

RjeSenje velikog problema veliko je otkriée, no i u rjeSavanju svakog matematickog
problema ima nesto otkrivalacko. Naime, i pri najskromnijem zadatku, ako on budi zani-
manje, ako pobuduje radoznalost, ako pokrece dosjetljivost i ako ga ucenik rjeSava vlasti-
tim snagama, ucenik ¢e doZzivjeti napetost i uzivati u trijumfu pronalaska. Takvi dozivljaji u
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dobi koja je pristupacna dojmovima mogu stvoriti sklonost za umni rad 1 utisnuti doZivotni
pecat na duh i karakter.

Jedinstvena prilika koju ima ucenik e biti propuStena ako on u matematici vidi samo
predmet u kojem mora steci izvjesnu ocjenu, a nakon toga ga moZze $to prije zaboraviti.
Prilika moZe biti propustena ¢ak i onda kad je u€enik prirodno nadaren za matematiku jer
on mora, kao i svako drugi, najprije otkriti svoje sposobnosti i sklonosti. Stoga je potrebno
dovesti u€enika u situaciju da to uistinu i otkrije.

Pélya to slikovito kaze na sljedeéi nacin: ,,On ne moZe znati voli li ¢evapcice ako
ih nikad nije okusio.* ([15], str. V-VI), odnosno ,,Zapamtite - ako Zelite nauditi plivati,
onda smjelo skocite u vodu, a ako Zelite nauciti rjeSavati zadatke, onda ih rjesavajte!*
([16], str. 1)

Potrebno je ucenika dovesti do zakljucka da matematicki problem moZze pruZiti isto
toliko zadovoljstva koliko i kompjuterska igrica ili da intenzivan umni rad moze biti jed-
nako ugodan kao napeta nogometna utakmica. Okusi li jednom radost u matematici, nece
je lako zaboraviti. Tu je onda dobra prilika da matematika za nj neSto postane: najmi-
lija zabava i orude njegova zvanja ili ¢ak velika strast. Takve matematicke uZitke ne bi
trebao omogucavati omogucavati samo onim ambicioznim ucenicima koji Zele razumjeti
matematiku 1 razvijati vlastite sposobnosti, ve¢ svakom uceniku.

S druge strane, nastavnik bi trebao udovoljiti radoznalosti u¢enika koji osjecaju dub-
lju radoznalost te si postavljaju sljedeca pitanja: ,,Da, rjeSenje je tu. Cini se da je ispravno,
no kako je moguce naci takvo rjeSenje? A kako bih ja sam mogao nesto takvo pronaci ili
otkriti?*“ Ti ucenici ne samo da Zele shvatiti dana rjeSenja problema, ve¢ Zele shvatiti mo-
tive i postupke u rjeSavanju te sredstva i putove otkri¢a. Takvo zanimanje medu ucenicima
je raSirenije nego Sto bi se u prvi mah pomislilo ([[15], str. V-VI).

1.5 Izreke o rjeSavanju (matematickih) problema

,Postavljanje problema je Cesto mnogo bitnije nego njegovo rjeSenje koje moze biti je-
dino predmet matematicke ili eksperimentalne vjeStine. Za dobivanje novih pitanja, novih
mogucnosti, za promatranje starih problema iz novog kuta zahtijeva se stvaralacka masta,
a to oznacava pravi napredak u znanosti.*

Albert Einstein (1879. - 1955.) ([37])

,»Kazu da nije toliki smisao u dolasku na odrediste koliki je smisao u putovanju.*
kapetan Jack Sparrow u filmu Pirati s Kariba: Nepoznate plime, 2011. ([28])

»Znacajni problemi s kojima smo suoceni, ne mogu se rijesiti istom razinom razmisljanja
(svijesti) na kojoj smo bili kad smo ih stvorili.*
Albert Einstein (1879. - 1955.) ([34])
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,-Mi nikada ne postajemo matematicari, ¢ak i ako nau¢imo napamet sve tude dokaze, ako
na$ um nije osposobljen da samostalno rjeSava postavljene probleme.
René Descartes (1596. - 1650.) ([34])

,.orZ matematike ¢ine konkretni primjeri i konkretni problemi. Nemoj samo ditati; bori
se! Postavljaj svoja vlastita pitanja, traZi svoje vlastite primjere, otkrij svoje vlastite do-
kaze. Je li pretpostavka nuzna? Je li obrat istinit? Sto se dogada u specijalnom sluaju?
Sto je s degeneriranim sluajevima? Gdje dokaz rabi pretpostavke?

Paul Richard Halmos (1916. - 2006.) ([34])

,UC1ini §to mozZes...“ (s matematickim problemom)
Sibe Mardesi¢ (1927. -) ([35])

,Sto je najbolje uiniti s ovim zadatkom? Ostaviti ga na miru i smisliti neki drugi za-
datak.
tradicionalni profesor matematike ([[16], str. 207)

,» 10 Sto ste bili prisiljeni sami otkriti, u vaSem umu otvara put kojim se mozete ponovno
koristiti kada se za to ukaze potreba.*
Georg Kristof Lichtenberg (1742. - 1799.), Aforizmi ([16], str. 273)

,.Najbolji nacin da se nesto nauci jest da to sami otkrijete.*
George Polya (1887. - 1985.) ([18l])

»ovaka ljudska spoznaja pocinje razmiSljanjem; odatle se dolazi do pojmova i zavrSava
idejama.*
Immanuel Kant (1724. - 1804.), Kritika zdravog uma, str. 429. ([16], str. 429)

,Od Zelje ni¢e misao o nekim sredstvima pomocu kojih vidimo ostvarenje neceg sli¢nog
onome ¢emu tezimo 1 od te pomisli - misao o sredstvima za dostignuce tih sredstava, i tako
dalje, dok ne dodemo do nekog pocetka koji je u naSoj vlastitoj mo¢i.*

Thomas Hobbes (1588. - 1679.), Leviathan ([[16], str. 193)

»Rjesavanje zadataka je najkarakteristicnija i specifi¢na raznolikost slobodnog misljenja.*
William James (1842. - 1910.) ([16]], str. 135)

,Problem je prilika za tebe da das sve od sebe.*
Edward Kennedy ,,.Duke* Ellington (1899. — 1974.) ([42])
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»RjeSavanje problema je ono Sto radimo kad ne znamo Sto raditi.*

Dan Piraro (1958. - ) ([2]], prema T. Herr, K. Johnson, D. Piraro, Problem Solving Stra-
tegies: Crossing the River with Dogs and Other Mathematical Adventures, Berkeley, CA:
Key Curriculum Press, 2001.)

,,Problem nije problem. Problem je tvoje shvacanje problema. Razumijes 1i?7*
kapetan Jack Sparrow u filmu Pirati s Kariba ([21]])

,NiSta nije nemoguce za onoga tko ima volju pokusati.*
Aleksandar Veliki (356. prije Krista - 323. prije Krista) ([27])

Thomas Alva Edison o idejama za rjesavanje problema, neuspjesima i
odustajanju

,,Da bi imao veliku ideju moras imati puno ideja.*

,Kada bismo ucinili sve stvari koje smo u stanju uciniti, zadivili bismo sami sebe.*
,,Nisam pogrijesio. Samo sam pronasao 10 000 nacina koji ne funkcioniraju.*

,»Samo zato $to nesto ne radi onako kako si planirao ne znaci da je to i neupotrebljivo.*

»koro svaki Covjek koji razvije neku ideju razraduje je do tocke kada ona izgleda ne-
moguca i onda se obeshrabri. To nije mjesto na kojem treba postati obeshrabren.

»NaSa velika slabost lezi u odustajanju. Najbolji nacin da postignete uspjeh je da uvi-
jek pokusate makar jos jednom.*

,Naveci promasaji su ljudi koji ne shvate koliko su bili blizu uspjeha u trenutku kada su
odustali.* ([41]])
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1.6 Heuristika

Rije¢ heuristika (gr¢. svptokery: *nalaziti’, ’otkrivati’ ili gré. heuristiko: nalazim’) ima
mnogo znacenja.

Rijec heuristika moZe oznaCavati sljedece:

- postupak koji vodi prema otkricu ili ga potice ([31])

- umijece metodi¢nog otkrivanja istina ([32])

- lat. ars inveniendi: ’vjeStina iznalazenja’ ([17]), odnosno vjeStina pronalaZenja istina ili
novih ¢injenica i spoznaja ([33])

- disciplina koja se bavi istraZivanjem i proucavanjem rjeSavackih metoda i pravila koja
vode do otkrivanja i pronalazenja ([15])

- skup znanja o metodama otkrivanja i utvrdivanja novih ¢injenica i spoznaja ([32]])

- znanost o metodickom pronalaZenju i otkri¢u novoga ([L1'/]])

- dio znanstvene metodologije koji proucava vjeStine pronalazenja novih spoznaja ([39])

- proces koji moZe rijeSiti odredenu vrstu problema, ali ne jam¢i uspjeSno rjeSenje (u mo-
dernoj logici) ([311])

- formalno neispravna i/ili nepotpuna procedura zakljucivanja ili odlu¢ivanja koja Cesto
vodi do uspjesnoga rjeSenja problema ako se primijeni na specifi¢no i razmjerno usko po-
drucje, no pokazuje se neuspjeSnom 1 beskorisnom ako je primijenjena na neko drugo
podrucje (znacenje u suvremenoj filozofiji uma) ([31]).

Podrucje heuristike raznoliko je povezano s drugim strukama. Heuristika djelomice za-
sijeca u podrucje djelovanja matematiCara, fiziCara, psihologa, pedagoga pa i filozofa, a
time 1 logiCara. Pritom treba priznavati mogucnosti kritike sa suprotnih stajaliSta te biti
svjestan ograni¢enja heuristike ([15]). VaZnost heuristike kao moguce bitne strategije za-
klju€ivanja potvrdena je rezultatima eksperimentalnih istrazZivanja u kognitivnoj psihologiji

([31D.

1z rije¢i heuristika nastaje pridjev heuristicki koji opisuje onoga koji je koristan i ima svoju
svrhu u istrazivanju ([32]), odnosno onoga koji sluzi otkrivanju ([15]]). Drugacije receno,
rije¢ heuristicki opisuje onoga koji se odnosi na pronalaZenje i otkrivanje novih ¢injenica i
spoznaja, osobito znanstvenih ([17]).

RijeC heuristican (novolat. heuristicus «— gr¢. heuriskein: ’pronaci’, ’otkriti’) oznaca-
va onoga kojemu je svojstveno otkrivanje, koji otkriva, koji se usvaja uz otkrivanje (za
razliku od onoga Sto se uci pukim ponavljanjem ili oponasanjem) ([32]]).

RijeC heureka (gr¢. cvpnka, tj. heiireka: ’(Pro)nasao sam!’, *Otkrio sam!’) doslovno
oznacava navodni legendarni uzvik koji se pripisuje velikom Grku Arhimedu iz Sirakuze
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kada je uocio prividni gubitak teZine u tekucini i tako otkrio zakon o uzgonu tijela u
tekucini (osnovni zakon hidrostatike o specifi¢noj tezini). Kasnije je u prenesenom znacenju
ta rijeC pocela oznacavati opcenit usklik radosti pri nekom otkricu ili dobroj zamisli ([31]).

S rijecju heuristika su povezani i sljedeci pojmovi:

- Heuristicki principi (nacela) su smjernice, odnosno radne hipoteze koje sluze pro-
nalaZenju novih vidika pri znanstvenom istraZivanju i objaSnjavanju (npr. hipoteze ili fik-
cije) ([17D).

- Heuristicki postupak, za razliku od sistematskog izlaganja, je prikazivanje putova i
nacina postizanja rezultata neke znanosti ([17]]), odnosno dolaZenje do znanstvenog rjeSenja
ili otkrica putem pokuSaja i pogrjeSaka, nagadanjima i opovrgavanjima ([31]).

- Heuristicke znanosti, za razliku od egzaktnih znanosti, su znanosti koje svoje spoznaje
(vrlo Cesto) ne mogu provjeriti eksperimentom ([32]).

- Heuristicki program je vrsta programa koji rjeSava problem na temelju pokusaja i po-
greSaka ([32]).

1.7 Heuristika kroz proslost

Heuristika je naziv za stanovitu disciplinu koja u proSlosti nije bila najjasnije definirana.
Cesto je bila sumarno, a rijetko kada detaljno prikazivana. U vrijeme pisanja Pélyine knjige
Kako ¢u rijesiti matematicki zadatak (1945. godina) heuristika je ve¢ dugo vremena bila
zaboravljena. Stoga je bila prilicno nepoznato podrucje, tj. disciplina koja tada nije bila u
modi. Pélya slikovito navodi da heuristika ima ,,dugu proslost, a mozda i neku budu¢nost*
([15]). Upravo je pisanjem te knjige pokuSao oZivjeti tu, tada mladu znanstvenu granu u
modernoj i skromnoj formi. Pritom je iscrpno osvijetlio ulogu heuristi¢kog procesa u nas-
tavi matematike pokuSavaju¢i okarakterizirati heuristiku kao posebnu granu spoznavanja
([ZD.

Navest ¢emo nekoliko matematicara koji su svojim radom znacajno doprinijeli ra-
zvoju heuristike. Neke tragove proucavanja nalazimo ve¢ kod Euklidovih komentatora. U
tom je pogledu osobito zanimljivo jedno mjesto kod poznatog grckog matematicara Papa
iz Aleksandrije (oko 290. — oko 350.). U sedmoj knjizi svojih Collectiones Papo iz-
vjesStava o jednoj disciplini koju on naziva avadvéuevos. Ovaj naziv mogli bismo prevesti
kao ,riznica analize®, ili kao ,,umijeée rjeSavanja zadataka®, ili upravo kao ,.heuristika®“, a
posljednji navedeni izraz kao da bi najviSe odgovarao. Donosimo dio slobodnog prijevoda
jednog Papovog izvjeStaja u kojem objaSnjava metodu analize i sinteze. ,,Takozvana he-
uristika je, kratko receno, posebna znanstvena disciplina za upotrebu onima koji, nakon §to
su ve¢ proucili opée Elemente, Zele steci vjeStinu rjeSavanja matematickih zadataka. To je
jedina korist ove discipline. Ona je djelo trojice: Euklida, autora Elemenata, Apolonija iz
Perge 1 Aristeja starijeg. Ona uci postupcima analize i sinteze* ([[LL3]).
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Najpoznatija nastojanja da se izgradi sustav heuristike valja pripisati velikim matematicari-
ma, fiziCarima i filozofima Descartesu i Leibnizu. René Descartes (lat. Renatus Cartesius)
(1596. — 1650.) namjeravao je objaviti univerzalnu metodu za rjeSavanje zadataka, ali je
svoja Pravila za vodenje uma ostavio nedovrSena. Fragmenti ovog djela, koji su nadeni
medu njegovim rukopisima i objavljeni poslije njegove smrti, sadrZe brojniji i zanimljiviji
materijal o rjeSavanju zadataka nego njegovo poznatije djelo Discours de la Méthode, iako
je potonje djelo vrlo vjerojatno napisano kasnije. Ova Descartesova misao kao da opisuje
postanak Pravila za vodenje uma: ,J Kad sam kao mladi¢ slusao o dosjetljivim pronalas-
cima, pokuSavao sam pronalaziti sam ne Citajuci autora. Postupajuci tako, malo po malo
sam opazao da upotrebljavam odredena pravila® ([15]).

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. — 1716.) namjeravao je napisati djelo o ,,u-
mijecu pronalazenja®, ali nikad nije izvrSio taj plan. Brojni fragmenti razasuti po njegovim
djelima ipak pokazuju da je imao zanimljivih ideja o toj temi Ciju je vaZnost Cesto na-
glaSavao. Tako je, na primjer, pisao: ,,NiSta nije vaZnije, nego vidjeti izvore pronalaZenja

Bernhard Bolzano (1781. - 1848.), logiCar 1 matematiCar, heuristici je posvetio zna-
tan dio svog opseznog izlaganja logike (Wissenschaftslehre, sv. 3, str. 293-575) i time
joj je dao znacajne i detaljne elemente spoznaje. U navedenom dijelu svog rada on pise:
,NipoSto ne mislim da ¢u ovdje moci dati neki postupak za istrazivanje koji ne bi svaka
dobra glava ve¢ odavna bila zapazila, i nikom ne obeajem da ¢e ovdje naiéi na neSto posve
nova u tom pogledu. Ja ¢u se samo potruditi da jasnim rijeCima obuhvatim razna pravila i
nacine istraZivanja po kojima postupaju svi sposobni ljudi, a da ve¢inom toga nisu ni svi-
jesni. Pa iako ne utvaram sebi da ¢e i to potpuno uspjeti, ipak se nadam da ¢e i ono malo
Sto ¢u ovdje dati nekome dobro dodi i da ¢e to kasnije mo¢i primijeniti* ([15]).

1.8 Heuristicka nastava

Kad god se problemska nastava ne moZe primijeniti, bilo zbog njezine teZine ili zbog na-
ravi matematickog sadrZaja koji se treba obraditi, taj nastavni sustav treba zamijeniti manje
zahtjevnijim nastavnim sustavom ¢ija je djelotvornost nesto slabija, ali joS uvijek dovoljno
dobra za ostvarenje vecine ciljeva suvremene nastave matematike. Takav sustav je he-
uristicka nastava. Kod ovog sustava su aktivnost i samostalnost u¢enika smanjene, ali se
sposobnost umnog rada ucenika i dalje razvija putem nastavnikovog misaonog vodenja.

Heuristi¢ka nastava je iznikla iz potrebe da se uvodenjem samostalnog rada u€enika
prevlada predavacka nastava i poboljSa nastavni proces. Njezin pocCetak nalazimo u prvom
desetljecu 20. stoljeca. Ona se tijekom vremena razvijala i usavrSavala. Razvojni put
najbolje opisuju smjernice za njezinu primjenu iz prve polovine proslog stoljeca:
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e Zadrzati prividnost igre. Uvazavati slobodu ucenika. Podrzavati privid njegovoga
vlastitog otkrivanja matematicke istine. Izbjegavati zamorne vjeZbe pamcenja u
pocetnom obrazovanju ucenika jer to potiskuje njegove urodene osobine. Poucavati
oslanjajudi se na interes prema matematickom sadrzaju koji se proucava.

e Ne izlagati odredeni dio matematike u potpuno gotovom obliku. Takvim se postu-
panjem dolazi u raskorak s osnovnim nacelima nastave. Razvijati umni rad, a ne
zahtijevati ucenje napamet. PridrZavati se nacela primjerenih teSkoca.

e Razvijanje stvaralackih sposobnosti u¢enika glavni je zadatak nastave matematike.

e Heuristicka metoda je takva nastavna metoda u kojoj nastavnik ne priopéuje ucenicima
gotove Cinjenice 1 istine, nego ih navodi na samostalno otkrivanje odgovarajucih tvrd-
nji i pravila.

e Heuristicka metoda sastoji se u tome da nastavnik pred ucenicima postavlja pro-
blem, a onda pomoc¢u odgovarajuéih prikladnih pitanja vodi ucenike do rjeSenja.
Heuristicka nastava uc¢enike mora dovesti do shvaéanja.

Mnoge gore navedene smjernice i promiSljanja su ostali svjezi i prepoznatljivi sve do
danas ([7]]).

Karakteristike heuristicke nastave

Kao i svaki drugi nastavni sustav, heuristicka nastava ima svoje dobre strane i slabe strane
(koje ne treba zanemariti). Poticajna je Cinjanica da dobre strane prevladavaju i heuristicku
nastavu svrstavaju medu viSe i suvremene nastavne oblike.

Dobre strane:

e Osnovu za stjecanje znanja i sposobnosti predstavljaju samostalni rad i aktivnost
ucenika. Pritom je vaZno nastavnikovo poucavanje o matematickom sadrzaju i nacinu
rada kao svojevrsna pomo¢ ucenicima.

e Poznato je da obrazovno znacenje imaju samo oni matematicki sadrZaji koje ucenici
potpuno razumiju. Ono Sto ucenici ne razumiju brzo se zaboravlja i potpuni je obra-
zovni promasaj. Stoga je vazna odrednica heuristi¢ke nastave da nastavnici svojim
poucavanjem ucenike misaono vode i dovode ih do razumijevanja i shva¢anja mate-
matickog sadrzaja.
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e Heuristicka nastava pretpostavlja neposredno komuniciranje nastavnika i uenika.
Nastavnik svojim pitanjima upuéuje uCenike da u izvorima nalaze ¢injenice na os-
novu kojih nastavnikovim misaonim vodenjem dolaze do shvacanja. Slobodan raz-
govor i rasprava omogucavaju ucenicima postavljanje pitanja, i to posebno kad im
nedostaje neka spoznajna informacija.

e Zarazliku od problemske nastave, heuristi¢ka nastava jo§ uvijek ne dovodi ucenike
do potpuno samostalnog rada u otkrivanju matematickih istina, ve¢ do toga spozna-
vanja ucenike vodi nastavnik na temelju svoga heuristicCkog modela. Ipak, ucenici su
1 tu misaono aktivni i u odredenoj mjeri subjekti nastave.

e Heuristicka nastava, za razliku od problemske nastave, moZe se u potpunosti ili dje-
lomi¢no primijeniti na svakom nastavnom satu matematike. Sve ovisi o nastavniku i
umjesnosti njegovog vodenja ([7]]).

Slabe strane:

e Nemoguénost misaonog vodenja bas svih u€enika zbog pomanjkanja vremena i razlicitih
brzina shvacanja.

e Nemoguénost neposredne komunikacije sa svim ucenicima.
e Komunikacija s povu¢enim ucenicima je oteZana 1 ¢esto izostaju njihova pitanja.
e Nepotpuna povratna informacija o prou¢enom matematickom sadrzaju ([[7]).

e Nije lako dovesti sve ucenike do samostalnog otkrivanja odgovaraudih tvrdnji i pra-
vila, tj. do usklika Heureka! Za neke ucenike heuristicka nastava ostaje joS uvijek
sloZen i tezak nastavni sustav ([8]]).



1.9. HEURISTICKI RAZGOVOR 27

1.9 Heuristicki razgovor

Zbog ve¢ spomenutih slabih strana heuristicke nastave ne treba Cuditi da se mnogi nasi
nastavnici matematike drze prokuSanih metoda tradicionalne nastave. Tako u nastavnom
procesu najcesée primjenjuju metodu razgovora. Ta metoda je dobra, ali je slabije djelo-
tvorna od heuristi¢ke metode. Razlog leZi i u njezinoj neprimjerenoj primjeni jer pitanja
¢esto ne budu dobro pripremljena. Evo uocenih slabosti metode razgovora:

e nema postupnog otkrivanja novog

e nastavnik kroz razgovor izlaze odredeni matemati¢ki sadrzaj u potpuno gotovom
obliku

e nastavnik razgovor vodi samo s nekim ucenicima (obi¢no s najboljim)
e potice se pasivnost mnogih ucenika ([8l]).

Dakle, tijekom rjeSavanja zadatka na nastavi, nije dobro da se odmah pozove jedan
ucenik pred plocu i krene s rjeSavanjem zadatka, $to je najcesc¢i slucaj. Tada obi¢no nas-
taje pasivna atmosfera: nastavnik i uenik pred plocom traze put rjeSavanja, ucenik nesto
nejasno izgovara i muci se, a ,,prepisivaci‘ u razredu ¢ekaju dok dragocjeno vrijeme nepo-
vratno tece. Ovakav pocetak rjeSavanja zadatka metodicki je promasaj.

Stoga metodu razgovora treba osuvremeniti. To se postiZze zadrZavanjem svih dobrih
strana metode razgovora i dodavanjem dobrih strana heuristicke metode. Tako se dobiva
jedna metoda koja po svojim karakteristikama stoji izmedu metode razgovora i heuristicke
metode. Ta se metoda naziva heuristicki razgovor, odnosno razgovor otkrivanja. Ta
metoda je zapravo rezultat stalnog poboljSanja metode razgovora. Ovom metodom se do-
lazi do novih matematickih istina otkrivanjem razgovorom nastavnika i svih ucenika, ali
uz pojedinacno nastavnikovo misaono vodenje. Za dobro vodenje heuristickog razgovora
osnovni je preduvjet vrsna nastavnikova priprema, posebno priprema pitanja za pojedine
dijelove matematickih sadrzaja (pitanja koja se odnose na razumijevanje i1 rjeSavanje za-
datka, pitanja koja se odnose na rjeSavanje jednadzbi, pitanja u vezi s pouc¢kom i1 njegovim
dokazom).

Dakle, svaki zadatak je lijep primjer za primjenu heuristickog razgovora. Zapravo,
nastavnik matematike gotovo da i nema izbora jer se primjena heuristickog razgovora
sama namece. Stoga nastavnik mora u pripremi nastavnog sata imati razraden cijeli pos-
tupak rjeSavanja zadatka na taj nacin i, Sto je najvaznije, tono znati koji obrazovni u€inak
moZe posti¢i rjeSavanjem. S vremenom e razvoj misljenja ucenika dostiéi razinu koja
omoguduje izvodenje nastave matematike primjenom heuristicke metode, a moZzda i pri-
mjenom problemske metode. Naravno, u svakom konkrentom slu¢aju nastavnik matema-
tike treba izvoditi nastavu na nacin koji je primjeren predznanju njegovih ucenika ([8]).
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1.10 Heuristicko misljenje

Heuristicko misljenje nije isto Sto 1 konacno, strogo zaklju€ivanje. Ono je privremeno
1 plauzibilno (moze se prihvatiti, vjerodostojno, prihvatljivo, usvojivo) i svrha mu je ot-
kriti rjeSenje danog zadatka. Cesto smo prisiljeni rasudivati heuristi¢ki. Potpunu sigurnost
postizemo tek onda kad dobijemo potpuno rjesenje, ali prije nego $to smo sigurni, moramo
se Cesto zadovoljiti vise ili manje plauzibilnim slutnjama. Prije nego Sto postignemo defi-
nitivno rjeSenje, moze nam zatrebati privremeno rjeSenje. Heuristicko misljenje nam treba
kad izgradujemo strog dokaz kao Sto su nam potrebne skele kad podizemo zgradu. Dakle,
takvo rasudivanje, koje se Cesto temelji na indukciji ili na analogiji, je samo po sebi dobro.
Ono §to je loSe jest brkati ga sa strogim dokazom. Jo$ je gore ako heuristicko rasudivanje
deklariramo kao strog dokaz.

Odredeni dijelovi nastave bi se mogli znatno poboljsati kad bi se bolje shvatila narav
heuristickog misljenja, kad bi se njegove prednosti i njegove granice iskreno priznale i
kad bi udZbenici heuristicke dokaze otvoreno iznosili kao takve. Heuristicki izvod, iznijet
ukusno i iskreno, moZe Koristiti. On moZe pripremiti egzaktan dokaz ¢ije odredene klice
on obi¢no i sadrzi. Medutim, heuristicki izvod ¢e vjerojatno samo Skoditi ako se iznosi
dvosmisleno i s oitim kolebanjem izmedu ,,stida* i preuzetnosti ([135], str. 61-62).



Poglavlje 2

Obrazovni dokumenti o rjeSavanju
matematickih problema

2.1 PISA o matematickim problemima

Primarni cilj matematickog obrazovanje je osposobiti uenika za rjeSavanje (matematickih)
problema. Taj cilj moZemo utvrditi u hrvatskim (npr. NOK), europskim, odnosno svjetskim
obrazovnim dokumentima (npr. PISA). Europski referentni okvir definira matematicku
kompetenciju kao sposobnost razvoja i primjene matematickog misljenja kako bi se rijesio
niz problema u svakodnevnim situacijama. Uz dobro vladanje brojevima (tzv. numericka
pismenost), naglasak je na procesu i aktivnosti, kao i na znanju.

Matematicka kompetencija ukljucuje, na razli¢itim stupnjevima, sposobnost i volju
za koriStenjem matematickih nacina misljenja (logic¢ko i prostorno misljenje) i prikazivanja
(formule, modeli, konstrukcije, grafovi, grafikoni) ([2]]).

Prema definiciji OECD-a/PISA-e, matematicka pismenost je sposobnost pojedinca za:
e prepoznavanje matematickih problema,
e razumijevanje 1 angazman u matematici,
e stvaranje dobro utemeljenih prosudbi o ulozi matematike.

Ta sposobnost je potrebna u sadasnjem i budu¢em privatnom, poslovnom i drustvenom
Zivotu s vr$njacima i ¢lanovima obitelji, kao i u Zivotu kao konstruktivnog, zainteresiranog
i promisljajuceg gradanina ([2]).

29



POGLAVLIE 2. OBRAZOVNI DOKUMENTI O RIESAVANJU MATEMATICKIH
30 PROBLEMA

Tri dimenzije matematicke pismenosti (prema PISA-1) su:
e matematicki procesi,
e matematicki sadrzaj,
e matematicke situacije 1 konteksti ([2]]).
Matematicki procesi obuhvacaju (prema PISA-1):
e matematicko misljenje i zakljucivanje,
e matematicko argumentiranje,
e matematicka komunikacija,
e modeliranje,
e postavljanje i rjeSavanje problema,
e prikazivanje,
e koriStenje simbolickog, formalnog i tehni¢kog jezika i operacija,
e koriStenje pomagala i alata ([2]]).
Postavljanje i rjeSavanje problema (prema PISA-i) obuhvada:

e postavljanje, formuliranje i definiranje razlicitih tipova matematickih problema (npr.
¢isto matematicki ili primijenjeni problemi; problemi otvorenog ili zatvorenog tipa),

e rjeSavanje razliCitih vrsta matemati¢kih problema na raznovrsne nacine ([2]).

Jedan od pet standarda matematicke kompetencije u Sjedinjenim Americkim DrZzavama je
strategijska kompetencija. Ona obuhvaca sposobnost postavljanja, prikazivanja i rjeSavanja
matematickih problema ([2], prema Adding it up: Helping Children Learn Mathematics,
2001.).
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2.2 NOK o rjesavanju problema i koristenju tehnologije

NOK predstavlja osnovne sastavnice predSkolga, opcega obveznoga 1 srednjoSkolskoga
odgoja i obrazovanja, ukljucujuci odgoj i obrazovanje za djecu s posebnim odgojno-obraz-
ovnim potrebama. NOK je temeljni dokument u kojemu su prikazane sastavnice kuriku-
lumskoga sustava: vrijednosti, ciljevi, naCela, sadrZaj i op¢i ciljevi odgojno-obrazovnih po-
drucja, vrjednovanje ucenickih postignuca te vrjednovanje i samovrjednovanje ostvariva-
nja nacionalnoga kurikuluma. SrediSnji dio NOK-a Cine u€enicka postignuca za odgojno-
obrazovna podrucja, razradena po odgojno-obrazovnim ciklusima te opisi i ciljevi medu-
predmetnih tema koje su usmjerene na razvijanje klju¢nih u€enickih kompetencija ([36],
str. 11).

NOK odreduje:

- svrhu ucenja i poucavanja matematike u osnovnoj 1 srednjoj Skoli,

- ulogu matematike u sustavu odgoja i obrazovanja,

- opCe ciljeve matematickog obrazovanja,

- o¢ekivana ucenicka postignuca na kraju svakog od Cetiri odgojno-obrazovna ciklusa ([4]).

U dijelu koji slijedi izdvojit cemo samo one dijelove NOK-a koji se odnose na rjeSavanje
matematickih problema i primjenu tehnologije u nastavi matematike.

Op¢i odgojno-obrazovni ciljevi podrucja matematickog obrazovanja

UCcenici Ce:

- biti osposobljeni za rjeSavanje matematickih problema i primjenu matematike u razli-
¢itim kontekstima, ukljucujudi i svijet rada

- u¢inkovito primjenjivati tehnologiju ([36], str. 80).

Razradom tih opcih ciljeva dobivamo dvije istaknute dimenzije matemati¢kog obrazova-
nja:

- matematiCki procesi

- matematicki koncepti

NOK razlikuje pet matematickih procesa:

- prikazivanje 1 komunikacija

- povezivanje

- logicko misljenje, argumentiranje i zaklju€ivanje

- rjeSavanje problema i matematicko modeliranje
- primjena tehnologije ([36], str. 81-91).
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2.3 Ocekivana ucenicka postignuc¢a u NOK-u po
odgojno-obrazovnim ciklusima

Prvi ciklus (L., IL., IIL. i IV. razred osnovne skole)
I. Matematicki procesi

4. Rjesavanje problema i matematicko modeliranje

Ucenik/ca:

- postavlja i analizira jednostavniji problem, planira njegovo rjeSavanje odabirom odgo-
varajucih matematickih pojmova i postupaka, rjasSava ga te tumaci i vrednuje rjeSenje i
postupak

- izgraduje novo matematicko znanje rjeSavanjem problema.

I1. Matematicki koncepti
4. Mjerenje

Ucenik/ca odreduje mjeriva obiljezja jednostavnoga objekta ili pojave u svakodnevnim
situacijama i primjenjuje mjerenje pri rjeSavanju problema.

Drugi ciklus (V. i VL. razred osnovne skole)
I. Matematicki procesi

Postignuca se ne razlikuju u odnosu na prethodni (prvi) ciklus.

I1. Matematicki koncepti

2. Algebra i funkcije
Ucenik/ca rjeSava jednostavni problemski zadatak zadan rijeCima upotrebom algebarskih
simbola (brojevna recenica, formula, linearna jednadzba).

4. Mjerenje
Ucenik/ca odreduje mjeriva obiljeZja objekta ili pojave u svakodnevnim situacijama i pri-
mjenjuje mjerenje pri rjeSavanju problema.
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Treci ciklus (VIL. i VIII. razred osnovne skole)

I. Matematicki procesi

4. Rjesavanje problema i matematicko modeliranje

Prvo postignuce se ne razlikuje u odnosu na ono iz prethodnog ciklusa, a drugo postignuce
je nadopunjeno: Ucenik/ca izgraduje novo matemati¢ko znanje rjeSavanjem problema i
modeliranjem situacija.

5. Primjena tehnologije

Ucenik/ca:

- istraZuje i analizira matematicke ideje, eksperimentira s njima te provjerava pretpostavke
pomocu dZepnih raunala i raznovrsnih racunalnih programa, osobito programa dinamicne
geometrije i programa za izradu proracunskih tablica

- razlozno 1 ucinkovito rabi tehnologiju za prikupljanje, organiziranje, prikazivanje, pred-
stavljanje 1 razmjenu podataka 1 informacija, za rjeSavanje problema i modeliranje te u situ-
acijama kojima su u srediStu zanimanja matematicke ideje (radi rastere¢ivanja od raCunanja
1 grafi¢koga prikazivanja)

- razumije prednosti i nedostatke primjene tehnologije.

I1. Matematicki koncepti

1. Brojevi
Ucenik/ca primjenjuje realne brojeve, njihove zapise i raCunske operacije u rjeSavanju jed-
nostavnih matematic¢kih problema i problema u svakodnevnomu Zivotu.

2. Algebra i funkcije

Ucenik/ca prevodi jednostavan problem u algebarske simbole (brojevna recCenica, line-
arna jednadzba, sustav dviju linearnih jednadzbi), planira njegovo rjeSavanje, rjeSava ga
1 utvrduje smislenost dobivenoga rjesenja.

3. Mjerenje

Ucenik/ca odreduje mjeriva obiljeZja objekta ili pojave u svakodnevnim situacijama, oda-
bire primjerene mjerne jedinice i mjerne uredaje te primjenjuje mjerenje pri rjeSavanju
problema.
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Cetvrti ciklus - srednje strukovne Skole

NOK za ovaj ciklus propisuje zajednicku opéeobrazovnu jezgru za sve strukovne programe,
i to najmanje 60% prvog razreda i 40% drugog razreda strukovnog obrazovanja u srednjim
strukovnim i1 umjetni¢kim Skolama ([4]). ,,Treba imati na umu da se u srednjim strukovnim
1 umjetnickim Skolama opc¢eobrazovni sadrZaji mogu poucavati i u zavrSnim razredima,
ovisno o profilu i potrebama Skole, odnosno ucenika“ ([36]], str. 19).

I. Matematicki procesi

Postignuca se ne razlikuju u odnosu na prethodni (treci) ciklus, osim §to se u procesu
RjeSavanje problema i matematicko modeliranje navodi jos jedno postignude:
Ucenik/ca primjenjuje matematicke pojmove i postupke u svakodnevnomu osobnomu, pro-
fesionalnomu i drustvenomu Zivotu te u drugim odgojno-obrazovnim podruc¢jima.

I1. Matematicki koncepti

1. Brojevi
Ucenik/ca primjenjuje brojeve, njihove zapise 1 raCunske operacije u modeliranju jednos-
tavnih matematickih problema i problema u svakodnevnomu Zivotu.

U postignuéima koncepta Algebra i funkcije se ne spominje rjeSavanje problema (za raz-
liku od prethodog ciklusa), a postignuca koncepta 4. Mjerenje se ne razlikuju u odnosu na
ona iz prethodnog ciklusa.

Cetvrti ciklus - gimnazije

Ovaj ciklus u gimnazijama obuhvaca sva Cetiri razreda ([36]], str. 19) i propisuje zajednicku
jezgru za sve gimnazije ([4]).

I. Matematicki procesi

4. Rjesavanje problema i matematicko modeliranje Postignuca ovog procesa se ne raz-
likuju u odnosu na prethodni (treci) ciklus, osim Sto se govori o problemu, a ne samo o
jednostavnijem problemu kao u prethodnom ciklusu. Nadalje, spominje se joS jedno do-
datno postignuce:

Ucenik/ca modelira situacije i procese iz drugih odgojno-obrazovnih podrugja te svakod-
nevnoga osobnoga, profesionalnoga i drustvenoga Zivota.
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5. Primjena tehnologije

Postignuca ovog procesa se ne razlikuju u odnosu na prethodni (treci) ciklus, osim §to se u
drugonavedenom ishodu spominje i to da se razloZno i ucinkovito rabi dZepno racunalo za
racunanje.

I1. Matematicki koncepti

1. Brojevi

Ucenik/ca primjenjuje brojeve, njihove zapise 1 raCunske operacije u modeliranju mate-
matickih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim podrucjima 1 svakodnev-
nomu Zivotu.

2. Algebra i funkcije

Ucenik/ca primjenjuje funkcije 1 njihove grafove te jednadzbe 1 nejednadzbe u rjeSavanju
matemati¢kih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim podruc¢jima i svakod-
nevnomu Zivotu.

3. Mjerenje

Ucenik/ca odreduje mjeriva obiljezja objekta ili pojave u svakodnevnoj situaciji te pri-
mjenjuje mjerenje pri rjeSavanju matematickih problema i problema u ostalim odgojno-
obrazovnim podrucjima i svakodnevnomu Zivotu.

5. Infinitezimalni racun
Ucenik/ca primjenjuje derivaciju i odredeni integral pri rjeSavanju jednostavnih problema.






Poglavlje 3

Poélyini koraci

3.1 George Pélya - lik i djelo

George Pélya (slika [3.1)) roden je u Budimpesti 13. prosinca 1887. U mladosti nije poka-
zivao osobito zanimanje za matematiku. Godine 1905. upisao je pravni fakultet. Buducéi
da je taj studij smatrao dosadnim, nakon jednog semestra prebacio se na studij jezika i
knjiZevnosti te je stekao zvanje profesora latinskog 1 madarskog jezika. Nakon toga poceo
se baviti filozofijom pri ¢emu se susreo s matematikom. Godine 1912. doktorirao je ma-
tematiku na BudimpesStanskom sveuciliStu. Radio je na sveuciliStima u Njemackoj, Engle-
skoj, Svicarskoj i Francuskoj. Godine 1940. napusta Europu te potom odlazi u Ameriku.

Bio je izuzetan matematicar. Svojim znanstvenim radovima fundamentalno je dopri-
nio kombinatorici, teoriji brojeva, teoriji vjerojatnosti, kompleksnoj analizi i parcijalnim
diferencijalnim jednadZbama. Bio je izuzetan ucitelj, ulitelj ulitelja te vrstan predavac.
Osobito se zalagao za heuristiCki pristup ucenju. Tvrdio je da postoji umijece otkriéa i
da ga je moguce nauciti. Njegova knjiga Kako rijesiti matematicki zadatak (1945.) pro-
dana je u gotovo milijun primjeraka i prevedena na 17 jezika i gotovo da nema knjige o
heuristickoj metodi koja se na nju ne poziva. Drugi njegov rad znacajan za matemati¢ku
edukaciju je knjiga Matematika i uvjerljivo zakljucivanje, odnosno Matematicki vjerodos-
tojno zakljucivanje (1954.), prevedena na Sest jezika, u kojoj se bavi naCinom kako nauciti
rjeSavati probleme i dokazivati teoreme.

Osobito je vazna knjiga Matematicko otkrice (1962.), prevedena na devet jezika, u
kojoj izlaze razmiSljanje o matematickom otkricu. (Svi navedeni podatci o prijevodima
knjiga 1 broju prodanih knjiga su iz 2003. godine ([[16]]).) Matematicko otkrice je prirunik
koji svakodnevno mogu rabiti i roditelji, kao i stariji srednjoskolci. Citatelju ée se &initi
vrlo suvremenim iako je pisan prije viSe od 50 godina. U njemu Pdlya detaljno argumen-
tira ideje 1 poglede na sve dijelove nastave matematike ([[16], str. iii). Pritom objedinjava
teorijski cilj - proucavanje heuristike, s konkretnim, prakti¢nim i neodgodivim ciljem - po-
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e E

Slika 3.1: George P6lya na drugoj Medunarodnoj konferenciji o matematickom obrazova-
nju u engleskom gradu Exeteru 1972. godine ([40]])

boljSanjem izobrazbe nastavnika i njihovim daljnjim usavrSavanjem ([16], str. 3). Pdlya
svoje neslaganje s odredenim aspektima postojece prakse iskazuje ironizirajuéi je. Pritom
ne namece prihvacanje svojih rjeSenja, nego odluku prepusta Citatelju Ciju je aktivnost nas-
tojao svesrdno potaknuti ([[16], str. iii). Veci dio tog njegovog djela predstavljaju realan,
prakti¢an aspekt heuristike. PSlya je svim njemu dostupnim sredstvima pokusao zainteresi-
rati Citatelja za rjeSavanje zadataka i potaknuti ga da se zamisli nad metodama i sredstvima
koja on pri tome primjenjuje. Veéinu teksta je posvetio svestranom istraZivanju procesa
rjeSavanja samo nekoliko problema ([16], str. 2). Mnogi prijedlozi iz te knjige su stan-
dardizirani (i na neki nacin ,,0zakonjeni* za svakodnevnu uporabu u Skolskom sustavu) u
Standardima za nastavu matematike. To je skup standarda za matematicke nastavne pla-
nove u sjevernoameri¢kim Skolama od vrti¢a do Cetvrtog razreda srednje Skole koji je 1988.
godine donijela americka Komisija za standarde Skolske matematike Upravnog odbora Na-
cionalnog vijeca ucitelja matematike ([16], str. iii). (Kod nas prijevod tih standarda 2000.
godine objavilo Hrvatsko matematicko drustvo.)

Pdlya je redovno posjecivao srednje Skole na zapadu SAD-a. Drzao je predavanja i
tako prikupljao na stotine mladih zainteresiranih za matematiku koji su posjecivali njegove
seminare na sveuciliStu u Stanfordu (Kalifornija, SAD). Mnoge je potakao na matematicki
karijeru. Umro je 7. rujna 1985. u Paolo Altu ([16]).

Vazno je reci da je George Pdlya bio veliki matematicar 20. stoljeca i jedan od
najboljih metodicara i pedagoga. Njegova promisljanja i predloZena rjeSenja u poucavanju
matematike ostvaruju se i ne gube na snazi ve¢ pedesetak godina. Nastavnici bi njegove
ideje trebali ugraditi u svoje poucavanje, na svoju korist i na korist svojih u¢enika. Moglo
bi se re¢i da danas dobivaju novi poticaj uvodenjem racunala u nastavu matematike ([16]],
str. 1i1).
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PROBLEMA 39
3.2 Poélyini koraci - temeljne etape pri rjeSavanju svakog
problema

Po svojoj naravi Covjek tezi k najveCem: htio bi ovladati univerzalnom metodom koja
omogucuje da se uspjesno rijesi svaki zadatak. Stoga je pitanje pronalazenja Sto opéenitijih
metoda rjeSavanja problema vrlo staro. U vecini ljudi ta Zelja ostaje skrivena, ali se katkad
pojavljuje u pricama i djelima nekih filozofa. Tako je René Descartes tragao u svojim is-
traZivanjima za univerzalnom metodom rjeSavanja problema, zasnovanoj na ideji da se bilo
koji problem moZe svesti na rjeSavanje jednadzbi. Descartesova zamisao se vrlo plodno
ostvaruje za mnoStvo raznorodnih problema u raznim podru¢jima matematike, pa tako i u
Skolskoj matematici, osobito pri rjeSavanju tekstualnih i konstruktivnih zadataka ([12]], str.
II). Leibniz je najjasnije definirao ideju univerzalne metode koja je pogodna za rjeSavanje
svih zadataka. Medutim, potraga za opom metodom nije bila niSta uspjeSnija od potrage
za kamenom koji sve metale pretvara u zlato. To su viSe ili manje ostali tek nedostizni ide-
ali kojima je sudeno da ostanu masta jer je jasno da univerzalna metoda ne moZe postojati.
No ni ti ideali nisu potpuno beskorisni jer su mnogi u potrazi za ciljem pronasli zanimljive
putove. Naime, i nekoliko malih koraka u smjeru nedostiznog ideala moze razviti umijece
rjeSavanja zadataka ([[16], str. 1-2).

Umjesto uzaludnog traganja za univerzalnom metodom, za Siroke klase problema
uvode se i razvijaju posebne metode rjeSavanja. Medutim, za mnoge probleme ni to nije
moguce uciniti. Zato u metodici nastave matematike izrasta i neprestano se razvija posebna
metodika - metodika rjeSavanja zadataka. Njezino je srediSnje pitanje: kako nauditi
ucenike rjesavati zadatke? A jedan je od njezinih glavnih ciljeva: nauciti ucenike pre-
poznavati zadatke iz iste klase. Ona pomaze da se proces rjeSavanaj bilo kojeg zadatka
svede na Sto je mogucée manji broj nepoznanica i na taj nacin podigne razina uspjesnosti
rjeSavanja ([12], str. II).

Dakle, nemoguce je naci Carobni kljuc (ili rije¢) koji otvara sva vrata, tj. univerzalnu
metodu kojom se mogu rijesiti svi zadatci, ali je moguce prouciti mnogo dobrih primjera
za oponaSanje rjeSavanja slicnih zadataka. Naime, rjeSavanje zadataka je prakti¢na vjeStina
sli¢na plivanju, skijanju ili sviranju na glasoviru; moZe se nauciti samo oponasajuéi dobre
uzorke i neprekidno vjezbajudéi ([16], str. 1).

George Poélya je 1945. godine napisao knjigu How to solve it (Kako cu rijesiti
matematicki zadatak) koje je postala osnovna literatura o strategijama rjeSavanja mate-
matickih problema. U toj knjizi je sustavno prikazao i objasnio Cetiri osnovne etape
pri rjeSavanju svakog (pa tako i matematickog) problema. Stoga P6lyu moZemo nazvati
,»ocem* rjeSavanja matemati¢kih problema ([2]). Tu razradu opceg pristupa rjeSavanju
zadataka popratio je nizom korisnih uputa, usmjeravajuéih pitanja i logickih rasudivanja
([12]], str. II). Pélya navodi pitanja koja su klju¢na za pojedinu etapu rjeSavanja zadatka.
Ta pitanja se zasnivaju se na misaonim operacijama. Ako se nastavnik s tim pitanjima i
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preporukama obrati svom uceniku i primijeni ih pravilno (u pravom trenutku i na pravi
nacin), time u¢eniku moze pomoc¢i pri rjeSavanju zadatka. Takoder, ucenici si i sami mogu
postavljati preporucena pitanja i tako kontrolirati postupak rjeSavanja. Vazno je da ucenici
na primjerima uistinu uoce prakti¢nu korist tih pitanja i preporuka ([[15]], str. XIII-XIV).

Prema [2] 1 [15], danas je uobiCajeno da se proces rjeSavanja zadataka dijeli u Cetiri te-
meljne etape:

1. Razumijevanje problema
2. Stvaranje plana njegova rjeSavanja
3. IzvrSavanje osmiSljenog plana — dobivanje rjeSenja problema
4. Osvrt na rjeSenje i metodu rjeSavanja
Te etape se isprepli¢u i medusobno ovise tako da su tijekom rjeSavanja u stalnom medu-

djelovanju. Stoga je Cesto poZeljno da se ucenik po potrebi i vra¢a na neku od prethodnih
etapa (osim da prelazi na sljedecu etapu).

Razumijevanje problemskog zadatka

VaZne upute i pitanja koja si trebamo postaviti pri Citanju teksta problemskog zadatka:
e Mozes li zadatak izreci svojim rijeCima?
e Sto u zadatku pokusavas pronadi ili napraviti?
e Koje informacije su zadane? Kako glasi uvjet? Sto je nepoznato?

e Koje informacije u zadatku nedostaju? Postoje li 1 koje su informacije u zadatku
suvisne? ([2[))

e Je li moguée zadovoljiti uvjet? Je li uvjet dovoljan za odredivanje nepoznatog? Sto
ako nije dovoljan; je li preodreden ili kontradiktoran?

e Nacrtaj sliku. Uvedi pogodne oznake.

e Rastavi uvjet na razne dijelove. Mozes li ih napisati? ([[15]])
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Osmisljavanje plana rjesavanja

Ova etapa podrazumijeva odabir ucinkovite strategije rjeSavanja problema, odnosno otkri-
vanje posebnih metoda rjeSavanja (ako takve metode postoje) ([12], str. II). O tome e biti
viSe rijeci u sljede¢em poglavlju. Jasna je stvar da se mnogi zadatci ne mogu rijesiti samo
jednom metodom, ve€ se njihovo rjeSavanje provodi kombiniranjem viSe metoda.

VaZne upute 1 pitanja koja si trebamo postaviti:

e PotraZi vezu izmedu zadanog i nepoznatog. Ako se ne moZe na¢i neposredna veza,
mozda ¢eS morati razmatrati pomoc¢ne zadatke. U konacnici treba$ dobiti plan rjesa-
vanja.

e Jesi li zadatke vec prije vidio? Jesi li isti zadatak vidio u neSto drugacijem obliku?
e 7Znas li neki srodan zadatak? Znas li koji teorem bi ti mogao pomoci pri rjeSavanju?

e Promotri nepoznato i nastoj se sjetiti nekog tebi poznatog zadatka koji sadrZi istu ili
sli¢nu trazenu nepoznanicu.

e Prisjeti se srodnog zadatka koji je vec rijeSen. Mozes li ga iskoristiti? Mozes li pri-
mijeniti njegovo rjeSenje? MoZze$ li primijeniti metodu kojom je taj zadatak rijeSen?
PokuSaj uvesti pomoc¢ni element kako bi mogao upotrijebiti taj zadatak pri rjeSavanju
pocetnog zadatka ([15]). René Descartes u svojem djelu Rasprava o metodi o tome
pise: ,,Svaki zadatak Kkoji sam rijeSio postao je za mene uzorak koji je kasnije
sluzio za rjeSavanje drugih zadataka.* i ,,Ako sam ja i otkrio neke nove istine u
znanosti, mogu tvrditi da su one ili izravna posljedica pet ili Sest glavnih zada-
taka koje sam uspio rijesiti ili barem ovise o njima. Ja na njih gledam kao na
isto toliko sukoba u kojima je ratna sreca bila na mojoj strani* ([16]], str. 11).

e Mozes li zadatak drugacije izraziti?

e Ne mozes li rijesiti postavljen zadatak, pokuSaj najprije rijesiti neki srodan zadatak.
MozZes li smisliti srodan zadatak koji je pristupacniji/opéenitiji/specijalniji/analogan?
Mozes i rijesiti dio zadatka? ([15]) George Pdlya o tome pise sljedeée: ,,Ako
ne mozes rijesiti dani problem, onda postoji laksi problem koji mozes rijesiti.
Pronadi ga!“ ([30]). René Descartes u pravilu VI. svog djela Pravila rukovodenja
umom pise: ,,Kad se pojavi problem, moramo biti u moguénosti vidjeti je li
ucinkovito prije istraziti neki drugi problem, koji problem ili koje probleme‘
([16]], str. 207).

e Zadrzi samo jedan dio uvjeta, a ostale uvjete odbaci. Dokle je tada nepoznanica
odredena te kako se ona moZe mijenjati?
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e Mozes li iz zadanih podataka izvesti neSto korisno?

e Mozes li zamisliti neke druge zadane podatke koji bi bili pogodni za odredivanje
nepoznatog?

e MozeS li promijeniti nepoznanicu ili zadane podatke (ili oboje ako treba) tako da
nova nepoznanica i novi zadani podaci budu medusobno blizi?

e Jesi li iskoristio sve zadano? Jesi li iskoristio uvjete u cjelini? Jesi li uzeo u obzir sve
bitne pojmove koji se nalaze u zadanom zadatku? ([[15])

Provodenje osmiSljenog plana — dobivanje rjesenja problema

RjeSavanje zadatka je prijelaz od uvjeta do rezultata, tj. nain postizanja cilja zadatka. Pro-
vodi se nakon iscrpne analize u kojoj je otkriven put rjeSavanja ([12], str. 2).

Ova etapa podrazumijeva:

- izvodenje strategije odabrane u drugom koraku te izvodenje svih nuznih koraka i izraCuna
- provjeru izvrSenosti i valjanosti svakog u¢injenog koraka predvidenog planom

- precizno i sustavno biljeZenje rada

- ustrajnost u radu, ¢ak i ako primijenjena strategija ne daje rezultate - tada je treba zami-
jeniti nekom drugom strategijom, a ne odustati od rjeSavanja problema ([2]).

VaZzna pitanja koja si trebamo postaviti:
e Provodis li svoj plan rjeSavanja? Kontroliraj svaki korak.

e Mozes li jasno vidjeti da je korak ispravan? Mozes 1i dokazati da je ispravan? ([[15])

Osvrt na gotovo rjeSenje i metodu rjesavanja

Pozornost koja se poklanja nekom zadatku obi¢no zavrSava nalaZenjem njegova rjeSenja.
Kada je rjeSenje nadeno, Cesto se prelazi na sljedeci zadatak pa prethodni zadatak kao da
vise ne postoji. Cak se mozda nije ni provjerilo je li dobiveno rjeenje ispravno. Tako se
¢ini da je brzo nalaZenje rjeSenja najvaznije u itavom procesu rjeSavanja zadatka i jedina
njegova svrha, a dakako da nije tako. Pregledavajuéi tok svog rada i konacni oblik rjeSenja,
ucenik ¢e zapaziti vrlo mnogo raznih stvari ([12], str. 2). Pritom je sasvim jasno da je
najbolje osvruti se na rijeSeni problem te razmisljati o metodama rjeSavanja odmah nakon
samog rjeSavanja. Tada je rjeSenje dobro ,,probavljeno*, dojmovi su jo§ svjeZi pa ¢e ucenik
iz retrospektivnog pogleda na svoj napor bolje razabrati karakter svladanih poteskoca, lakSe
prepoznati i imenovati koriStenu metodu ([16], str. 7).
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Ova sastavnica zadatka je od posebne vaznosti jer pruza mogucnost ispitivanja novih
ideja 1 daljnjih usmjeravanja miSljenja ucenika na vazne znanstvene postupke kao Sto su
analiza, sinteza, analogija, specijalizacija, generalizacija i dr. Trazenjem odgovora na no-
vonastala pitanja razvijaju se i njeguju odredene matematicke sposobnosti u¢enika i njihova
kreativnost podiZe na viSu razinu. Dakle, ako ucenik, Sto je moguce potpunije, razmislja o
zadatcima koje je rijesio, steci Ce sredeno i upotrebljivo znanje ([12], str. 2).

Vazno je i1 da je ucenik svjestan toga da iz svojih napora moZze izvuci korist tako da
iz rijeSenog zadatka uoci to Sto u buduénosti moZe posluZiti pri rjeSavanju drugih zadataka.
Nacin rjeSavanja do kojeg dode osobnim naporom, koji procita u knjizi ili pak koji Cuje
od nekog drugog, moZe se pretvoriti u pogodnu metodu i uzorak koji se s uspjehom moze
oponasati pri rjeSavanju drugih zadataka. Naravno da je pritom oponasanje rjeSenja lako
ako je zadatak sli¢an u€enicima poznatom zadatku. Medutim, ako sli¢nost nije velika, onda
takvo oponasanje postaje teSkim ili jedva ostvarivim ([16], str. 1).

Ova etapa podrazumijeva:

- provjeru dobivenog rezultata uvrStavanjem u postavljeni problem, $to u nekim slucajevima
ukljucuje 1 dokaz da dobiveno upravo ono §to je trazeno

- interpretaciju dobivenog rjeSenja u terminima postavljenog problema te odgovor na pita-
nje ima li dobiveno rjeSenje smisla i je li postavljeni problem u cijelosti rijeSen

- utvrdivanje postoji li jo§ neka metoda kojom se moze rijesiti postavljeni problem te koja
je od metoda najjednostavnija, odnosno najefikasija

- ukoliko je moguce, utvrdivanje drugih srodnih ili opcenitijih problema koji se mogu
rijeSiti primijenjenom metodom te sagledavanje ogranicenja primijenjene metode ([2]]).

Odredeno usmjeravanje ucenickog misljenja moZe se posti¢i napomenama i postavljanjem
vaznih pitanja:

e Provjeri dobiveno rjeSenje.

e MozZes li kontrolirati rezultat? Mozes li kontrolirati dokaz?

e Mozes li zadatak rijeSiti na neki drugi nacin?

e Mozes li rezultat uociti na prvi pogled?

e Koliko prethodnog znanja trebam za rjeSavanje ovog zadatka?

e Mozes li rezultat ili metodu rjeSavanja upotrijebiti za neki drugi zadatak? Postoji li
neki trik koji mozemo uporabiti sljedeci puta u slicnoj situaciji? ([15]])

e Jesmo li opisani postupak rjeSavanja ve¢ koristili kod nekog drugog zadatka?
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Moze li se nain rjeSavanja zadatka pojednostavniti? Sto se moglo bolje uginiti?
([12]], str. 2) (Thomas Alva Edison (1847. - 1937.) je jednom prilikom rekao:
,»Postoji nadin da se to napravi bolje. Pronadi ga!* ([41]])).

Moze li se sastaviti neki slican zadatak?
Kako glasi obrnuta tvrdnja i vrijedi li ona? ([12], str. 2)
Je 1i rijeSeni zadatak bio tezak ili lagan?

Koja je bila glavna, tj. klju¢na ideja za rjeSavanje zadatka? Koji je trenutak u procesu
rjeSavanja bio vrlo vaZzan?

Sto je najvise pomagalo, a §to najvise kotilo tijekom rjeSavanja, tj. u ¢emu je bila
glavna poteskoca? ([13], str. 41)



Poglavlje 4

Strategije rjeSavanja problemskih
zadataka

4.1 Strategije i metode

,Metoda - to je postupak koji rabite dva puta.*
izreka jednog pedagoga o metodi kao misaonoj doskocici ¢iju opéu shemu djelovanja
uoCavamo nakon $to je uporabimo dva puta ([[16], str. 78)

»Metoda se sastoji u razmisljanju i uredivanju stvari na koje treba biti usmjerena nasa
pozornost u cilju otkri¢a neke istine.*
René Descartes (1596. - 1650.), Pravila rukovodenja umom, pravilo V. ([16], str. 249)

,Jako je u obi¢nim slucajevima teSko dati opca pravila (upute) jer svatko u njima mora
slijediti upute svoga razuma, ipak ¢u pokusati pokazati put pocetnicima.*
Isaac Newton (1643. - 1728.), Sveopca aritmetika, str. 198. ([16], str. 263)

Pojam strategija (gr¢ki otpatnyia, tj. strategia ~ strategos: ’vojni zapovjednik® =~
stratos: ’vojska’ + dgein: ’voditi’) se koristi u razli¢itim kontekstima (vojska, druStvo,
ekonomija, politika, geografija, sociologija, psihologija, sport, racunalne igre itd.) ([32])
te u skladu s tim ima i razli¢ita znacenja. U svakodnevnim razgovorima se Cesto koristi
u prenesenom znacenju te obi¢no oznacava nacin (plan) ili spretnost (takticku vjestinu)
postizanja Zeljenog cilja ([32], [33]), tj. umijece koriStenja 1 unapredivanja sposobnosti
djelovanja radi postizanja optimalno mogucih predvidivih ciljeva ([39]).

Pojam metoda (lat. methodus «— gré. uedodog, tj. méthodos: ’trazenje’, ’is-
traZivanje’ =~ meta- + hodds: *put’, ’staza’) oznacava nacin, put, postupak koji pomaze os-
tvarenju Zeljenog rezultata u nekom prakticnom poslu, znanstvenom istrazivanju, drustvenoj
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akciji, sportskoj igri itd. ([32]), odnosno unaprijed smisljen, planski postupak za postizanje
odredenoga cilja na nekom prakti¢nom ili teoretskom podrucju; ustaljen nacin obavljanja
neke djelatnosti ([33]]).

Iz nevedenog je uocljivo da su pojmovi strategija i metoda bliske po svome znacenju
pa ¢emo ih i koristiti kao istoznacnice.

Opce metode rjesavanja problemskih zadataka

Promatrajuéi spomenute Polyine korake, moZemo uociti neke ,,opée metode rjeSavanja
problemskih zadataka koje prirodno proizlaze iz tih koraka. Te metode su zapravo primje-
njive na svakom zadatku (koliko god to mozda nekad bilo besmisleno), to¢nije gotovo pa
uvijek su primjenjive. Ispisat ¢emo neke od tih metoda:

e metoda pokuSaja i promasSaja (pogreSaka)

e crtanje dijagrama (metoda grafickog prikaza), tj. grafi¢ko-aritmeticka metoda
e metoda vracanja (rjeSavanja) unatrag

e promjena fokusa

e prisjecanje i analiziranje srodnih ili slicnih problema te utvrdivanje moZze li se metoda
njihovog rjeSavanja primijeniti i u ovom slucaju

e istraZivanje i rjeSavanje jednostavnijeg srodnog problema (npr. s manje varijabli) ili
specijalnog slucaja postavljenog problema

e razlaganje problema na potprobleme ([2]).

Posebne metode rjeSavanja problemskih zadataka

Nadalje, moZemo istaknuti i neke ,.konkretnije* metode rjeSavanja koje su Cesto karakte-
ristiCne, tj. vezane za pojedini tip zadatka. Stoga je podrucje djelovanja tih metoda vise ili
manje usko pa se te metode vrlo ¢esto ne mogu primjenjivati na svakom zadatku.

Nazivi tih specificnih metoda proizlaze iz nacina njihova ,.djelovanja‘“ tijekom rje-
Savanja zadatka. Mogli bismo reéi da svaka od tih metoda ima svoj uzorak djelovanja pa
primjena tih metoda Cesto daje osjecaj ,,sigurnog tla pod nogama* i ,,nalazenja na poznatom
terenu‘, a provodenje metode gotovo pa sigurno dovodi do trazenog rjeSenja (ako se pokaze
da je provedena metoda prikladna za zadatak). Primjena tih posebnih metoda nekada slijedi
tek nakon primjene neke od ,,op¢ih* metoda.

Nabrojat ¢emo neke posebne metode, odnosno posebne strategije rjeSavanja pro-
blemskih zadataka:
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sastavljanje tablica ili ispisivanje sustavnih listi
metoda uzastopnog/uzastopnih priblizavanja
uocavanje zakonitosti ili pravilnosti

postavljanje i rjeSavanje jednadZbe ili sustava jednadzbi, tj. Descartesova metoda ili
algebarska metoda (npr. metode rjeSavanja diofantskih jednadzbi, algebarska metoda
rjeSavanja konstruktivnih problema, metoda koordinata) ([2]])

metoda supstitucije

metoda neodredenih koeficijenata
Gaussova metoda eliminacije
metoda teleskopiranja

metoda razlikovanja slucajeva
metoda rjeSavanja logickih problema
Dirichletovo nacelo

metoda rekurzije

konstruktivne metode (npr. metoda presjeka, metoda pomoénih likova, metoda osne
simetrije, metoda rotacije, metoda centralne simetrije, metoda translacije, metoda
slicnosti)

metoda (dvaju) geometrijskih mjesta
Lagrangeova metoda superpozicije specijalnih slucajeva

metoda laZzne postavke

Vise o tim metodama se moze procitati u [[12]].

Metode dokazivanja

Izdvojit ¢emo neke metode kojima se rjeSavaju zadatci u kojima je potrebno dokazati neku
tvrdnju.

Ako se pojavljuju cjelobrojni parametri, moZe se pokusati dokazati principom ma-
tematicke indukcije ([24]], str. 178).
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e Dokazivanje pomocu svodenja na kontradikciju (proturjecje) ili pomoc¢u kontra-
pozicije.

Obje od ovih metoda su osobito korisne kada se ustanovi da je teSko provesti direktni
dokaz. Primjenom tih metoda se obavlja manji posao ([24/], str. 178).

Metoda uzastopnih pribliZzavanja je primjerena znanju matematike ucenika 4. i 5. razreda
([12]], str. III). Metoda razlikovanja slucajeva se moze primjenjivati vrlo rano (napredni
ucenici ve¢ u petom razredu osnovne Skole) ([10]). Ostale metode koje su nabrojane tre-
baju poznavati u€enici viSih razreda osnovne Skole 1 1. razreda srednjih Skola. SloZenost
spomenutih metoda raste tako da metodu matematicke indukcije mogu dobro razumjeti i
primijeniti samo ucenici zavr$nog razreda srednjih Skola ([12], str. III).

Napomenimo da podjela na opée i posebne metode ne mora nuzno biti onakva kako
je prikazano. Naime, tesko je napraviti strogu podjelu jer bi neke od navedenih strategija
mogle pripadati objema skupinama. Stoga navedena podjela nije konacna i dakako da je
otvorena za rasprave i potencijalne izmjene.

4.2 Ucinkovitost poznavanja metoda rjeSavanja
problemskih zadataka

Buduci da je rjeSavanje zadataka najcesca uCenikova djelatnost, vazno je da uCenik poznaje
metode kojima ih moze rijeSiti. U svakom podru¢ju matematike postoji niz razradenih
1 djelotvornih metoda rjeSavanja raznovrsnih problema. To znaci da se velike skupine
srodnih problema mogu obuhvatiti preciznim i sistemati¢kim planom rjeSavanja. Cesto se
ve¢ iz same formulacije problema moZe naslutiti koju metodu treba odabrati.

Ova Cinjenica, osim stru¢nog, ima i vazno psiholosko znacenje jer unaprijed znane
metode svakom uceniku daju vecu sigurnost pri rjesavanju problema. Naime, ako
ucenik rjeSava neki problem i brzo uoci da se on moze rijesiti metodom koju on unaprijed
poznaje, onda se smanjuje njegova pocetna psihicka napetost, njegovo misljenje manje je
optere¢eno i moZe se odmah usmyjeriti na postupak rjeSavanja ([12], str. I). U praksi je
pokazano kako primjena razlicitih prikladnih metoda rjeSavanja ¢esto omogucuje znatno
jednostavnije, spretnije, uspjesnije i brze rjeSavanje pa se time dodatno Stedi i vrijeme.
Time nastavnici nastavu matematike ujedno ¢ine sadrZajnijom i dinami¢nijom ([12], str.
III). To posebno dolazi do izrazaja na matematickim natjecanjima pa je stoga preporucljivo
napredne ucenike, one koji pokazuju vece zanimanje za matematiku i one koji se ukljuce
u sustav natjecanja upoznati sa $to viSe posebnih metoda rjeSavanja problemskih zadataka.
Dakle, poznavanje svake metode je korisno jer proSiruje znanje i omogucuje bolje rezultate
pri rjeSavanju zadataka (bilo na nastavi, bilo na matemati¢kim natjecanjima).
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Naravno, nije moguce sve probleme rjesSavati odredenim brojem poznatih metoda jer
se neprestano pojavljuju novi problemi koji zahtijevaju nove nacine rjeSavanja. Medutim,
poznavanje zadovoljavajuceg broja djelotvornih metoda omoguduje laksSe svladavanje no-
vih problema i pozitivno utjeCe na matematicke sposobnosti ucenika i trajnost njihovih
znanja. Zato je vrlo vazno njegovati i razvijati metode koje ucenici poznaju te ih postupo
upoznavati s novim metodama rjeSavanjem zadataka. Osobito je bitno da u€enici na teme-
lju rijeSenih primjera uoce znacajke i djelotvornost pojedinih metoda jer je to preduvjet za
prepoznavanje potrebe njihove primjene.

DugogodisSnje pracenje matematickih natjecanja pokazuje da bi se danaSnje stanje
u tom pogledu moglo znatno poboljsati jer nasi najbolji ucenici Cesto ne snalaze dobro u
rjeSavanju nestandardnih i sloZenijih matematickih problema i postiZu slabije rezultate. Ne-
dostaju im odredena znanja, ne poznaju neke jednostavne metode rjeSavanja matematickih
problema. Posebno je uoceno slabo poznavanje analize.

Istina, rjeSavajuci raznovrsne standardne i nestandardne zadatke ucenici ovladavaju
sve veéim znanjem i stjecCu sve bolje iskustvo u toj djelatnosti. Medutim, sposobnost
rjeSavanja problemskih zadataka razvija se uspjeSnije 1 brze ako oni to ne postiZu samo
rjeSavanjem velikog broja zadataka, ve¢ upoznavanjem i usvajanjem razli¢itih metoda rje-
Savanja zadataka ([12], str. I).

Mnogi problemski zadatci omogucuju rjeSavanje na viSe nacina. Jedni su nacini
sloZeniji, drugi jednostavniji. Naravno, postoji i onaj najbolji nacin rjeSavanja, lijep, jed-
nostavan i racionalan, ali njegovo otkrivanje i nije najvaznije na pocetku postupka rjeSava-
nja. On se izdvaja na kraju, a na poCetku je vazan svaki nacin rjeSavanja. Stoga si mozemo
postaviti prirodno pitanje zasto razmatrati viSe nacina rjeSavanja, tj. zar nije dovoljan samo
jedan nacin jer on vodi do onoga Sto se traZi, a to je rjeSenje zadatka.

Naravno da je dovoljan jedan nacin rjeSavanja ako je cilj samo rjeSenje zadatka. No,
ako se zeli postici viSe, onda nije dovoljan. Naime, za nalaZenje rjeSenja zadatka potrebno
je odredeno znanje koje se sastoji od teorijskih ¢injenica koje su u najuzoj vezi sa zadat-
kom. Za jedan nalin rjeSavanja potrebne su jedne Cinjenice, za drugi nacin neke druge
Cinjenice, za tre€i tree. ZakljuCujemo da e za rjeSavanje zadatka na viSe nacina trebati
viSe teorijskih ¢injenica i metoda nego za rjeSavanje na samo jedan nacin. Time se za samo
jedan zadatak aktivira, analizira 1 primjenjuje veca koliCina steCenog znanja. Osim toga,
znanja se produbljuju i proSiruju novim znanjima, a najvaznije je da zadatci s viSe nacina
rjeSavanja povecavaju aktivnost ucenika i njihov interes za matematiku ([12], str. 4-5).

U nastavku ¢emo detaljnije opisati neke od spomenutih metoda rjeSavanja problemskih
zadataka.
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4.3 Metoda pokusSaja i promasaja

Znamo da je u€enje vlastitim iskustvom i na vlastitim pogreSkama najucinkovitije. Naime,
pokuSavanje je izvrsna strategija u situacijama kad nemamo bolju ideju jer nas osvrt i na
propali pokusaj moZe dovesti do bolje ideje. Stoga je metoda pokusaja i promasaja prva
metoda ucenja koju primjenjujemo u svom Zivotu.

Primjenom ovakvog nacina razmiSljanja tijekom rjeSavanja problemskog zadatka,
zadatak rjeSavamo naslu¢ivanjem njegova rjesenja ili postupka koji vodi rjeSenju te
provjerom. Ovu metodu bismo mogli ukratko opisati rije¢ima ,,Pokusaj i vidi Sto mozes
pronaci ili zakljuciti.*

Prednost ove strategije je Sto obi¢no ne iziskuje dublje razumijevanje problema i
matematickih koncepata u Cijem se kontekstu primjenjuje. Nedostatak ove metode je to
Sto njenom primjenom nismo sigurni je li pogodeno rjeSenje jedinstveno, koliko postav-
ljeni problem zapravo ima rjeSenja niti koja je njihova struktura. Nedostatak je 1 neefi-
kasnost metode jer iscrpljivanje svih mogucénosti nekada nije ba$ najracionalnije. Naime,
pogadanje moze potrajati dulje nego li rjeSavanje zadatka nekom drugom strategijom, iako
se moze dogoditi da rjeSenje pogodimo i otprve. Stoga je bolji pristup ako se metodu
pokusaja i promasaja kombinira s logickim zakljuc¢ivanjem.

Metodu pokusaja i promasaja moZemo primijeniti i u slucaju zadataka viSestrukog
izbora, tj. u situacijama u kojima je ponudeno nekoliko moguéih odgovora od kojih je
najmanje jedan korektan. Tako se uvrStavanjem konkretnih, pogodno odabranih vrijednosti
u zadani izraz eliminiraju neki od ponudenih odgovora. Iako ova metoda moze biti efikasna
pri rjeSavanju npr. ispita drzavne mature, ona ne poti¢e ucenike na izgradnju novog
matematickog znanja i razumijevanja. Naime, Cak i ukoliko uéenik zaokruZzi korektan
odgovor takvog zadatka, ne moZemo biti sigurni je li on ostvario ishod ucenja koji se Zelio
provjeriti tim zadatkom. Stoga treba voditi racuna u kojem se obrazovnom kontekstu i s
kojim ciljem primjenjuju zadatci viSestrukog izbora te kako se biraju distraktori (ponudeni
pogresni odgovori) ([2]).

4.4 Crtanje dijagrama (graficko-aritmeticka metoda)

Prosjecan Covjek obicno voli Citati knjigu koju, osim teksta, ispunjavaju i slike, odnosno
crteZi. Ta &injenica je vrlo jasno iskazana i u jednoj sceni knjige Alisa u Zemlji Cudesa,
¢iji je autor engleski knjiZevnik i matematicar Lewis Carroll (1832. — 1898.): ,,Alisi je vec
dosadilo sjediti kraj sestre na obali i niSta ne raditi. Jedanput-dvaput je provirila u knjigu
koju je Citala sestra, ali u njoj nije bilo ni slika ni razgovora. *Kakva je to knjiga’, pomisli
Alisa, ’kad u njoj nema ni slika ni razgovora?’** ([19])

Nadalje, znamo da dijagram, odnosno model zornije prikazuje odnose i veze medu

promatranim objektima od opisa situacije rije¢ima. To nacelo zornosti (,,Jedna slika vri-
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jedi tisucu rijeci!*) mozemo preoblikovati u metodu rjeSavanja zadatka. Tako dobivamo
strategiju kojom zadatak rjeSavamo prostorno-vizualnim organiziranjem podataka, tj.
crtanjem prikladnog dijagrama bilo koje vrste (grafa, grafikona i dr.). Ova metoda se u
literaturi naziva joS i metoda modela. Neki od oblika te metode su: prikaz stablom, model
povrsine, Vennov dijagram, graficka metoda rjeSavanja jednadzbi i graficka metoda gibanja
(2.

Cak i ako u konanici problem rije§imo na algebarski ili neki drugi nadin, crte moze
pomoci dajuci ,,0sjecaj* za problem i navodeci na ideje ili moguce odgovore. Dapace, neki
problemi se mogu rijesiti bas grafickim putem ([24]], str. 178).

4.5 Istrazivanje i rjeSavanje jednostavnijeg srodnog
problema ili specijalnog slucaja postavljenog
problema

Istrazivanje 1 rjeSavanje jednostavnijeg srodnog problema ili specijalnog slucaja postav-
ljenog problema Ako problem ima velik broj varijabli 1 prezbunjujuce je sve ih koristiti,
moze se probati konstruirati i rijeSiti sli¢an problem s manjim brojem varijabli. Time se
stjeCe bolji uvid u rjeSenje postavljenog problema. Potom se koriStena metoda rjeSavanja
jednostavnijeg problema moze prilagoditi za rjeSavanje sloZenieg problema ([24]], str. 178).

4.6 Razlaganje problema na potprobleme

Metoda rjeSavanja moze biti i pokusaj dobivanja dijela traZzenog odgovora, a potom se moze
dalje rjesavati zadatak. Takoder, preporucuje se ras¢lanjivanje zadatka na podzadatke pa na
kraju rjeSenja lakSih problema kombiniranjem daju konacni rezultat ([24], str. 178). Ipak,
ova metoda nije baS uvijek korisna, a to se da naslutiti 1 iz navedene ,,rasprave* dvojice
matematickih velikana.

,»Rasclanite svaki zadatak koji rjeSavate na toliko dijelova koliko je to nuzno da vam bude
lakSe dod¢i do rezultata.*
René Descartes (1596. - 1650.), Rasprava o metodi ([16], str. 147)

,,Ovo Descartesovo pravilo nije mnogo ucinkovito jer umijece rastavljanja ne podlijeze
tumacenju. Ako se zadatak nespretno rastavi na dijelove, to moZe Cak i oteZati njegovo
rjeSavanje.*

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. - 1716.), Philosophische Schriften ([16], str. 147)
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4.7 Ispisivanje sustavnih listi

Primjenom ove metode zadatak rjeSavamo sustavnim ispisivanjem svih (klasa) mogu¢ih
sluc¢ajeva, odnosno pronalaZzenjem najpogodnije organizacije podataka, tj. sustava. Ova
strategija treba prethoditi primjeni svih zakona prebrojavanja (npr. rjeSavanju zadataka
primjenom teorema o uzastopnom prebrojavanju i sl.).

Uz pomoc¢ racunala (programiranje, alat za izradu proracunskih tablica i sl.), metoda
ispisivanja sustavnih listi je primjenjiva na probleme u ¢ijem se rjeSavanju koriste algoritmi
primjerene sloZenosti. S druge strane, ako se primjenjuje bez pomo¢i raCunala, ova je
strategija prikladna samo u situacijama u kojima je broj svih (klasa) slu¢ajeva mali ([2]).

4.8 Metoda uzastopnog priblizavanja

Metoda uzastopnog pribliZavanja je vrsta metode sustavnih listi. Primjenjuje se u proble-
mima u kojima se moZe uociti odredena monotonost (rast ili pad) promatranih veli¢ina
(podataka) u sustavnoj listi i, ako je moguée, zakonitost po kojoj se odvija mijenjanje
izraCunate vrijednosti. Uo¢imo da pritom zaklju¢ujemo nepotpunom indukcijom.

Pri sastavljanju 1 ispunjavanju tablice korisno je procjenjivati vrijednosti kako bismo
smanyjili broj sluc¢ajeva koje treba ispisati. Naime, time dobivamo racionalniju tablicu.

Ova metoda se rimjenjuje u problemima koje je u viSim odgojno-obrazovnim cik-
lusima u pravilu mogude rijesiti algebarskim metodama (npr. pomocu jednadzbi, nejed-
nadzbi, sustava jednadzbi ili sustava nejednadzbi). Nadalje, koristi se za rjeSavanje di-
ofantskih jednadzbi.

Pod nazivom metoda sukcesivnih aproksimacija ova metoda se primjenjuje za nu-
mericko (priblizno, aproksimativno) rjeSavanje nelinearnih jednadzbi i oCituje se u sljede¢im
oblicima:

e metoda raspolavljanja, odnosno metoda bisekcije (jedan od najjednostavnijih i
najintuitivnijih oblika te metode koji se koristi za odredivanje realnih nultocaka ne-
prekidne funkcije)

e Newtonova metoda (tzv. metoda tangente) za priblizno racunanje nultocke deriva-
bilne funkcije (specijalan slucaj je Heronova metoda za priblizno raunanje drugog
korijena pozitivnog realnog broja)

e metoda najbrZeg spusta (optimizacija)

e ostale iterativne metode ([2]]).
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4.9 Metoda uocavanja pravilnosti ili zakonitosti

Znamo da je jedan od opisa matematike taj da je ona znanost o pravilnostima, tj. zakoni-
tostima. Stoga je uocCavanje pravilnosti, odnosno zakonitosti u (matematickim) objektima
klju¢na metoda istrazivanja u matematici koja je primjenjuje u svim podrucjima matema-
tike.

Klju¢na metoda poucavanja i u¢enja matematike je izgradnja (tj. konstrukcija) ucen-
i¢kog znanja i razumijevanja matematickih koncepata i procedura putem ucenickih indivi-
dualnih ili suradni¢ko-timskih aktivnosti istraZzivanja i otkrivanja pravilnosti i zakonitosti.
To se moZe ostvariti na dva nacina: heuristickom nastavom (vodeno istraZivanje i otkriva-
nje) ili problemskom nastavom (otvorenije i samostalnije uc¢enicko istrazivanje i otkrivanje)

([2D).

4.10 Metoda razlikovanja slucajeva

Problem treba rijeSiti u zadanom skupu pa se skup na prirodan nacin razlaZze na dijelove
i problemi se rjeSavaju u tim dijelovima ([10]]). Vise o tome se moZe procitati u [12], str.
103-104.

4.11 Metoda vracanja unatrag

Rjesavanje problema metodom vraéanja unatrag se temelji na rekonstrukciji koraka koja
se izvodi obrnutim kronoloskim redom, tj. od zadnjeg izvrSenog koraka prema prvome.
Analiza zapocinje postavljanjem cilja, tj. ocekivanog rezultata ili rjeSenja problema.
Ovu metodu popularno zovemo i undo metoda ili rikverc metoda.

Metoda vradanja unatrag se primjenjuje u svim podrucjima (Skolske) matematike, a
posebno u:

e brojevima i algebri, osobito u niZim odgojno-obrazovnim ciklusima, gdje ova me-
toda zamjenjuje algebraizaciju (prevodenje u simbole, jednadzbe ili nejednadzbe)
problema zadanog rijeCima

e geometriji, gdje rjeSavanje zadatka pocinje crtanjem kvalitetne skice na kojoj se
nalazi pretpostavljeno rjeSenje (pritom treba imati na umu da pogresna ili manjkava
skica moZe navesti na stvaranje pogreSnih hipoteza)

¢ infinitezimalnom racunu, pri dokazivanju svojstava pojedinih funkcija tzv. € — ¢
tehnikom ([12]]).
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4.12 Metode rjeSavanja logickih problema

Logicki zadatci su odabrani kao dodatni matematicki sadrZaj koji trebaju poznavati napred-
niji u€enici da bi bili $to bolje pripremljeni za Zupanijsko, regionalno i drZzavno natjecanje
iz matematike. Nije sasvim jednostavno definirati $to je logicki zadatak jer za svaki ma-
tematiCki zadatak treba odgovarajuce logicko rasudivanje. Zadatcima ipak Cesto dajemo
poseban naziv kada u njima prepoznamo osobitost koja na to ukazuje. Tako naziv arit-
meticki zadatci ukazuje na to da se u njima racuna s brojevima, naziv algebarski zadatci
ukazuje na algebarske izraze i operacije s njima, a naziv geometrijski zadatci na likove i
tijela. Medutim, postoje zadatci u kojima nema ni geometrijskih objekata, ni brojeva, ili
teziSte nije na njima, ve¢ prevladava logicki element. U takvim zadatcima rijec je obi¢no o
iskazima koji se odnose na Ziva bica ili objekte bilo kakve prirode. Svima njima zajednicko
je da je svaka izjava ili istinita ili neistinita. Takvi se zadatci po tradiciji nazivaju logicki
zadatci.

Takvi zadatci se mogu naéi u knjigama iz zabavne matematike, ponekad kao za-
sebna cjelina. Rijetko se nalaze u Skolskim zbirkama iako su o€ito vrlo pogodni za razvoj
logi¢kog misljenja. Njihova prednost pred nekim drugim matemati¢kim zadatcima je s
jedne strane u tome S$to za njihovo rjeSavanje nije potrebno neko veliko matematicko pred-
znanje (dovoljni su zdrav razum i logicko rasudivanje), a s druge strane $to su tekstovi tih
zadataka Cesto pri¢ice. U logickim zadatcima nalazimo svojstva, osobine i odnose Zivih
bica ili predmeta koje Cesto susreCemo u svakodnevnom Zivotu: poznanstva, zanimanja,
obitavaliSta, ispiti, prometne veze, svjedoCenja, rasporedi, voZnje, igre, sportske igre, na-
tjecanja, vaganja, pretakanja i dr. Ovim svojim znacajkama logicki zadatci mogu doprini-
jeti, osim razvoju logickog misljenja, i razvoju interesa za matematiku.

Postoji nekoliko osnovnih metoda rjeSavanja logickih zadataka:
e metoda ,,zdravog razuma*
e metoda pomoéne pretpostavke
e metoda iskljucivanja
e metoda tablica
e metoda grafova
e metoda raCuna izjava

Te metode Cesto dolaze zajedno u primjeni i jedna drugu nadopunjuju tako da se neki
od logickih zadataka mogu rijesti na viSe nacina. Posljednje dvije navedene metode nisu
predvidene za rjeSavanje logi¢kih problema na razini osnovne Skole ([12]).
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4.13 Metoda promjene fokusa

,Ludost: raditi istu stvar iznova 1 iznova o¢ekujuéi drugacije rezultate.*
Albert Einstein (1879. - 1955.) ([26]])

Metoda promjene fokusa se zasniva na proucavanju komplementa promatranog skupa
umjesto samog skupa. Primjenjuje se u situacijama u kojima je komplement jednostav-
niji od samog skupa jer je skup opisan kao unija skupova, tj. pomocu logicke operacije
disjunkcije. Npr. umjesto usporedivanja zadanih razlomaka, usporedujemo njihove nado-
pune do odredenog broja. Nadalje, vrlo Cesto se koristi u racunu vjerojatnosti (promatranje
suprotnog dogadaja zadanom dogadaju).

Osnova za ideju koja se krije iza metode promjene fokusa su De Morganovi zakoni
za skupovne i logicke operacije:

(AN B¢ = A€ U B¢
(AUB)Y® = A¢ n B¢
=(PAQ)=-PV -0
~(PV Q) =-PA-0Q([2).

Napomenimo da smo ovime opisali poseban slucaj primjene metode promjene fo-
kusa. Naime, ne moramo uvijek gledati na komplement, odnosno na nesto Sto je dija-
metralno suprotno. Primjena te metode se oplenito moZe odnositi na promjenu gledista,
odnosno nacina promatranja na problem, u slu¢aju da se provedena strategija rjeSavanja
pokazala neuspjeSnom. Uspjeh rjeSavanja Cesto ovisi o sposobnosti promjene uobicajenog
kuta gledanja na postojeci problem.

4.14 Metoda pomocnih likova

VaZan korak postupka rjeSavanja planimetrijskog problema je izrada crteza na kojemu se,
ako je to moguce, prikazu dane i trazene veliCine. Ponekad se moZe odmah uspostaviti 1
veza medu tim veli¢inama koja vodi do rjeSenja problema. Ako to nije neposredno moguce,
onda se dio crteza nadopuni novim elementima kako bi se dobio neki pomoéni lik koji na
temelju poznatih ¢injenica olakSava rjeSavanje.

Radnje koje vode do pomoc¢nih likova su sljedece: produZivanje ili skracivanje neke
duZine, povlaCenje dodatnih duzina, paralela ili okomica, tvorba pomo¢nih mnogokuta,
opisivanje pomo¢nih kruZnica i sl. Nakon izrade pomoénog lika obi¢no se na lako uocljiv
nacin otkriva put rjeSavanja postavljenog problema.

Izradi pomoc¢nog crteza treba posvetiti primjerenu pozornost. Nepravilan ili neto¢an
crteZ moze ponekad odvesti na krivi put i dovesti do neto¢nih zakljucaka. To se Cesto
dogada na matematickim natjecanjima. Razlog moZe biti kriva predodzba o ulozi crteza
ili pomanjkanje vremena. Steta je kad se tako upropasti dobra zamisao i ne postigne cilj.
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Gubitak dragocjenog vremena zna rjeSavacu stvoriti dodatnu nervozu i pojacati psiholoski
pritisak pri rjeSavanju preostalih problema.

VaZno je znati i zapamtiti da, iako pomo¢ni crteza zahtijeva preciznost u izradi, ako
je dobar i to€an, crtez je ,,pola‘“ rjeSenja problema. Medutim, treba znati i to da nije crtez
temelj za zakljucke u postupku rjeSavanja, ve¢ logicka veza. CrteZ je samo zorno sredstvo.
Stoga rjeSenje problema nije moguée zamijeniti nikakvim pa ni vrlo to¢nim crtezom ([[12],
str. 51).

4.15 Algebarska metoda (Descartesova metoda)

Algebarska metoda se zasniva na prevodenju problema zadanog rije¢cima, odnosno ne-
algebarskih problema, na algebarski jezik (jezik simbola, jednadzbi i nejednadzbi). Pro-
blem koji je preveden na jezik algebarskih simbola potom se rjesava algebarskim meto-
dama, a dobiveno se rjeSenje interpretira u izvornom kontekstu. Ova se metoda naziva
jos$ 1 Descartesova metoda, u Cast Renéa Descartesa, ,,oca” koordinatne, tj. analitiCke ge-
ometrije.

Algebarska metoda se Cesto primjenjuje u Skolskoj matematici, i to:

e pri rjeSavanju (problemskih) zadataka zadanih rije¢ima koji se svode na linearnu,
kvadratnu, racionalnu, eksponencijalnu, logaritamsku ili trigonometrijsku jednadzbu

e pri rjeSavanju (problemskih) zadataka zadanih rije¢ima koji se svode na nizove i/ili
redove brojeva

e pri rjeSavanju (problemskih) zadataka zadanih rije¢ima koji se svode na problem
odredivanja toka ili (ekstremnih ili grani¢nih) vrijednosti funkcije metodama
infinitezimalnog racuna

e u analitickoj geometriji, smjeStanjem geometrijskih objekata u prikladni koordi-
natni sustav u ravnini ili u prostoru ([2]]).

Descartesova metoda u rjeSavanju zadataka rije¢ima

Podrucje primjene Descartesove metode u nastavi matematike tradicionalno je i rjeSavanje
zadataka zadanih u izvanmatematickom kontekstu tako da se matematickim modeliranjem
prevode u jednadzbe i/ili nejednadzbe ([2]).
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Polyini koraci u primjeni Descartesove metode u rjesavanju zadataka rijecima

1. Razumijevanje problema Kako bi se ucitelj uvjerio da su u€enici razumjeli tekst za-
datka, najprije jedan od ucenika treba zadatak procitati naglas, a zatim ga nekoliko u¢enika
treba u cijelosti i po dijelovima prepric€ati svojim rijecima.

Ucenici su razumjeli tekst zadatka ako znaju odgovoriti na ova pitanja:

o Sto se u zadatku trazi?

e Sto je u zadatku zadano, tj. poznato?

e Sto je u zadatku nepoznato?

e Koje su veze zadanog i trazenog, tj. poznatog i nepoznatog u zadatku?

2. Osmisljavanje plana rjesavanja problema Tekst zadatka treba prevesti u jezik mate-
matickih (algebarskih) simbola:

e svaku od nepoznatih veli¢ina treba oznaciti pogodnim simbolom (najcesée slovom),
1 to tako da simbol sugerira S$to se njime oznacava (nepoznanice ne moraju uvijek biti
oznacene slovom x, y isl.)

e svaku zadanu vezu poznatih 1 nepoznatih veli€ina treba prevesti u jednadzbu, od-
nosno nejednadzbu koriste¢i simbole za nepoznate 1 brojeve za poznate veliCine.

Najcesce je ovo najsloZeniji korak u rjeSavanju zadatka. U njegovom provodenju
ucenici se mogu osloniti na prije naucene strategije (heuristike) rjeSavanja problema, kao
Sto su npr. crtanje dijagrama (graficka metoda), promjena fokusa, vracanje unatrag i dr.

Prije ucenja primjene algebarske metode, uenici trebaju razviti vjestinu rjeSavanja
njima primjerenih problema drugim, jednostavnijim metodama, npr. metodom pokusaja 1
promasaja, grafickom metodom, metodom sustavne liste, metodom uzastopnog pribliZava-
nja, metodom vracanja unatrag i sl.

3. Provodenje osmisljenog plana Postavljenu jednadzbu, nejednadzbu ili sustav jed-

ucenicima pojedine dobi.
4. Osvrt na rjeSenje i metodu rjeSavanja Dobivena rjeSenja potrebno je:
e provjeriti uvrstavanjem u postavljenu jednadzbu, nejednadzbu ili sustav

e interpretirati u izvornom kontekstu, tj. u kontekstu postavljenog zadatka, Sto
moze rezultirati odbacivanjem nekih rjeSenja postavljene jednadzbe, nejednadzbe
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ili sustava (npr. onih s negativnim predznakom), odnosno njihovom prilagodbom, t;.
transformiranjem (npr. zaokruZivanjem i sl.).

Ucenike treba navikavati na:
e zapisivanje rjeSenja u obliku potpune recenice u izvornom kontekstu

e pisano obrazlaganje, tj. argumentiranje odabira primijenjenih postupaka ([2]]).

Descartesova metoda u diferencijalnom ra¢unu

Cesto se primjenjuje pri rjeSavanju optimizacijskih problema, tj. problema odredivanja
ekstrema, tj. minimuma i/ili maksimuma u nekoj situaciji. Osnovna ideja je situaciju
korektno modelirati diferencijabilnom funkcijom, uz precizno definiranje njezine do-
mene. Pritom se pri odredivanju ekstrema u Skolskoj matematici (zavrSni razred srednje
Skole) koristimo samo svojstvima prve derivacije, tj. Fermatovim teoremom o nuzZnom
uvjetu za lokalni ekstrem 1 teoremom o dovoljnom uvjetu za lokalni ekstrem ([2]).

Descartesova metoda u geometriji

»Sli¢na predocCenja o tim stvarima vrlo su korisna budu¢i da za nas niSta nije ociglednije
od likova jer njih mozemo osjetiti 1 vidjeti.*

René Descartes (1596. - 1650.) o geometrijskom predoCenju procesa rjeSavanja, Pravila
rukovodenja umom ([16], str. 173)

Osnovna ideja ove metode je geometrijske objekte pogodno smjestiti u prikladni
koordinatni sustav u ravnini ili u prostoru, a zatim primijeniti analiticku geometriju. Stoga
se ova metoda naziva i koordinatna metoda. Pitanje je kako odabrati prikladni koordinatni
sustav, tako da racun s koordinatama bude $to jednostavniji. Obi¢no postupamo ovako:

e za ishodiSte koordinatnog sustava odaberemo neku istaknutu tocku promatranog
objekta - npr. vrh, poloviSte stranice, teZiSte, ortocentar i sl. trokuta, vrh, poloviSte
stranice, teZiSte ili sjeciSte dijagonala Cetverokuta, srediSte krivulje, centar simetrije
geometrijskog objekta, vrh ili sjeciSte prostornih dijagonala kvadra itd.

e za barem jednu koordinatnu os odaberemo pravac kojem pripada neki istaknuti
element promatranog geometrijskog objekta - npr. stranica trokuta ili Cetverokuta,
teziSnica ili visina trokuta, visina trapeza, dijagonala Cetverokuta, simetrala stranice
mnogokuta, os simetrije geometrijskog objekta, brid prizme ili piramide itd. ([2]).
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4.16 Metoda rekurzije

Primjena metode rekurzije je vrlo djelotvorna u podrucju uredenih nizova brojeva. Bit
ove metode sastoji se od sljedecega:

Neka je (a,) potpuno uredeni niz. Njegovi ¢lanovi mogu se odredivati jedan za drugim ako
su ispunjena ova dva uvjeta:

1) Poznat je prvi ¢lan niza a;.
2) Postoji relacija koja povezuje op¢i €lan niza a, s prethodnim ¢lanovima.

Relacija se naziva rekurzivna relacija, a za ¢lanove kazemo da ih odredujemo rekurzivno
([12], str. 147).

Rekurzija oznaCava postupak kojim se s pomocu neke funkcije (rekurzivne funkcije)
ili izraza (rekurzivne formule) opetovanim postupkom dolazi do jednostavnijeg oblika ma-
tematickih izraza ili rjeSenja neke jednadzbe ([31]). Rijec rekurzija dolazi od kasnolatinske
rijeCi recursio, Sto znaci 'vracanje’ ([31]), odnosno od latinske rije¢i recurrere, Sto znaci
‘vratiti se’, ’trati natrag’, "ponovo’, a ta je rijeC nastala od recurrens Cije je znacenje "koji
se vraca’ ([32])).






Poglavlje 5

RjeSavanje geometrijskih problema

Svaki od navedenih zadataka ima odredenu teZinu. Ako se uoci da je problem pretezak
za ucenike, preporucljivo je da ga nastavnik ili u€enici eksperimentiranjem variraju u laksi
(npr. specijalizacijom). Ako je zadatak lagan, onda ga se moze otezati (npr. generalizaci-
jom). Takoder, zadatak je moguce varirati 1 analogijom. Svaki od tako dobivenih zadataka
ucenici mogu pokusati rijeSiti primjenom iste ili sli¢ne metode rjeSavanja. Za neke od
navedenih zadataka variranje je u€injeno u jednom, a za neke u vise smjerova.

U zadacima u kojima je to bilo pogodno, provedeno je eksperimentiranje uz pomoc¢
racunala i softvera dinami¢ne geometrije. To je suvremenoj nastavi matematike uobicajena
metoda ,,otkrivanja“. Provodi se prije samog formalnog rjeSavanja problema i pomaze pri
naslucivanju broja rjesenja ili strukture rjesenja.

5.1 Stapiéi, trokuti i kvadrati

Zadatak:

Na satu geometrije ucenici su od Stapica jednakih duljina slagali trokute i kvadrate. Upotri-
jebili su 300 Stapica i slozili 92 lika. Koliko je medu njima bilo trokuta, a koliko kvadrata
([12], str. 8)?

RjeSenje:

Rasudivanje provodimo na sljede¢i nacin. Buduéi da znamo da su ucenici slozili 92 lika,
razmatramo krajnje slucajeve. Najveci moguci broj trokuta je 92, a u tom slucaju nema
kvadrata. S druge strane, najveci moguci broj kvadrata je 92, a tada nema trokuta. U pr-
vom slucaju je ukupan broj stranica jednak 276, a u drugom 368. Buduci da su ucenici
upotrijebili 300 Stapiéa, zakljuCujemo da je ukupan broj stranica likova u zadatku jednak
300. Stoga zakljucujemo da su ucenici slozili i trokute i kvadrate, a ne samo jedne od tih
likova.

61
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Buduci da nam krajnji slu¢ajevi ne odgovaraju, dobra ideja je razmotriti srednji slucaj
u kojem imamo 46 trokuta i 46 kvadrata. U tom slucaju je ukupan broj stranica 322, a to je
previse. Budu¢i da broj kvadrata viSe doprinosi ukupnom broju stranica, treba smanjivati
broj kvadrata, a povecavati broj trokuta. Time ¢emo postiéi postupno smanjivanje ukupnog
broja stranica te se uzastopno i kontrolirano pribliZavati traZzenom ukupnom broju stranica.

Dakle, zapocinjemo priblizavanje rjeSenju poveavanjem broja trokuta, recimo za po
5, tj. s 46 na 50, pa na 55, pa na 60, pa na 65, pa na 70. Istovremeno smanjujemo broj
kvadrata s 46 na 42, pa na 37, pa na 32, pa na 27, pa na 22. Pritom kontroliramo je li
ukupan broj likova 92. Ukupan broj stranica likova u tim slucajevima je 318, 313, 308,
303, 298.

Na temelju posljednja dva broja ukupnog broja stranica zakljuujemo da je trazeni
broj trokuta izmedu 65 i 70, odnosno traZeni broj kvadrata izmedu 22 i 27. Stoga treba nas-
taviti s s nesto ,,finijim* pribliZavanjem rjesenju smanjujuéi broj s trokuta, tj. promatrajuci
69, pa 68, pa 68, odnosno 66 trokuta. U tablici je zorno prikazan tijek rjeSavanja te
jasno vidi naredni pokuSaji vode do rjeSenja.

broj trokuta | broj kvadrata | ukupan broj stranica
92 0 276
0 92 368
46 46 322
50 42 318
55 37 313
60 32 308
65 27 303
70 22 298
69 23 299
68 24 300
67 25 301

Tablica 5.1: Tabli¢ni prikaz metode uzastopnih priblizavanja
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Na temelju toga zakljuujemo da su od 300 Stapica ucenici slozili 68 trokuta i 24
kvadrata.

Uoc¢imo da smo zadatak rijeSili metodom uzastopnog priblizavanja. Napomenimo da
smo ovaj zadatak mogli rijesiti 1 algebarskom metodom tako da smo postavili sustav dviju
jednadzbi s dvjema nepoznanicama, a potom taj sustav rijesili algebarskom manipulacijom
jednadzbi (npr. metodom supstitucije, metodom supstitucije, metodom komparacije
ili Gaussovom metodom eliminacije). Ipak, te metode su primjerene samo ucenicima
viSih razreda osnovne Skole, odnosno uc¢enicima srednje Skole. Primjena metode crtanja
dijagrama bi se mozda pokazala neprakti¢nom zbog velikog broja danih Stapic¢a od kojih
su sloZeni trokuti 1 kvadrati.

5.2 PovrSine u ornamentu

Zadatak:
Slika 5.1] prikazuje ornament oblika jednakostrani¢nog trokuta stranice duljine a. Odredite
povrsinu osjenc¢anog i povrSinu neosjenc¢anog dijela ornamenta ([3]]).

Slika 5.1: Osjencane povrSine u ornamentu



64 POGLAVLIE 5. RIESAVANJE GEOMETRIJSKIH PROBLEMA

RjeSenje:

Uocavamo da ne znamo odrediti povrSinu nekih osjencanih i nekih neosjencanih dijelova
ornamenta. Stoga nasluéujemo da ¢emo povrsine traZenih dijelova izraCunati oduzima-
njem, odnosno zbrajanjem povrsina dijelova Ciju povr§inu mozemo izraCunati. Dakle, pri-
mjenjujemo metodu promjene fokusa.

Vrijedi a = |AB| = |BC| = |AC|. Uvodimo oznake kao na slici@
A, - poloviite duZine BC,
By - poloviste duzine AC,
C, - poloviste duZine AB.

=

Slika 5.2

DuzZine AA,, BB; i CC; su teziSnice trokuta AABC. One se sijeku u tocki S, tj. u
teziStu trokuta AABC.

Znamo da teziSte trokuta dijeli teziSnicu u omjeru 2 : 1 (gledajuci od vrha trokuta
prema poloviStu nasuprotne stranice). Stoga je |DA;| = 2|AD|, |EB,| = 2|BE| 1
|FC,| = 2|FC|. Ocito je da vrijedi [SD| = |SA|, ISE| = |SBy| i1 |SF| = |SCy|. 1z toga
svega mozemo zakljuciti da kruznica upisana trokutu AABC (sa srediStem u tocki §) ima
polumjer jednak polumjerima kruZnih isjeCaka sa srediStima u vrhovima A, B i C.
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Budu¢i da je trokut AABC jednakostranican, pripadni sredi$nji kutovi tih kruznih
isjeCaka u vrhovima A, B i C imaju mjeru 60°.
Stoga mozemo zakljuciti da ta tri isjeCka ¢ine polukrug jednakog radijusa, tj. zbroj
njihovih povrsina je jednak polovini povrsSine kruga upisanog trokutu AABC.
a3

Bududi da je trokut AABC jednakostranian, njegova povrs$ina iznosi P, = 1

Povrsina kruznice upisane trokutu AABC je jednaka

2 2 2 2 223 — &
Pe—ab=p.—15.py=CY3_3 @ _a&V3 _a'n_2aV3-a'n
4 2127 4 T3 8
2° V3 -d’n 2\3-71 ,
= 2 =—sa

Neka je Pp, povrSina manjeg kruga (obojenog plavom bojom), ali bez dva neo-
sjencana dijela, tj. ,listica®. (slika[5.3)

7 N

Slika 5.3

Sada iz slike@uoéavamo daje [£C1AB;| = 60°1[£S C1A| = |48 B1A| = 90°.
Budu¢i da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u Cetverokutu jednak 360°, za Cetverokut
AC,S By vrijedi:

|£B1S Cy| = 360° — [£CABy| — |28 C1A| — |£8 B1A| = 360° — 60° — 90° — 90° = 120°.

Bududi da vrijedi |S S| = |SS 3], zakljuCujemo da je trokut AS S,S ; jednakokracan.
1z toga Slljedl [£8 8,83 = 145835 5].
Znamo da vrijedi [£S5 S8 3| + [£5 838 2| + 45,5 S 3| = 180°. Stoga vrijedi:

2148 8,85 = 180° — [£5,8 S5 = 180° — 120° = 60°.
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Slika 5.4

Iz toga slijedi [£5 5,53 =[£855S, = 30°. Stoga zaklju¢ujemo da kruznim odsjeccima
odgovara sredis$nji kut od 60°.

Racunamo povrsinu jednog kruznog odsjecka.
Uocimo da je duljina polumjera malog kruga jednaka polovini duljine polumjera trokutu
aV3 a3
6 12
Povrsina jednog kruznog odsjecka je jednaka razlici povrSine kruznog isjecka (sa srediSnjim

upisane kruznice, tj. duljina polumjera mu je jednaka 3

kutom ¢ija je mjera 60°) 1 povrSine jednakostrani¢nog trokuta (Cija je stranica duljine

)

12

P:P—P: — = — =

e Ty 360 4 6 4 288 576
= —a .

576

2 2
[a \/§) 760 (ﬂ) V3 3dm 3V3d?
12 144 144 _@’m 3\3&
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2
3 3a* 2r—-3V3 3 2r—-3V3 3V3
PPIZ d 7T—4P®: aﬂ_4. T \/_azz 7Ta2_ T \/_a2:ﬂ+ \/_az
12 144 576 144 144 144

Ukupna osjencana povrsina plave boje unutar kruga upisanog trokutu iznosi:
T+3V3 , _m+3 V3,
144 T T

Odredujemo ukupnu povrSinu osjencanog dijela ornamenta:

Pp:3PP1:3'

2V3-7 , 3V3+m, 15V3-5n
Po=Pc+Pp= >+ = 2,

emrenhr g T a3
Stoga je ukupna povrSina neosjenanog dijela ornamenta jednaka razlici ukupne

povrSine ornamenta (tj. povrsine trokuta AABC) 1 povrSine osjencanog dijela ornamenta:

N3 15\/§—5na2_5n—3\/§a2
4 48 - 48 '

PN:PA—POZ

5.3 Dirichlet u konveksnom mnogokutu

Zadatak:
U konveksnom mnogokutu s 1998 stranica duljine stranica su prirodni brojevi. Opseg mno-
gokuta je 1 997 000. DokaZi da barem dvije stranice tog mnogokuta imaju jednake duljine

([3sD).

RjeSenje:
Pretpostavimo da su duljine promatranog mnogokuta cjelobrojne i da su te duljine me-
dusobno razli¢ite. Bududi da je rije¢ o 1998-terokutu, najmanji opseg ¢e imati ako su mu
duljine stranica 1, 2, 3, ..., 1997 1 1998. Stoga je najmanji moguci opseg takvog mnogokuta
jednak 1 +2+3+ ...+ 1997 + 1998. Uocavamo da je to zapravo zbroj prvih 1998 prirodnih
bro%eva. 1%na‘tmo da je zbroj prvih n prirodnih brojeva (1 +2 +3 + ... + (n — 1) + n) jednak
n-(n+

> (prema tvrdnji tzv. Gaussove dosjetke).

Stoga je najmanji moguci opseg mnogokut koji zadovoljava pretpostavljena svojstva

1998 - (1998 + 1
jednak 1 +2 + 3 + ... + 1997 + 1998 = (2 + D = 1997001. Opseg zadanog

mnogokuta je jednak 1 997 000, a to je manje od 1 997 001, odnosno manje od najma-
njeg moguceg opsega kada su stranice medusobno razlicitih duljina. Stoga prema Diric-
hletovom nacelu zaklju¢ujemo da barem dvije stranice zadanog mnogokuta moraju imati
jednake duljine.
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5.4 Pravokutnik zadanog opsega, a najvece povrsSine

Zadatak:
U skupu svih pravokutnika zadanog (jednakog) opsega O, odredite onaj kojemu je povrSina
najveca.

RjeSenje:

1. nadin rjeSavanja:

Trebamo odrediti duljine stranica pravokutnika zadanog opsega tako da njegova povrSina
bude najve¢a mogucéa. U drugom razredu srednje Skole ovakav problem se obi¢no rjeSava
razmatranjem maksimuma kvadratne funkcije. Dakle, promotrimo najprije taj postupak u
kojem modeliramo kvadratnom funkcijom.

t OT

T

Slika 5.5: Graf funkcije P

o
4

o
2

Neka su a i b duljine susjednih stranica pravokutnika, a O = const. njegov opseg.
Bududi da je u tom slucaju opseg pravokutnika jednak O = 2a + 2b, duljina druge stranice
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pravokutnika je b = 7" a. Stoga za povrSinu P pravokutnika vrijedi

0 0 0o 0 O

P(a):ab:a(z—a):—a2+5a:—a2+§a—1—6+1_6
= {a2-2.9 +0—2 +22——( —9)2+0—2—0—2—( —9)2—>max
-\ 4 7" 16) T 16 4) "6 " 16 \“" 3 '

0] 0]
Definiramo kvadratnu funkciju P, pri ¢emu je P : <0, 5> — R, Pla)=a (5 — a), tj.

2
Pa) = — - |a- —) . Dakle, trazimo maksimum te funkcije kojom smo modelirali

povrsinu.
2

0
Ocito je da funkcija P postize najvecu vrijednost kada je (a - Z) = 0, odnosno kada
0
je duljina jedne stranice pravokutnika jednaka a;,,x = 7 (slika . Tada je i duljina druge

stranice pravokutnika jednaka by, = T Time smo dokazali da izmedu svih pravokutnika

zadanog opsega O najvecu povrSinu ima kvadrat, a tada povrSina iznosi

2

0]
P = P(amax) = E

2. nadin rjesavanja:
Primjenom metode razlikovanja sluc¢ajeva ovaj zadatak mogu rijesiti i u¢enici osmog raz-
reda osnovne Skole. Neka su a 1 b duljine stranica pravokutnika, a O opseg pravokutnika.

Tada vrijedi 2a + 2b = O, tj. a+ b = > Dakle, duljine stranica primaju vrijednosti iz

otvorenog intervala <O, 9> Razmatramo kolika moZe biti duljina stranice a. Razlikujemo
tri slucaja: 0 <a < —,a = 9,9 <a< 9

4 44 2
1) Akoje O <a < g onda postoji pozitivan broj x takav da je a = % -x1b= g +x

0
( jer mora vrijeditia + b = 0 ) Tada je povrSina P pravokutnika

(0] 0] 0? )
P—ab—(z—x)(z+x)—l—6—x.
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0 0] (0]
2) Akojea = T ondajeib = 7 (jer mora vrijediti a + b = 5). Stoga je povrSina
O 0 O
kutnika P=ab=—+-— = —.
pravokutnika a I T
(0] 0] 0] (0]
3) Akoje 7 <a< 7 onda postoji pozitivan broj x takav da je a = 7 +xib = 7"

0 0] 0?
Tada je povrSina pravokutnika P = ab = (Z + x) (Z - x) =16~ x2.

Bududi da je x > 0, vrijedi

L0 .

16 16
Iz toga zaklju€ujemo da je najveca povrsina u slucaju 2). Dakle, pravokutnik zadanog op-
sega O s najveCom moguéom povr§inom P ima duljine stranica a = 7 ib = T tj. taj

pravokutnik je ujedno i kvadrat.

Napomena:

Ovaj zadatak je jedan od najjednostavnijih izoperimetri¢kih ([32]]), odnosno izoperime-
trijskih ([1]) problema. To su klasi¢ni zadatci u kojima se odreduje onaj lik sa zada-
nim opsegom koji ima najvecu povrsinu ([32]]). Naime, izoperimetrija oznaava jednakost
opsega geometrijskih likova u ravnini ([32]]). Ta je rije¢ nastala spajanjem predmetka u
sloZenicama izo- (gré. isos: ’jednak’), koji oznacCava jednakost (isto-, jednako-, jedno-
) ili sli¢nost po obliku ili namjeni drugog dijela sloZenice ([32]]), i rijeci perimetar (grc€.
mEPIUETPOS), a Sto znaci ‘opseg’ ([31]).

5.5 Pravokutnik zadane povrSine, a najmanjeg opsega

Variranjem prethodnog zadatka dobivamo sljedeci problem koji ¢emo rijesiti drugacijom
metodom.
Zadatak:
U skupu svih pravokutnika zadane (jednake) povrSine P, odredite onaj kojemu je opseg
najmanji.

RjeSenje:

Trebamo odrediti duljine stranica pravokutnika zadane povrSine tako da njegov opseg bude
najmanji mogué. U Cetvrtom razredu srednje Skole ovakav problem se obi¢no rjeSava pri-
mjenom Descartesove metode u diferencijalnom racunu. Dakle, promotrimo najprije taj
postupak u kojem modeliramo diferencijabilnom funkcijom.
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Neka su a i b duljine susjednih stranica pravokutnika, a P = const. njegova povrSina.
Buduci da je u tom slucaju povrsina pravokutnika jednaka P = a - b, duljina druge stranice

P
pravokutika je b = —. Stoga za opseg O pravokutnika vrijedi
a
P .
Oa) = 2(a +b) = 2(a ¥ —) 5 min.
a

P
Definiramo funkciju O, pri ¢emu je O : (0, +o00) — R, O(a) = 2 (a + —). Domenu funkcije
a

O smo smisleno odredili iz uvjeta da je duljina stranice a pozitivan realan broj, a pritom du-
ljina stranice a nije omedena veli¢inom povrSine P. Dakle, traZimo minimum te racionalne
funkcije kojom smo modelirali opseg.

P
Ta je funkcija diferencijabilna na cijeloj svojoj domeni i vrijedi O’(a) = 2 (1 - —2),

a € (0, +00). Odredimo stacionarne tocke funkcije O. One su rjeSenja jednadzbe
P

0'(@) =2 (1= ) = 0 u domeni funkcije O.
a

2i-2) =020 (1-2)=0s 2 =1/ @@t e P=d 5a= VP.@>0)
a a a

IZzP=a-biP =a*slijedia-b = d? odnosno a = b. Stoga vrijedi a = b = VP.
Dakle, zakljucujemo da u domeni funkcije O postoji samo jedna stacionarna tocka funkcije
O. Ta nultoka njezine prve derivacije je tocka a = VP.

Promatramo na kojim intervalima vrijedi O’(a) > 0, a na kojima O’(a) < 0.
Rjesavamo nejednadzbu O’(a) > 0:

P P P
O@>0e2(1-2)>0/:26(1-2)>001> 2/ & @ >0
a a a
& a* > P/V (funkcija drugog korijena je strogo rastuéa) = a > VP
Potom rjeSavamo nejednadzbu O’(a) < 0:
P P P
O'(a)<0<:)2(1——2)<0/:2@(1——2)<0®1<—2/-a2,(a2>0)
a a a
& a* < P/V (funkcija drugog korijena je strogo rastuéa) = a < VP

Stoga vrijedi
<0, ae <0, \/13>,
0'(@)§ =0, a= VP,
>0, ae <\/}_’,+oo>.
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Dakle, funkcija O u tocki @ = VP postiZze jedinstveni lokalni minimum na svojoj
domeni. Stoga funkcija O postiZe najmanju vrijednost kada je a = b = VP, odnosno kada
je duljina jedne stranice pravokutnika jednaka am, = VP (slika[5.6). Tada je i duljina
druge stranice pravokutnika jednaka by, = VP.

oN

P2

[ -
'

T 0“ T T ﬁ

=V

Slika 5.6: Graf funkcije O

To znaci da od svih pravokutnika zadane povrSine P najmanji opseg ima kvadrat ¢ije
stranice imaju duljinu VP, a tada opseg iznosi

Omin = O(amin) =0 ( \/F) = 2(amin + bmin) =2 ( \/F + \/F) =4 \/F
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5.6 Kruznice oko vrhova trokuta koje se dodiruju

Zadatak:
Oko vrhova A, B 1 C danog trokuta AABC opiSimo kruznice koje se medusobno dodiruju
izvana ([[12], str. 50).

RjeSenje:

Analiza:

U ovom trenutku ne¢emo raspravljati postoji li geometrijska metoda rjeSavanja ovog kons-
truktivnog zadatka, ve¢ odmah primjenjujemo algebarsku metodu. Ideja je da se nepoz-
nata veliCina izrazi pomocu zadanih veli¢ina i da se pomoc¢u dobivenog izraza provede
konstrukcija.

Dakle, dan je trokut AABC cije stranice redom oznacavamo s a, b 1 c¢. Trebamo konstru-
irati kruZnice ku, kp 1 k¢ sa srediStima u vrthovima A, B i C trokuta AABC. Stoga trebamo
odrediti duljine polumjera ry4, rp i1 r¢ tih kruznica.

Ocito je da ¢e diralista tih kruZnica biti toCke stranica trokuta AABC.

Bududi da se kruZnice k, i kp dodiruju izvana, vrijedi r4 + rg = c.

Buduci da se kruznice kg 1 k¢ dodiruju izvana, vrijedi rg + r¢ = a.

Buduci da se kruznice ky4 1 k¢ dodiruju izvana, vrijedi r4 + r¢c = b.

Time smo konstruktivni zadatak sveli na rjeSavanje sustava triju jednadzbi s trima nepoz-
ra+rg=c
nanicama ry, rgirc: srg+rc = a

ra+rc=>b
1 1
Dobivamo da je rjeSenje tog sustava ry = > b+c—-a),rg= > (a+c-b)i

1
I’CZE(CI'Fb—C).

Konstrukcija:

Najprije konstruiramo jedan od polumjera trazenih kruznica r4, r 1 rc. U slu€aju da, npr.
prvo konstruiramo polumjer r4, potom oko vrhova A, B C trokuta AABC redom opisujemo
kruZnice polumjera r4, ¢ — ra 1 b — r4 kao §to je prikazano na slici odnosno u crtezu
Kruznice oko vrhova trokuta.gsp.

Dokaz. 1z analize i opisa konstrukcije je oCito da se kruznice s dobivenim polumjerima
dodiruju izvana. m|
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Slika 5.7: KruZnice oko vrhova trokuta koje se dodiruju izvana

Rasprava:
Zbog nejednakosti trokuta uvijek vrijedi r4 > 0, rg > 01 r¢ > 0 pa uvijek moZemo kons-
truirati traZzene kruznice. Stoga je zadatak uvijek rjesiv 1 uvijek ima jedinstveno rjeSenje.

5.7 Konstrukcija kvadrata kojemu je zadan zbroj a + d

Zadatak:
Konstruirajte kvadrat kojemu je zadan zbroj a + d duljine stranice a i duljine dijagonale d.

RjesSenje:

Analiza:

Nacrtajmo skicu kvadrata ABCD. (Vidi sliku [5.8]) Duljinu njegovih stranica ozna¢imo s

a, a duljinu njegove dijagonale s d. Taj crtez nadopunjujemo tako da se na njemu pojavi

pomoc¢na figura €iji je jedan element duZina zadane duljine a + d. ProduZujemo dijagonalu

AC (Cija je duljina d) za duZinu CE duljine a. Uo&imo da je duljina duZine AE jednaka

zadanoj duljini a + d. Bududi da je |BC| = |CE| = a, zakljuCujemo da je trokut ABEC

jednakokracan. Iz toga slijedi [ZCBE| = |£BEC|. Ocito je da vrijedi [ZECB| = 135°. Stoga

e

: 180° — [/ZECB| _ 180° — 135°
2 B 2

Bududi da je |AE| = a + d, |LEAB| = 45° i |£BEC| = |£/BEA| = 22,5°, uoavamo da

znamo kostruirati trokut ABEA. Stoga znamo konstruirati i njegovu stranicu AB koja je

|.CBE| = |/BEC| = =22,5°.
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zajednicka tom trokutu i traZzenom kvadratu ABCD. Buduci da znamo konstruirati jednu
stranicu kvadrata, znamo konstruirati cijeli trazeni kvadrat.

Konstrukcija:

Konstruiramo duzinu AE &ija je duljina a + d. Zatim konstruiramo pravac koji prolazi kroz
tocku E i koji s duZinom AE zatvara kut od 22,5°. S ,,iste strane‘ duzine AE Konstruiramo
pravac koji prolazi tockom A i koji s tom duZinom zatvara kut od 45°. SjeciSte tih dvaju
konstruiranih pravaca oznac¢imo s B. Tocke A i B povezujemo duZinom cija je duljina a.
Na kraju konstruiramo preostale tri stranice kvadrata ABCD c¢ija je duljina a. Konstrukcija

je prikazana na slici

D (o
135°
/7
/
7
7
Ve
7
ds/
7/
Vd
Vd
V'
Vd
)
A , B

Slika 5.8: Prikaz konstrukcije kvadrata kojemu je zadan zbroj a + d

Dokaz. 1z analize i opisa konstrukcije je oito da u trokutu ABEA stranica AE ima za-
danu duljinu a + d. Stoga je taj trokut pomo¢na figura (lik) koja omoguéuje konstrukciju
kvadrata ABCD. |

Rasprava:

Kada bismo pravce (koji prolaze tockama A i E i zatvaraju odredene kutove s duZinom
AE ) konstruirali s ,,druge strane* duZine AE, opisanom konstrukcijom bismo takoder dobili
traZzeni kvadrat koji bi bio sukladan kvadratu dobivenom opisanom konstrukcijom.
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5.8 Tri kvadrata

Zadatak:
Dana su tri ,,povezana* kvadrata ABCD, BCEF 1 EFGH. Dokazi da je

|/DCA| + |/DEA| + |¢DHA| = 90°.

RjeSenje:
Slutnja:
Ucenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita mjere¢i kutove u crtezu 7ri kvadrata.gsp. (Vidi

sliku[5.9])

D c E H

N T T

A B F G
mZDCA = 45,00°
mZDEA = 26,57°
m-DHA = 18,43°

msDCA + mZDEA + m/DHA = 90,00°

Slika 5.9: Provjeravanje slutnje

Dokaz. Zadat ¢emo sljedeci Descartesov koordinatni sustav O = D, |DC| = |AD| = 1,
pravac DH se podudara s osi apscisa, a pravac DA s osi ordinata. Dopunimo tri dana
kvadrata s joS Sest njima sukladnih kvadrata. Time dobivamo veliki kvadrat IJHD. Tocke
K i L smjestimo u koordinatni sustav kao §to je naznaceno na slici[5.10}

Promatramo neke tocke i pravce. Odredujemo koordinate vrhova ¢etverokuta AKLE:
A0, -1), K(1,-3), L(3,-2), E(2,0). Potom odredujemo jednadzbe pravaca:

AK..y=-2x-1

. 17
LYy ==x—=
Y=a3% 73

EL.y=-2x+4
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1
AE..y = EX_ 1

1
AL.y=—-—>-x-1
Y 3x
EK.y=3x-6

Usporedivanjem koeficijenata smjerova tih pravaca zakljucujemo sljedece:
AK1KL,AELEL, AK||EL, AE||KL, AL1LKE. Na temelju tih svojstava zakljucujemo da je
Cetverokut AKLE kvadrat.

Dt [4 E H

by
A\
I\
T s
/ <
/ \
\
/
\

-25

(RS K J

Slika 5.10: Skica za dokaz

Ocito je da vrijedi [£DCA| = 45°. Prema poucku o kutovima uz transverzalu (AE)
paralelnih pravaca (DH i AG) vrijedi |[/DEA| = |/GAE|. Pravci DH i AH su u istom
odnosu kao 1 pravci AG 1 AL. Stoga vrijedi [£DHA| = |/GAL|. 1z svega toga slijedi
|£DCA| + |/DEA| + |£tDHA| = 45° + |£GAE| + |/GAL|. Buduci da je Cetverokut AKLE
kvadrat, vrijedi [ZEAL| = 45°.

Iz |/GAE| + |L/GAL| = |LEAL| = 45° slijedi

|£.DCA| + |/DEA| + |£DHA| = 45° + 45° = 90°,
a to je upravo ono $to smo i trebali dokazati.
Uocimo da smo za dokazivanje Cinjenice da je Cetverokut AKLE kvadrat koristili me-

todu koordinata. Ostatak zadatka smo rijesili koristeci temeljne Cinjenice elementarne
geometrije. O
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5.9 Feynmanov trokut

Na stranicama BC, CA i AB jednakostrani¢nog trokuta AABC dane su tocke A’, B" 1 C’
1

takve da je |BA’| = |CB'| = |AC’| = §|AB|, tj. svaki vrh trokuta AABC je duZinom spojen s

tockom na nasuprotnoj stranici koju dijeli u omjeru 1 : 2 (gledano u smjeru suprotnom od

kretanja kazaljke na satu). U kojem su odnosu povrsina ,,unutarnjeg* trokuta ADEF Sto ga
odreduju pravci AA’, BB’ 1 CC’ i povrSina zadanog trokuta AABC?

Slutnja:

Ucenici mogu naslutiti odgovor (povrSina trokuta AABC je sedam puta veéa od povrSine
trokuta ADEF) mjereci povrsine trokuta AABC 1 ADEF te usporedujuci ih u crtezu Feyn-
manov trokut (1).gsp (Vidi sliku[5.11])

Povr$ina trokuta ABC = 128,86 cm?

Povrsina trokuta DEF = 18,41 cm?

Povrsina trokuta ABC
Povrsina trokuta DEF

=7,00

A o B

Slika 5.11: Naslucivanje odnosa povrsina trokuta

Za pocetak kao poseban zadatak dokazujemo sljedecu tvrdnju:
Trokut ADEF je takoder jednakostranican.

Slutnja:
Ucenici mogu naslutiti da je trokut ADEF takoder jednakostrani¢an mjereéi duljine stra-
nica trokuta ADEF u crtezu Feynmanov trokut (2).gsp (slika[5.12).
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A S B

Slika 5.12: Provjeravanje tvrdnje da je ADEF jednakostranican

Dokaz. Ocito je da su trokuti AABA’ i ABCB’ sukladni.
1z toga slijedi |/A’AB| = |/B’BC| = |£EBA’|. Budu(i da je trokut AABC jednakostranic¢an,
vrijedi [ZABC| = 60°, tj. [LABA’| = 60°.

|£A’AB| = 180°—|£ABA’|-|/BA’A| = 180°—60°—|2/BA’A| = 120°—|/BA’A| = 120°—|/BA’E]

Iz |/A’AB| = |LEBA’| i |LA’AB| = 120° — [/BA’E]| slijedi |£EBA’| = 120° — |.BA’E|.
Znamo da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova svakog trokuta jednak 180° pa je stoga
|£.BA'E| + |LA’EB| + |LEBA’| = 180°.

1z toga slijedi

|LA’EB| = 180° — |/BA’E| — |LEBA’| = 180° — |BA’E| — (120° — |/BA’E])
= 180° — |/BA’E| - 120° + |/BA’E] = 60°.

Prema poucku o vr$nim kutovima iz slike[5.12]slijedi [ZA’EB| = |[£DEF| pa je

|LDEF| = 60°.

Na analogan nacin racunamo da vrijedi |ZEF D| = 60°, odnosno |[ZFDE| = 60° pa iz toga
zakljuujemo da je trokut ADEF jednakostraniCan. O

Nakon $to smo dokazali da je trokut ADEF jednakostrani¢an, vraéamo se na rjeSavanje
pocetnog problema. Uocavamo tri prirodne ideje.
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Prvi nacin rjesavanja

Zadatak je planimetrijski i jasno je da bi metoda povrsSina trebala biti osnovno sredstvo
njegovog rjesavanja.

Oznacimo povrsinu trokuta ADEF s x. Potom dopunimo polazni crtez duzinama AD, BE
iCF.

Slika 5.13: Prvi nacin rjeSavanja

Na slici[5.13|uo¢avamo tri trojke medusobno sukladnih trokuta.

- PovrSinu svakog od sukladnih trokuta AAC’D, ABA’E i ACB’F oznaimo s u.
- PovrSinu svakog od sukladnih trokuta AAFB’, ABDC’ i ACEA’ 0zna¢imo s v.
- Povr§inu svakog od sukladnih trokuta AADF, ABED i ACFE ozna¢imo sa z.

Buduci da je |C'B| = 2|AC’], sa slike@ odcitavamo sljedece odnose povrSina trokuta:
P(ABDC’”) = 2P(AAC’D), tj. v = 2u.

P(ABFC') =2P(AAC'F), tj.v+z+x=2u+2)=2u+2z7=v+27=z7=x.
P(ABCC’) =2P(AAC'C), 4. u+2v+ 27+ x=2Qu+v+z) =4u+2v+2z = x =3u.
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Konac¢no uocavamo da vrijedi

P(AABC) =3u+3v+3z+x=x+3Qu)+3x+x=5x+20Cu) =5x+2x ="7x
=T7P(ADEF).

P(ADEF 1
Iz toga slijedi P(ADEF) : P(AABC) =1 : 7, odnosno P((TBC)) = 7

Drugi nacin rjeSavanja

Prisje¢amo se da formula za povrSinu trokuta postoji u analiti¢koj geometriji. Stoga treba
ispitati moguénost primjene analiticke geometrije, odnosno metode koordinata. Koordi-
natni sustav postavimo tako da se vrh A trokuta AABC podudara s ishodiStem, a stranica
AB pripada osi x koordinatnog sustava. Neka je pritom |AB| = 1.

: AJ_ o2 C' o4 06 08 1B =

Slika 5.14: Drugi nacin rjeSavanja

Sa slike [5.14] dosta lako od¢itamo koordinate vrhova A i B te djelisne tocke C’: A(0,0),
1
B(1,0), C (5, O).
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Budu¢i da je AABC jednakostranian trokut sa stranicama Cija je duljina jednaka 1, lako

3
izracunamo koordinate tocke C (E’ g}
Prisjecamo se formula za odredivanje koordinata djeliSta duZine u zadanom omjeru. Neka

sutocke T (xy,y1)1T2(x2,y2) krajevi duzine T, T,. Tocka S je djeliSte duzine 7,7, u omjeru

. " . ) X + Ax; yi+ Ay
A ak T,S| = AST,|. Tada tocka S koordinate: = , = .
ako je |TS| |ST,|. Tada tocka S ima koordinate: xg 1\7__/1 Vs \/_1+/l
5 V3 1 V3
Pomocu toga racunamo koordinate djeliSnih tocaka A" i B’: A’ (6’ ?], B’ (g, T]
Za odredivanje vrhova D, E 1 F trokuta ADEF trebamo odrediti pravaca AA’, BB 1 CC’:
3
AA'.y = ?\/_x
V3 V3
BB ..y=—x+—
R T
CC’..y =3V3x - /3.

Odredivanjem sjeciSta parova pravaca ({D} = AA’'NCC’,{E} = AA’NBB’,{F} = BB'NC(’)
5

nalazimo: D —,ﬁ E é,ﬁ F é,& .

14" 14 77 77

Pomocu analiticke formule za povrSinu trokuta konacno raCunamo odnos povrsine trokuta

ADEF 1 povrSine trokuta AABC:

1
P(ADEF) = §|XD()’E —yr) + xg(yr —Yp) + Xr(yp — yE)I
1 5(x/§ 2\/§]+5(2\/§ \/§+3(\/§ \6]‘ V3
“2l14l7 7 )7 7014 7 )" 28

N—

21147 7 )77 7 14 1 g
1 1 V3 3
P(8ABC) = S|AB|-ve = -1+ == = —~
V3

P(ADEF) 28 1

P(AABC) 3 7

4
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Treci nacin rjesavanja
Prisjecamo se da formula za povrSinu trokuta postoji u trigonometriji. Stoga treba ispitati
mogucnost primjene algebarske metode u trigonometriji.

Na slici[5.15oznacimo s @ i 8 kutove na koje pravci AA’, BB’ i CC’ dijele unutarnje kutove
trokuta AABC, a s Cy noZiSte visine iz vrha C. Neka je [AB| = 1.

c

A' c' C1 —B

Slika 5.15: Treéi nacin rjeSavanja

Buduci da je trokut AABC jednakostraniCan sa stranicama duljine 1, vrijedi

V3
ve = |CCy| = -

Potom po Pitagorinom pou¢ku ra¢unamo duljinu hipotenuze C’C pravokutnog trokuta
AC'CC:

IC"Cil = AC,| - |AC'| =

-7

IC'Cl= VIC'CIP +ICCiP = (—
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Zbog sli¢nosti trokuta je ocito da vrijedi |AD| = |CF|. Uo¢imo da prema poucku o sinusima

i AD CF
za trokut AADC vrijedi s1‘noz = ADI = | l.
sin |CD| |CD|

1
i i AC’ 3 7
Za trokut AAC’C vrijedi — e ‘sma :| |: 3 i
sin ZCAC’ sin60° |CC’| V7 7
3
2
.. .. sing sing |C’Bl 3 27
Za trokut ABCC’ d = = = = .
4 HoRY VS SinZC0BC T sin60°  [CC T N7 7
3
sin @ 7
, .sina/ :ﬁi §inﬂ _ 27 slijedi s%na/ _ sir}60° _ 7 :1'
sin 60° 7 sin60° 7 sin8 sinf3 2V7 2
sin 60° 7
F i 1
Stoga vrijedi u = 51‘na/ = —, odnosno |CD| = 2|CF|.
|ICD| sin 2
Sa slike[5.15]od¢itavamo |CD| |CF|+|FD| pa vrijedi |CF|+|FD| 2|CF|, tj. |FD| = |CF].
.. .. sina sina_ |DC'| _ |DC’
Za trokut AAC’D d = = 3|DC’|.
A e viedt oD T sineor  jacy T 1 ¢
i 3
sin
i 2N7 i i in60° 3|DC’|  3V7|DC’
[ SB_2VT, sina slijedi S0 _ sin60° _ 3IDCT VIIDC|
sin 60° 7 sin60° sin 8 sin8 2 \/_ 2
sin 60° 7
1 i 3V7\DC’ 7
Stoga vrijedi = = 51.na/ = il |,0dnosn03 VIIDC’| = 1, aiz toga slijedi |DC’| = i
2 sinf 2 21

Sa slike [5.15] od¢itavamo da vrijedi |CC’| = |CF| + |FD| + |DC’| = |FD| + |DC’|.
7 7
Bududi da je |CC’| = T\/_ ICF| = |FD|i|DC| = 2—{ slijedi da je

7 7 7
N7 _\cCl = (CFI +1FDI +1DC"| = [FDI + [FDI + . = 2jFpl+ XL
3 21 21
7 7 2 7
Na temelju toga zaklju€ujemo 2|FD| = T\/_ - 2—\/1_ = ;/_ odnosno |FD| = T\/_

Konacno je P(ADEF) : P(AABC) =

2
|FD|2«B.|AB|2\B:(ﬁ] TS B
— S 1=1:7,
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Dakle, ovim trima dokazima smo dokazali naSu slutnju da je povrSina pocetnog trokuta
AABC tocno sedam puta veca od povrSine nastalog ,,unutarnjeg* trokuta ADEF.

Generalizacije

Osim Sto se zadatak moZe rijeSiti na navedena tri nacina, on omogucuje i lijepa daljnja

.....

dokazivanje mozemo iskoristiti za tri nova, sloZenija zadatka, ali iznimno pogodna za rad
s naprednijim uc¢enicima.

MoZemo konstantu ! zamijeniti varijablom l, pri ¢emu je n prirodan broj veci ili jednak
3. Tada dobivamo sljedecu generalizaciju: "

1) Neka je AABC jednakostranican trokut i |BA’| = |CB’| = |AC’| = l|AB|, neN,n>3.
Tada je trokut ADEF takoder jednakostrani¢an, za povrSine vrijedi gpéenitija jednakost:

(n-2)

Nadalje, jednakostrani¢ni trokut moZemo zamijeniti bilo kojim trokutom, a time dobivamo
sljedecu generalizaciju:

1 1 1
2) Neka je AABC trokut i |BA’| = §|BC|, |CB'| = §|CA|, JAC’| = §|AB|. Tada za povrSine

1
ostaje sacuvan odnos, tj. vrijedi: P(ADEF) = §P(AABC).

Istinitost te tvrdnje ucenici mogu provjeriti zakljucujuci nepotpunom indukcijom na teme-
lju kona¢nog broja slucajeva u crtezu Feynmanov trokut (generalizacija 2).gsp.

Povijesna crtica:

Inace, ovaj problem je postavljen poznatom fizicaru Richardu Feynmanu (1918. - 1988.)
tijekom vecernjeg objeda nakon kolokvija (stru¢ni razgovor i razmjena misljenja) na ,,Sve-
uciliStu Cornell“. On je proveo veéinu veceri najprije pokusavajuci opovrgnuti istinitost te
tvrdnje, ali je na kraju ipak uspio dokazati njezinu to¢nost.

1 1
Takoder, moZzemo konstantu — zamijeniti varijablom —, n € N,n > 3, i jednakostrani¢ni
n
trokut zamijeniti bilo kojim trokutom. Rezultat tog promisljanaj bi bila sljedeca generali-
zacija:
1 1 1
3) Neka je AABC trokut i |BA’| = —|BC|, |CB’| = —|CA|, |AC’| = —|AB|, n € N,n > 3. Tada
n n n

—2)2
za povrsine vrijedi opcCenitija jednakost: P(ADEF) = gn—_i)_lP(AABC ).
n°—n
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Istinitost te tvrdnje u€enici mogu provjeriti zakljucujuéi nepotpunom indukcijom na teme-
lju konac¢nog broja slu€ajeva u crtezu Feynmanov trokut (generalizacija 3).gsp.

Dokazat ¢emo tvrdnju 1). Prije nego Sto prijedu na dokazivanje te tvrdnje, ucenici se mogu
uvjeriti u istinitost te tvrdnje zakljuujuéi nepotpunom indukcijom na temelju konacnog
broja slu€ajeva u crtezu Feynmanov trokut (generalizacija 1).gsp.

Dokaz. Razmatramo jednakostrani¢ni trokut AABC prikazan na slici[5.16]
Neka je |AB| = |BC| = |CA| = n, n € N,n > 3. Na stranicama BC, CA i AB dane su

1
tocke A’, B’ 1 C’ takve da je |BA’| = |CB’| = |AC’| = —|AB|, tj. svaki vrh trokuta AABC je
n

duzinom spojen s tockom na nasuprotnoj stranici koju dijeli u omjeru 1 : (n — 1) (gledano
u smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu). Stoga je |[AC’| = |BA’| = |CB’'| = 1.

Slika 5.16: Slika za dokaz prve generalizacije

Prema poucku o kosinusu vrijedi:

|B'B|> = |BC* + |B'C|> = 2|BC|-|B'C|-cos |/BCB'| =n*+1>=2-n-1-cos60° = n*> —n + 1.
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Iz toga slijedi |B’'B| = Vn* —n + 1.

Budu¢i da vrijedi [£FB'C| = |£CB'B| i |tFCB’| = |/CBPB’|, zakljucujemo (prema K-K
teoremu o sli¢nosti trokuta) da su trokuti ABCB’ i ACF B’ sli¢ni.

.. ..|B'FI _|B'C| |B'C]| 1 1
Iz toga slijedi = ——, odnosno |B'F| = |\B'C| = 1= .
s |B'C| BB B'B Vn?-n+1 V2 -n+1
1
Na analogan nacin zaklju¢ujemo |C’'D| = |A’E| =
n—-n+1
_|FC| _ |BC|

1z sli¢nosti trokuta ABCB’ 1 ACF B’ slijedi 1 = ——, odn
|B'C| BB

BC
IFCI:Q-|B’C|: n = " ,
BB Vi —n+1 V2 —n+1
n
Na analogan nacin zaklju¢ujemo |[AD| = |BE| = ———. Stoga je
V2 -n+1
1
|EF| = |BB'| - |B'F| - |BE| = Vi —n + 1 — _ "
V2-n+1 Vn2-n+1
3 nw-n+l-1-n B n>—2n _ n(n-12)
n?-n+1 n”?-n+1 W—n+l
Primjenom svojstva simetrije zakljucujemo da je ADEF takoder jednakostrani¢an trokut
: oo oo onn=2) 1 n-2 . ,
sa stranicama Cija je duljina ———=+— = ———— duljine stranice trokuta AABC.
V2 —-n+1 7" Vn2-n+1
2 2
.. ) ) n-2 n-2) ..
Stoga povrSina trokuta ADEF iznosi , odnosno — povrsine tro-
n?—-n+1 n®—n+
kuta AABC.
. . . o . (n=2y
Dakle, ovime smo dokazali da povrSina ,,unutarnjeg* trokuta ADEF iznosi pCR——
n>—n
povrsine nastalog pocetnog trokuta AABC. O

5.10 Odnos zbroja duljina visina trokuta i duljine
polumjera KruZnice upisane trokutu
Zadatak: Za duljine visina v,, v, v. trokuta i polumjer r trokutu upisane kruznice vrijedi

nejednakost v, + v, + v. > 9r. Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je trokut jednakos-
trani¢an. Dokazi!
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Slutnja:
Ucenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita mjere¢i duljine visina trokuta i polumjer njemu
upisane kruZnice u crtezu Zbroj duljina visina u trokutu.gsp (slika[5.17).

v,=13,46 cm

vy = 16,34 cm

V.= 14,46 cm r=4,89 cm

Vo + Vp+ V. = 44,26 cm 9r=43,98 cm

AB=17,48 cm
BC=18,78 cm
CA =15,47 cm

A

Slika 5.17: Odnos izmedu v, + v, + v, 1 r kruZnice opisane trokutu

Metodicka analiza

Uocavamo da je zadatak geometrijske prirode, ali da se u tvrdnji pojavljuje nejednakost.
To nas navodi da bi prvi korak pri dokazivanju mogao biti svodenje zadatka na Cisto alge-
barski zadatak, tj. na algebarsku nejednakost.

Uvodimo sljedece oznake:

a, b, ¢ - duljine stranica trokuta

Va, Vb, Ve - duljine odgovarajuéih visina trokuta
r - duljina polumjera kruzZnice upisane trokutu
P - povrSina trokuta
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Znamo da tada za trokut vrijedi

p 1 p 1b p 1 p a+b+c
= — = — = — =7 = —].
2ava, 3 Vb, 2CVC, S, 1S 3

Te ¢injenice nam omoguéuju zamjenu duljina visina v,, v, v, 1 polumjera r duljinama
stranica trokuta a, b i c:

Unesemo li dobivene odnose u polaznu nejednakost v, + v, + v, > 9r, dobivamo

2P 2P 2P 2P
—+—+—2>9

a b c a+b+c’

I 1 1 9
odnosno — + — + — > ————. Time smo pocetni zadatak sveli na algebarski zadatak.

a c a+b+c
Buduci da su duljine stranica trokuta uvijek pozitivni brojevi, zapravo trebamo dokazati da

za pozitivne brojeve a, b 1 ¢ vrijedi nejednakost

1+1+
a b

9

> —_— .
a+b+c

1
C
Prvi nacin rjesavanja

Nejednakost je tako gradena da se u njoj lako prepoznaje aritmetic¢ka sredina triju pozitiv-
nih brojeva, a vidljiv je i dio harmonijske sredine. Stoga nasluéujemo moguénost primjene
HA nejednakosti.

1+1+1
1 1 1 9 a b c 3
-+-+-2>2——/:3 6 >
a b ¢ a+b+c 3 a+b+c

Bududi da su a, b 1 ¢ pozitivni brojevi te da je racionalna funkcija strogo padajuca na

a+b+c

intervalu (0, +c0), ta nejednakost je ekvivalentna nejednakosti 1 < T Ta

N 1
: L . o..ooa b oc :
nejednakost je istinita jer znamo da aritmeti¢ka sredina triju pozitivnih brojeva nije manja
od harmonijske sredine tih brojeva, tj. vrijedi H < A.

1 1 9
Time smo dokazali da vrijedi — + — + — > ———.
a b ¢ a+b+c
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Drugi nacin rjeSavanja

U slucaju da nam prva ideja promakne, mozemo u dobivenoj nejednakosti prepoznati arit-
meticku sredinu, a naslu¢ujemo da se tu mozda krije i geometrijska sredina triju pozitivnih
brojeva. Stoga bismo moZda mogli primijeniti AG nejednakost.

1 1 1 9 bc + ac + ab S 9

—+-+-2 s >
a b ¢ a+b+c abc a+b+c

Dakle, postupak nastavljamo mnoZenjem nejednakosti zajedni¢kim nazivnikom
abc(a + b + ¢), a tom transformacijom dobivamo ekvivalentni oblik
(a+ b+ c)bc+ ac+ ab) > 9abc.

(a+b+c)bc+ac + ab)

(a+ b+ c)bc+ac+ ab) >9abc/ :9 & 9 > abc
®a+l39+c'bc+613c+abZabcﬁa+l3)+c.bc+a3c+ab > W-m

Ta nejednakost je istinita jer znamo da aritmeticka sredina triju pozitivnih brojeva nije

manja od geoemetrijske sredine tih brojeva, tj. vrijedi A > G. Time smo dokazali da
1 9
jedi —+ -+ - > ——.
vie la b ¢ a+b+c

Treéi nacin rjesavanja

Ako nije uoCena primjena nijedne od nejednakosti o sredinama, nastavljamo s transfor-

1 9

miranjem nejednakosti — + 5 + - > dobivene u pocetku prethodnog nacina
a

c a+b+c
rjeSavanja. MnoZenjem izraza u zagradama dobivamo nejednakost

abe + a*c + a*b + b*c + abe + ab* + be* + ac® + abe > 9abce,

a dodatnim sredivanjem ab® + ac* + a*b + ¢*b + a*c + b*c > 6abc. Podijelimo li gornju
nejednakost s abc, dobivamo

c b
- +—-+—-—+—-+-+-—-26.
a a

4
b

Koristit ¢emo pomo¢nu nejednakost koju dobivamo na sljedeéi naCin:

2.2
u 1%
u-v)>)>00u*-2w+vV>20 u2+vV*>2uv & >2,(u,v>0) & —+—>2.
uy 1% u
. ) e . .b ¢ a ¢ a b .
Jasno je da iz toga slijedi istinitost nejednakosti — + — + — + — + 5 + — > 6 koja je
c c a a

. y . 1 . .
ekvivalentna pocetnoj nejednakosti — + — + — > ————— pa je time tvrdnja dokazana.
a b ¢ a+b+c
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Cetvrti nacin rjeSavanja
Uocimo da se prethodni dokazi temelje na primjeni pomoénih nejednakosti. Medutim, do-

kaz nejednakosti — + 5 + -2 T hic uvijek se moze provesti i bez pomoc¢nih ¢injenica,
a c . a c

odnosno kad te pomo¢ne Cinjenice bas i nisu uocljive. Stoga nam kao posljednji naCin uvi-

jek ostaje analiticko-sinteticka metoda. Na temelju nejednakosti dobivenih u prethodnim

nacinima dokazivanja saZeto prikazujemo ovaj nacin dokazivanja.

1 1 1 9
—+-+->—— (a+b+c)bc+ac+ab) > 9abc
a b ¢ a+b+c

& ab® + ac® + a*b + b + a’c + b*c — 6abe > 0

& (ab* + ac* = 2abc) + (@*b + b - 2abe) + (a*c + b*c — 2abc) = 0
& a(b® + ¢ = 2bc) + b(a® + ¢* — 2ac) + c(a®> + b* = 2ab) > 0
Sab-c)P +blc—al+cla-b?=0

s ab,c>0

1 1
Zbroj v, + v, + v, je najmanji i jednak 9r kad u nejednakosti — + — + — > s
c a c
znak jednakosti, a to je ispunjeno onda kad znak jednakosti vrijedi u

vrijedi

3 <a+b+c
1+1+1_ 3
a b c

(u prvom nacinu rjesavanja), kad vrijedi znak jednakosti u

b b b
a+3+c_ c+a3c+a > Vabe - be ac-ab

b b
(u drugom nacinu rjeSavanja), kad vrijedi znak jednakosti u — + L % +—-2>6(u
c a a
treCem nacinu rjesavanja), odnosno kad vrijedi znak jednakosti u
a(b — ¢)* + b(c — a)* + c(a — b)*> > 0 (u Cetvrtom nacinu rjesavanja). To vrijedi ako i samo
ako je a = b = c¢. Stoga zakljucujemo da je zbroj v, + v, + v, najmanji i jednak 9r kad je

trokut jednakostranican.

Uoc¢imo da su navedeni dokazi bili relativno kratki, ali i da se u trima dokazima koris-
tila neka pomoc¢na nejednakost. U tom slucaju nastavnik matematike mora biti oprezan
pitajuci se je li pomocna nejednakost dovoljno poznata te je li dokaz pomoéne nejedna-
kosti laksi od dokaza traZzene nejednakosti.
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Ovaj zadatak moZemo preinaciti u laksi zadatak:
Ako za duljine visina v,, v, v, 1 polumjer r trokuta njemu upisane kruZnice vrijedi jedna-
kost v, + v, + v. = 9r, onda je taj trokut jednakostrani¢an. Dokazi!

Evo formulacije i teZe varijacije tog zadatka:
Ispitajte odnos sume duljina visina trokuta i polumjera trokuta njemu upisane kruZnice.

Uocimo da smo ovaj zadatak rijeSili na viSe razliCitih nacCina. Inace je rjeSavanje jed-
nog zadatka na viSe razlicitih nacina ,,dobro su sredstvo za aktivnije razmis$ljanje ucenika i
djelotvornije ponavljanje i utvrdivanje steCenog znanja“ ([[14], str. 1).

5.11 Zanimljivo svojstvo tangencijalnog Cetverokuta

Zadatak: Simetrale stranica tangencijalnog Cetverokuta tvore novi tangencijalni Cetverokut.
Dokazi!

Slutnja:
UcCenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita konstruirajuci zadanu situaciju u crtezu Tan-
gencijalni cetverokut (1).gsp.

Dokaz. Koristimo oznake kao na slici Pritom jo§ definiramo sljedece oznake:
a = |AB|

b := |BC|
c:=|CD|
d := |DA|

t4 - udaljenost tocke A od diraliSta tangente iz tocke A na kruZnicu k; upisanu zadanom
cetverokutu
tp - udaljenost to¢ke B od diraliSta tangente iz to¢ke B na kruZnicu k; upisanu zadanom
cetverokutu
tc - udaljenost tocke C od diraliSta tangente iz tocke C na kruZnicu k; upisanu zadanom
Cetverokutu
tp - udaljenost tocke D od diraliSta tangente iz tocke D na kruznicu k; upisanu zadanom
cetverokutu
r - duljina radijusa kruZnice k; upisanu zadanom cetverokutu
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je r = 1. XD

XD

Bududi da je trokut AMXD pravokutan, vrijedi cos [£XDM| = VD

, odnosno
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Slika 5.18: Zanimljivo svojstvo tangencijalnog Cetverokuta

XD DAl d
IMD| = m. Otito je da vrijedi [XD| = % = 5 paiztogaslijedi
d
> d
MD| = —Z

= Cos|/XDM| _ 2cos|/XDM|’

Iz crteza [5.18] uoCavamo da vrijedi |[£ZXDM| = 180° — [ZADC]|. Budu¢i da opéenito vrijedi
cos (180° — x) = —cos x, x € R, 1z toga slijedi

cos |[£XDM)| = cos (180° — |[ZADC|) = —cos |LADC]|.

d
St ijedi  MD| = —————.
oga vrijedi IMDI = =5 o ADC]
d cD d
\MW| = |MD| + |DW| = — Llepl_ce

2 cos [LADC)| 2 2 2cos|ZADC)|
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FW
Iz crteza|5.18|slijedi da je ctg [ZMFW| = W Budu¢i da je trokut AFWM pravokutan,

vrijedi |ZMFW| =90° — |[£ZFMW| =90° - (90° — |£ZXDM]|) = |£XDM| = 180° — |[LADC].

FwW
Iz ctg (180° — |ZLADC)) = ||MW|| slijedi [FW| = [MW] - ctg (180° — |ZADC)).
cos (180° —|/ADC|) _cos |£ADC)|

Vrijedi ctg (180° — |ZADC]) = - . Stoga j
rijedi ctg ( | D= Sn(180° —|ZADC]) ~  sinjzADC) O 0ge
c d cos [ZADC]| d c
Fw| =< - - - ~ £ etglADC.
FW] (2 ZaBMADCJ (smMADG) 2sinjzADC] 2 '€
Anal Kljucujemo da vrijedi [FX]| ¢ 4 tg|/ADC|. Stoga vrijed;
nalogno za ucujemo da vrijedi = — —C . 0ga vrijedi
g Jaen J 2sin|ZADC| 28 gaviy
2IFX| = [FW)) =2 ¢ 4 te|/ADC]| € ctg|,ADC]
— = -  _— _C - — —¢
2sin|ZADC| 28 2sin|ZADC| 2
c d d c
—ol—C _Zteapc - — & 4 S ctg2ADC
(2$nMADC| y ctelADCl - S ana T 2 e 0

c d
= — +ccte|/ADC| - dctg|/ADC
SnZADC| _ smizaDc] <! |—deg]

c—d
=—— +(c—d)ctg|/ADC
sinjzapc] T (¢~ D eteleADC]
1
=(c-d)| ———— +ctg|/tADC
(€ )(sin zapcy el ')
iy ) 1 N cos [ZADC]|
B sin|Z/ADC| ~ sin|/ADC]
1 + cos|£ADC]|
=(c-d
Ny YoTe]
.. o X 1+ cosx .
Buduc¢i da vrijedi ctg (—) = ——, x € R, zakljucujemo
2 sin x

(AD
2(|FX| — |FW]) = (c — d)ctg | > Cl.

|£/ADC)| ip Ip )
= — = — ={ppaje stoga
2 r 1

2(FX| = [FWI) = (c — d)tp.

Iz slike|5.18{uoCavamo da vrijedi ctg

Na analogan nacin zaklju¢ujemo da vrijedi:
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2(HZ| - |HY)) = (a - b)ts,
2|EY| - |EX]) = (d — a)ty,
2(GW| - 1GZ]) = (b = o)tc.

Analiza:

Trebamo dokazati da je nastali Cetverokut EFGH tangencijalan pa stoga provjeravamo
je li zbroj duljina nasuprotnih stranica tog Cetverokuta jednak, tj. dokazujemo da vrijedi
|EF|+|GH| = |FG| + |EH|, odnosno |EF| — |EH| + |GH| — |FG| = 0.

Iz crteza[5.18]je ocito da vrijedi

|EF| = |FX| - |EX],
|EH| = |[HY| - |EY],
IGH| = |HZ| - |GZ],
|FG| = |[FW| - |GW|.

Stoga iz |[EF| - |EH| + |GH| - |FG| = 0 slijedi
(IFX| - |EX]) = (HY| = |[EY]) + (IHZ| - |GZ]) - (IFW| = |GW]) = 0, odnosno

2(|FX| - |[EX]) - 2(|HY| - |[EY]) + 2(|HZ| - |GZ]) - 2(|[FW| - |IGW]) = 0.

Uvidom u prethodni rezultat zakljuc¢ivanja uvidamo da je navedena jednakost ekvivalentna
jednakosti

(c—d)tp+(a-b)tg+(d—-ay,+ (b - c)c =0, odnosno
(c=ditp—(b-ayg+(d—-a)y,—(c—b)c=0.

Buduc¢i da je Cetverokut ABCD tangencijalan, vrijedi da je zbroj duljina dviju nasuprotnih
stranica tog Cetverokuta jednak zbroju duljina drugih dviju stranica istog Cetverokuta, tj.
vrijedia+c=b+d.

a+c=b+d/ —a-d=>c—-d=b-a
a+c=b+d/ —a-b=>c-b=d-a

Uvrstavajuci tou (¢ — d)tp — (b — a)tg + (d — a)ty — (¢ — b)tc = 0 dobivamo

(c=ditp—(c=ditg+(d—-ay —(d-a)c =0, odnosno
(c—d)tp — 1) +(d —a)(ta —1c) = 0.

1z crteza zakljuujemo

c=1Ic+1Ip

= c—d=(tc+1p)—(Ip +14) = tc — I,
d:tD+fA
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d=1tp+1,

=>d—-a=((p+1ty)—(t4 +tg) =tp —13.
a=ty+1ip

Uvrstavajuci to u (¢ — d)(tp — tg) + (d — a)(ty — tc) = 0 dobivamo

(fc - tA)(tD - IB) + (ID — tB)(tA — l’c) =0, odnosno
(tc —ta)(tp — tg) — (tc — ta)(tp — tp) = 0, a oCito je da to vrijedi.

Sinteza:

Sintezu provodimo koristeéi analizu, ali obrnutim smjerom zaklju¢ivanja. Time ¢emo za-
kljuciti da za Cetverokut EFGH vrijedi |EF| + |GH| = |FG| + |EH|. Na temelju toga, a ko-
ristei obrat teorema o tangencijalnom cetverokutu, zakljuCujemo da je Cetverokut EFGH
tangencijalan. O

Napomena:

Uocimo da smo tijekom rjeSavanja ovog zadatka koristili viSe razli¢itih metoda: alge-
barsku metodu, metodu pomo¢nih likova, metodu supstitucije i analiticko-sinteticku
metodu. Ovaj zadatak je izrazito sloZen te je za negovo rjeSavanje potreban visok stupanj
povezivanja. Stoga je ovo ,,pravi‘ problemski zadatak za Cije rjeSavanje bi bilo najpogod-
nije heuristicko vodenje (naprednih) ucenika.

5.12 Pravci (sjeciSta, odsjecci, dijelovi ravnine)

Zadatak:

U ravnini je dano n pravaca p, p,,..., p, u opem polozaju (nema paralelnih 1 nikoja tri
ne prolaze istom tockom). Neka je a, ukupan broj sjeciSta tih pravaca, b, ukupan broj
odsjecaka na koje su ti pravci podijeljeni sjeciStima, a ¢, ukupan broj dijelova na koje ti
pravci dijele ravninu. Ispitajmo vrijednost izraza a, — b, + ¢, u ovisnosti o prirodnom broju
n ([12], str. 213).

RjesSenje:

Pogledajmo niz konkretnih slucajeva prebrojavajuci broj sjecista, broj odsjecaka i broj di-
jelova ravnine na crtezu Pravci (sjecista, odsjecci, dijelovi ravnine).gsp, odnosno na slici
5. 19!

Uocimo da navedene veli¢ine ima smisla promatrati za n > 2. Naime, u trivijalnoj situaciji
zan = 1 (samo jedan pravac se nalazi u ravnini) mozemo reci da je ukupan broj sjeciSta
a; = 0, ukupan broj odjecaka (dijelova pravaca) b; = 1, a ukupan broj dijelova ravnine
c; = 2. Stoga bismo mogli re¢i da u tom slucaju vrijedia; — by +¢c; =0-1+2 = 1.
Zan=2uofavamoa, = 1,b, =4, co,=4pajeay—b,+c,=1-4+4=1.
Zan=3uoCavamoa; =3,b3=9,c3=Tpajeas—b3;+c3=3-9+7=1.
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Zan=4uoCavamoay = 6,by =16,c4, =11 pajeays —by+c4 =6-16+11=1.

Zan = 5uocavamo as = 10, bs =25,c5 = 16 pajeas —bs +c5 =10—-25+ 16 = 1.

Na temelju toga naslu¢ujemo da bi mogla vrijediti generalizacija a, — b, + ¢, = 1 kojaje u
potpunosti smislena za n > 2.

Slika 5.19: Pravci (sjecista, odsjecci, dijelovi ravnine)

Dokaz. Dokaz provodimo pomocu principa matematicke indukcije po n, n > 2.
1) Baza indukcije:
Zan=2vrijedidajea, —b,+c,=1-4+4=1.

2) Pretpostavka indukcije:
Pretpostavimo da za neki prirodni broj n, n > 2, vrijedi naslucena jednakost a,—b,+c, = 1.

3) Korak indukcije:
Na temelju te pretpostavke Zelimo dokazati da slijedi valjanost te jednakosti i za prirodni
brojn + 1, tj. da vrijedi a,41 — b1 + o1 = 1,0 > 2.
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Pravac p,.; presijeca sve pravce py, ps,..., P, pa na svakom poveca broj sjecista za 1. Stoga
vrijedi @, = a, + n-1 = a, + n. To znaci da se broj sjecista a, poveca za n.

Jednako tako, budu¢i da pravac p,;; presijeca sve pravce pi, pa,..., Pn, Na svakom poveca
broj odsjecaka za 1. S druge strane, pravci py, ps,..., p, 0dsijecaju na pravcu p,,; ukupno
n + 1 odsjecak. Stoga vrijedi b,y = b, +n-1+m+1) =b, +2n+ 1. To znaci da se broj
odsjecaka b, poveCa za 2n + 1.

Bududi da pravci py, ps,..., p, presijecaju pravac p,.1 na ukupno n + 1 dijelova, uo¢avamo
da se upravo za toliko poveca broj dijelova ravnine ¢, dodavanjem pravca p,,;. Dakle,
zakljuCujemo da vrijedi ¢,,,; = ¢, +n + 1.

Prema tome 1 koristeci pretpostavku indukcije raunamo da je:

api1 —bpi1 tcpmi =@, +n)+ b, +2n+ 1)+ (c, +n+1)
=(a,—-b,+c,)+(n-2n—-1+n+1)
=a,—b,+c, =1

Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili ono $to smo i Zeljeli.

Bududi da smo provijerili da:

- jednakost vrijedi zan = 2

- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni broj # slijedi da vrijediizan + 1,

prema aksiomu matematicke indukcije zaklju€ujemo da je izraz a, — b, + ¢, jednak broju
1 za svaki prirodni broj n > 2. O

5.13 Pravci koji dijele ravninu

Zadatak 1:

Neka je u ravnini dano n pravaca py, ps,..., p, U opem poloZaju (nikoja tri ne prolaze jed-
nom tockom niti medu njima ima paralelnih) i neka je D,(n) broj dijelova na koje ti pravci
dijele ravninu. Koliki je D;,(n)?

RjesSenje:

D,(n) ¢emo odrediti primjenom metode rekurzije.

Promatrajmo broj dijelova D,(n—1) na koje n—1 pravac py, ps,...,p, ravnine dijeli ravninu.
Uoc¢imo da mozemo koristiti sliku[5.19]iz prethodnog zadatka. Iz te slike, odnosno iz crteza
Pravci koji dijele ravninu.gsp zakljuCujemo da se dodavanjem n-tog pravca u ravninu broj
dijelova D,(n — 1) poveca za n. (Uoc¢imo da je n upravo 1 broj dijelova Sto ga n — 1 pravac
odreduje na n-tom pravcu.) Stoga vrijedi rekurzivna relacija:

Dy(n) = D)(n—1) + n.

Sada primjenjujemo metodu teleskopiranja, tj. ispisujemo redom izraze za
Dy(n), Dy(n — 1), Dy(n = 2),..., D2(3) 1 D2(2):
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Dy(n) =Dy(n—1)+n
Dn—-1)=D(n—-2)+(n—-1)
Dy(n—2)=D)(n—3)+(n-2)

Dy(4) = D>(3) +4
D,(3)=D,2)+3
Dy(2) = Dy(1) + 2.

Zbrajanjem tih relacija se poniStavaju neki izrazi na lijevoj 1 desnoj strani jednakosti pa
dobivamo:
Dy(n)=D)(1)+2+3+4+..+(n—-2)+(n—-1)+n.

Ocito je da je D,(1) = 2 pa moZemo pisati
Dy(n)=242+3+4+..+(n-2)+(n—-D+n=1+(1+2+3+4+...+(m=-2)+(n—1)+n).

UoCavamodaje 1 +2+3+4+ ...+ (n—2)+ (n— 1) + n zapravo zbroj prvih n prirodnih

“(n+
brojeva. Znamo da je zbroj prvih n prirodnih brojeva jednak % (prema tvrdnji tzv.

Gaussove dosjetke). Stoga vrijedi

n-(n+1) n*+n+2

Don) = 1+ ———= = ——

Zadatak 2:

U narednom zadatku ¢emo drugom metodom dokazati da vrijedi prethodno doneseni za-
kljucak.

Dokazi da je broj dijelova D,(n) na koje n pravaca py, ps,..., p, U opem poloZaju (nikoja
tri ne prolaze jednom tockom niti medu njima ima paralelnih) dijele ravninu jednak

n”+n+2

Dy(n) = 3

([12], str. 214).

Dokaz. Dokaz provodimo pomocu principa matematicke indukcije po n. Kao pomo¢
pri vizualizaciji koristimo crtez Pravci koji dijele ravninu.gsp.

1) Baza indukcije:

12+1+2

Jednakost je istinita za n = 1 jer vrijedi da je D,(1) = >

= 2, a znamo da jedan
pravac dijeli ravninu na dva dijela.
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2) Pretpostavka indukcije:
n+n+2

Pretpostavimo da za neki prirodni broj n vrijedi jednakost D,(n) = >

3) Korak indukcije:
Na temelju te pretpostavke Zelimo dokazati da slijedi valjanost te jednakosti i za prirodni
n+1)>+m+3

2
Bududi da pravci py, ps,...,p, presijecaju pravac p,,; na ukupno n + 1 dijelova, uocavamo

da se upravo za toliko poveca broj dijelova ravnine dodavanjem pravca p,.;. Dakle, za-
kljucujemo da vrijedi rekurzivna relacija D,(n + 1) = Di(n) + (n + 1).
Prema tome i koristeci pretpostavku indukcije racunamo da je:

brojn + 1, tj. da vrijedi D,(n + 1) =

Dz(n+1)=%+(n+l):n +n+2+ n+t2_(w+on+ )2+(”+ )+
_(m+ 1)+ (m+ 1) +2
- 2

Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili ono $to smo i Zeljeli.
Budu¢i da smo provjerili da:

- jednakost vrijedi zan = 1

- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni broj # slijedi da vrijediizan + 1,

prema aksiomu matemati¢ke indukcije zaklju¢ujemo da polazna jednakost

2+n+2
D>(n) = % vrijedi za svaki prirodni broj n. O

5.14 Ravnine koje dijele prostor

Zadatak:

Dokazimo da je broj dijelova D3(n) na koje n ravnina 1y, ms,..., 7,, od kojih nikoje Cetiri
ne prolaze jednom to¢kom, niti nema paralelnih, a niti ima paralelnih njihovih presjecnica,
dijele prostor jednak

(n+ D> —n+6)
6

Ds(n) =
([12]], str. 214).

Dokaz. Ovo je nesto tezi problem u odnosu na prethodni, ali se brzo rjeSava primjenom
prethodnog rezultata. Dokaz provodimo pomocdu principa matematicke indukcije po n.
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1) Baza indukcije:

1+D)(1*-1+6
Jednakost je istinita za n = 1 jer vrijedi da je D; = ( X c ) = 2, a znamo da

jedna ravnina dijeli prostor na dva dijela.

2) Pretpostavka indukcije:
(n+ D> —n+6)
3 .

Pretpostavimo da za neki prirodni broj n vrijedi jednakost D;(n) =

3) Korak indukcije:
Na temelju te pretpostavke Zelimo dokazati da slijedi valjanost te jednakosti i za prirodni
(n+2)|(n+ 1) =n+5|

3 .
Uocavamo da ravnina m,, presijeca ravnine my, m,...,, U n pravaca. Uo¢imo da ti pravci
przema prethodnom zadatku (zadatak 1)) zadatku dijele ravninu m,.; na D;(n), odnosno
n+n+?2

brojn + 1, tj. da vrijedi D3(n + 1) =

dijelova. Stoga se upravo za toliko poveca broj dijelova prostora dodavanjem

ravnine 7, ;. Dakle, zakljucujemo da vrijedi rekurzivna relacija D3(n+1) = D3(n)+ D (n).
Prema tome 1 koristeci pretpostavku indukcije raunamo da je:

3

3 (n+ D(n*-n+6) n2+n+2_n —nP+on+n’—n+6+3m*+n+2)

Di(n+1) - > :
RIS+ 12 (2 +n+6) (D) D —n+ 5]
6 - 6 B 6
[(n+ 1)+ 11|+ 12 = (n+1) + 6]
- :

Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili ono $to smo i Zeljeli.
Buduci da smo provijerili da:

- jednakost vrijedi zan = 1

- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni broj # slijedi da vrijediizan + 1,
prema aksiomu m:zaltematiéke indukcije zaklju€ujemo da polazna jednakost

Dy(n) = (n+ 1)(n6 —n+06)

vrijedi za svaki prirodni broj n. O

Napomenimo da smo broj D3(n) mogli odrediti pomo¢u metode rekurzije analogno kao u
prethodnom primjeru.
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5.15 Geometrijski red u koncentri¢cnim kruznicama

Zadatak:
Na slici je prikazan niz koncentri¢nih kruznica sa srediStem u tocki O. « je mjera

kuta Z/AOB izraZena u stupnjevima, a [OA| = 10cm. Polumjeru OA pripada niz toCaka
A1, Ay, Az, ..., a polumjeru OB pripada niz to¢aka By, B;, Bs, ... Tocka A; je sjeciSte polu-
mjera OA i okomlce iz tocke B na taj polumjer. ToCka A, je sjeciSte polumjera OA i oko-
mice iz to¢ke B; na taj polumjer itd. Zbroj duljina svih kruznih lukova AB+A B, +A B, +..

Sra
jednak je Wcm ([29D).

Slika 5.20

RjesSenje:

a = |LAOB]

|OA| = |OB| = 10cm
AL, As As, ... € OA
By,By,B;,... € OB

- — —_— 5
AB+ A By +AB, + ... = %cm
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Bududi da tocke A, i By, tocke A, i1 B,, tocke Aj 1 Bs,... pripadaju istim kruZnicama ¢ija su

srediSta u tocki O, zaklju¢ujemo da vrijedi:

|OA,| = |OB,|
|OA,| = |OB,|

|OA3| = |OBs|

Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta dobivamo:

OA
cosq = ||OBI|| = |OA| = |OB|cosa = 10cos @ = |OB;|

0OA
cosa = 1242 |OA,| = |OB;|cosa = 10cos® a = |OB,|
|OB,|
OA
[043] |OA;| = |OB,|cosa = 10cos® @ = |OB,|.

cosa =
|OB;|
Znamo da je duljina / kruznog luka kruZnice opsega o, koji odgovara srediSnjem kutu
0

veliCine « (Cija je mjera izraZzena u stupnjevima), dana je izrazom: [ = 3600 & Odnosno,

vrijedi [ = T a, pri cemu je r duljina polumjera kruznice.

1807
Stoga vrijedi:
—  |OAlrae 10 rna
AB = = =
180° 180>  18°
5 - |OAlre ~ 10racosa  macosa
T80 T 1800 T 18
_— |OAzlna 10macos’a  macos’a
180° 180° 18°
_— |OAslna 10macos’a  macos®a
A3Bl = = =
180° 180° 18°

Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo
@ T cosa
+

Tacos’a@ macosda
+ +

AB+A B, +ABy + AsBy + ... = — +
1T aRE AR 18° 18° 18° 18°
.. P — — Sﬂ-a e v e
Znamo da vrijedi AB+ A\B; + AyB, + ... = @cm. Stoga zakljucujemo
2 7 cos’ a _ 5na

T« T CoS @ T COS™
+ +

TS 18°

185 +...—180.
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o

MnoZenjem te jednakosti s dobivamo 1 + cosa + cos’a + cos*a + ... = 5.

(0

T
Uocavamo da je to geometrijski red ¢iji je prvi ¢lan jednak a; = 1, a kvocijent g = cos a.
Buduéidaje|g| = |cosal < 1, (Jcosa| =1zaa =0°ili @« = 180° ili @ = 360°, ali u tim
slucajevima zadatak nema smisla), uoceni geometrijski red je konvergentan pa je njegova

suma jednaka
s=4 - L
l1-qg 1-cosa

1
Stoga je T oosa — 5, odnosno 5 —Scosa = 1. 1z toga slijedi da je cos @ = 3 paje
— Cos @
traZeni kut jednak o =~ 36, 86989765° ~ 36°52"12".

Zadatak smo rijesili primjenom algebarske metode i metodom uocavanja pravilnosti.

5.16 Diofant u pravokutnom trokutu

Zadatak:
Odredite sve pravokutne trokute kojima su duljine stranica prirodni brojevi i pri tome je
duljina jedne od njih 17 ([43]).

RjeSenje: Buduci da je u zadatku rije¢ o pravokutnom trokutu, naslu¢ujemo da ¢emo
za odredivanje duljina a, b 1 ¢ njegovih stranica najvjerojatnije trebati primijeniti Pitagorin
poucak, tj. tvrdnju da tada za taj trokut vrijedi odnos duljina stranica a* + b* = ¢?.

Nadalje, uo¢imo da nije receno je li zadana duljina hipotenuze ili duljina jedne od ka-
teta tog pravokutnog trokuta. Stoga treba ispitati obje te moguénosti pa razlikujemo dva

slucaja.

I) Zadana je duljina hipotenuze ¢ koja iznosi 17. U tom slucaju trebamo rjeSavati
diofantsku jednadZzbu drugog stupnja a*> + b> = 17°. Dobivenu jednadzbu pisemo u
obliku @® + b* = 289, a do njenog rjeSenja moZemo doéi kombiniranjem. Uo¢avamo
da trebamo odrediti prirodne brojeve a i b, pri Cemu je zbroj njihovih kvadrata jednak
289. Ispisujemo sve kvadrate koji su manji od 289: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,
100, 121, 144, 169, 196, 225 1 256. Kombiniranjem tih kvadrata zaklju¢ujemo da
medu tim kvadratima postoji samo jedan par koji zadovoljava uvjet. To su 64 i 225
(jer je 64 + 225 = 289). Buduéi da je 8% = 641 15% = 225 te vrijedi 8 € Ni 15 € N,
traZena Pitagorina trojka je (a, b, ¢) = (8, 15, 17). Dakle, radi se o trokutu s duljinama
stranica 8, 151 17.

II) Zadana je duljina jedne katete, recimo a, koja iznosi 17. Stoga diofantsku jed-
nadzbu drugog stupnja 17%+b* = ¢?, odnosno ¢*—b?* = 289. Tu jednadzbu rjeSavamo
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metodom umnoska pa broj 289 zapisujemo kao umnozak broja 1 i prostih faktora:
289 = 1-17 - 17. Tada jednadZzbu piSemo u obliku (¢ = b)(c +b) =1-17 - 17.

Kombiniranjem dobivamo tri razli¢ita sustava dviju jednadzbi s dvjema nepoznani-
cama:

1)

2)

3)

c—-b=1-17
c+b=17

c—b=17

ekvivalentan sustavu
c+b=1-17

Uocimo da je sustav {

RjeSenje tih dvaju sustava je uredeni par (b,c) = (0,17). Budué¢ida O ¢ N,
zakljuujemo da (0, 17) nije traZeno rjeSenje jednadzbe c¢* — b* = 289.

Dy c—-b=17-17 )
RjeSenje sustava b1 je uredeni par (b, c) = (—144, 145).
c+b=

Bududi da —144 ¢ N, zakljuCujemo da (—144, 145) nije traZeno rjeSenje jed-
nadzbe ¢? — b* = 289.

Konacno, kombiniranjem dobivamo i sustav {C —b=1 Cije je rjeSenje
c+b=17-17

uredeni par (b, ¢) = (144, 145).

Bududi da 144 € N i 145 € N, zaklju€ujemo da je (144, 145) traZeno rjeSenje

jednadzbe ¢ — b* = 289. U ovom slucaju je dobivena Pitagorina trojka

(a,b,c) = (17,144, 145). Dakle, radi se o trokutu s duljinama stranica 17, 144

1145.

Dakle, jedini pravokutni trokutu koji zadovoljavaju trazena svojstva imaju duljine

stranica 8,

15117, odnosno 17, 144 1 145.
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5.17 Svjetlosna zraka u trokutu

Potrebna predznanja ucenika:

- zakon refleksije (Kut upada jednak je kutu refleksije.)

- teorem o ortocentru trokuta (Pravci kojima pripadaju visine trokuta se sijeku u jednoj
tocki.)

- definicija tetivnog Cetverokuta (Tetivni Cetverokut je Cetverokut kojemu se moZe opisati
kruznica.)

- svojstva tetivnog Cetverokuta (npr. ,,Ako su kutovi nad istom tetivom sukladni, onda je
taj Cetverokut tetivan.* ili ,,Ako su nasuprotni kutovi Cetverokuta suplementarni, onda je
Cetverokut tetivan.*)

Crtez: Svjetlosna zraka u trokutu.gsp

B Y zrcalo

Slika 5.21: Svjetlosna zraka u trokutu (uvod u problem)

Uvod u problem

Premda je ovaj problem sasvim geometrijske prirode, lakSe je ako ga protumacimo kao
fizikalni problem. Zamislimo da smo u sobi koja je u obliku trokuta AABC, a Ciji su zidovi
BC i AC zrcala (zadana situacija pomalo podsjeca na sjedenje unutar kaleidoskopa). Iz
lasera u tocki X duZzine AB je poslana svjetlosna zraka na duZinu BC. Zraka se u tocki
Y duZine BC reflektira prema duZini AC te se od to¢ke Z vraéa prema tocki X. Opisana
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situacija je prikazana na slici a ucenici zraku odasilju u crtezu Svjetlosna zraka u
trokutu (1).gsp. Odakle bi svjetlosna zraka trebala biti poslana i u kojim tockama bi se
trebala reflektirati o zidove (zrcala) da prijede najmanji mogudéi put? ([6], str. 90-94)

RjeSavanje zadanog problema i njemu srodnih problema ¢emo prikazati u obliku
heuristickog razgovora izmedu nastavnika i ucenika. Tijekom tog razgovora nastavnik
ucenicima postavlja pitanja koja poticu refleksivno misljenje.

Uvodni problem 1

Prije nego Sto rijeSimo zadani problem, razmotrimo pod kojim uvjetima se dogada da se
svjetlosna zraka koja je odaslana iz tocke X vrati u tu istu tocku nakon reflektiranja. Naime,
vrlo lako se moze dogoditi da u€enicima promakne taj problem te im iz danog crteza pos-
tane sasvim ocito da ¢e se odaslana zraka odbijanjima o ,,zrcala® uvijek vratiti u pocetnu
tocku X.

Stoga moZemo primijeniti nacelo problemnosti tako da ucenicima situaciju najprije
ucinimo nejasnom, a potom jasnom. Njihovu ,,predrasudu‘ da ¢e se odaslana zraka uvijek
vratiti u pocetnu tocku mozemo razbiti tako da u crtezu Svjetlosna zraka u trokutu (uvodni
problem 1).gsp (slika uoCe da se odaslana zraka nakon odbijanja ne mora uvijek
vratiti u po€etnu tocku. Zapravo, to se dogada u samo jednom specijalnom slucaju. Pritom
je takoder vazno da uoce da se i u tom slucaju odbijanje odvija po zakonu refleksije, tj. da
ne postoji neka greska u tom crtezu.

zrcalo c

Slika 5.22: Svjetlosna zraka se ne mora uvijek vratiti u pocetnu tocku
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Vratimo se na uvodni problem 1. Dakle, svjetlosna zraka je odaslana iz tocke X sa
stranice AB trokuta AABC. Trebamo odrediti polozaj tocke Y, Y € BC, tako da se zraka
svjetlosti odaslana iz tocke X reflektira o ,,zrcalo* BC utocki Y pa potom o ,,zrcalo* AC te
se ponovno vrati u pocetnu to¢ku X.

Nastavnik ucenicima savjetuje da u crtezu Svjetlosna zraka u trokutu (uvodni pro-
blem 1).gsp tocku Y na stranici BC namjeste tako da se tocka W (dobivena refleksijom
svjetlosne zrake o stranicu AB) podudara s po¢etnom tockom X. UCenici bi tada mozda
mogli naslutiti u kojem poloZaju treba biti tocka ¥ u odnosu na tocku X tako da se svje-
tlosna zraka iz tocke Z reflektira u pocetnu tocku X. Ako to ipak ne uoce, onda bi se
heuristicki razgovor mogao odvijati u sljedeCem smjeru.

P: Tocku X preslikajte zrcalnosimetricno s obzirom na pravac BC. Dobivenu tocku o-
znacite s X’. Tocku X preslikajte zrcalnosimetri¢no s obzirom na pravac AC. Dobivenu
to¢ku oznatite s X”. Potom konstruirajte pravac X’X”. Sto bi se dogodilo kada bi se svje-
tlosna zraka odaslana iz tocke X reflektirala u to¢ku koja nastaje presjekom duZine BC i
pravca X' X"'?

O: Zbog zakona refleksije ta bi se zraka potom reflektirala u tocku koja nastaje presje-
kom duzine AC i pravca X’X”, a potom u pocetnu tocku X.

Tako ucenici zakljucuju kako odrediti poloZaj traZzene toCke Y te zakljuCuju da taj poloZaj
ovisi o polozaju zadane tocke X.

Konstrukcija:
Zatim ucenici provode konstrukciju traZene tocke Y, a time i konstrukciju tocke Z. (Vidi
sliku[5.23]i crtez Svjetlosna zraka u trokutu (konstrukcija 1).gsp.)

1. Tocku X preslikamo zrcalnosimetricno s obzirom na pravac BC. Dobivenu toc¢ku
oznac¢imo s X'.

2. To¢ku X preslikamo zrcalnosimetricno s obzirom na pravac AC. Dobivenu tocku
oznac¢imo s X"'.

3. Konstruiramo pravac X’ X".

4. SjeciSte pravaca X'X” 1 BC oznac¢imo s Y, a sjeciSte pravaca X’X"”" 1 AC oznac¢imo sa
Z.

Dokaz. Preporucljivo je da u€enici dokazu da je tocka Y dobivena na opisani nacin traZena
tocka.

1. e Buduci da je zrcalna simetrija izometrija ravnine, vrijedi |/ XY B| = |£X"Y B.
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e Vr3ni kutovi su sukladni pa vrijedi [/ZX"YB| = |£X"YC|.
Iz toga slijedi |£XYB| = |AX”E |. Dakle, zbog zakona reﬂeksi£ zraka se nakon
reflektiranja u tocki Y ,,zrcala® BC reflektira do tocke Z ,,zrcala* AC.
2. e Vr3ni kutovi su sukladni pa vrijedi |£YZC| = |£X" ZA|.
e Buduc¢i da je zrcalna simetrija izometrija ravnine, vrijedi |£X”ZA| = |£XZA|.

1z toga slijedi [/XZC| = |£XZAl. Dakle, zbog zakona refleksije z_raka se nakon re-
flektiranja u tocki Z ,,zrcala* AC reflektira do tocke X ,,zrcala* AB., tj. vraéa se u
pocetnu tocku iz koje je odaslana svjetlosna zraka.

Xl

Slika 5.23: Prikaz konstrukcije toaka Y i Z

Uvodni problem smo rijeSili konstruktivnom metodom, tocnije metodom zrcalne
simetrije.
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Uvodni problem 2

Ucenike moZemo potaknuti da pokuSaju generalizirati prethodni problem (uvodni problem
1). Ako ne uspiju, mozemo im sami zadati jednu mogucu generalizaciju tog problema.
Zadatak:

Svjetlosna zraka izlazi iz zadane tocke A, reflektira se redom na danim pravcima pigq, a
nakon refleksija prolazi danom to¢kom B. Konstruirajte tu svjetlosnu zraku ([12], str. 173).

RjeSenje:

Analiza:

Ucenici bi (lako) mogli uociti da ovaj problem mogu rijesiti primjenjujuci metodu rjeSavanja
iz prethodnog problema. Dakle, ocito je da je takoder potrebno koristiti metodu zrcalne
simetrije.

Konstrukcija:
Zatim uCenici provode konstrukciju traZene svjetlosne zrake. (Vidi sliku[5.24]i crtez Svje-
tlosna zraka u trokutu (uvodni problem 2).gsp.)

1. Tocku A preslikamo zrcalnosimetriéno s obzirom na pravac p. Dobivenu tocku o-
znaCimo s A'.

2. Tocku B preslikamo zrcalnosimetri¢no s obzirom na pravac g. Dobivenu to¢ku ozna-
¢imo s B'.

3. Konstruiramo pravac A’B’.
4. SjeciSte pravaca A’B’ 1 p ozna¢imo s P, a sjeciSte pravaca A’B’ 1 ¢ ozna¢imo sa Q.

TraZena svjetlosna zraka je izlomljena linija APQB.

Uoc¢imo da je ovaj problem zapravo generalizacija prethodnog problema (uvodni problem
1). Naime, kada bi se u ovom zadatku imali poseban slucaj u kojem se zadane tocke A
i B podudaraju, onda bismo upravo dobili ve¢ razmatranu situaciju u kojoj se odaslana
svjetlosna zraka vraca u poCetnu tocku, tj. ta zraka postaje ,,zatvorena‘ i time tvori trokut.

Dokaz. Preporucljivo je da uCenici dokazu da je izlomljena linija APQB dobivena na opi-
sani nacin traZena svjetslosna zaraka. Dokaz provode analogno kao i u dokazivanju pret-
hodnog problema (uvodni problem 1).

Nastavljamo s rjeSavanjem problema koji nam je zadan na pocetku. Stoga odsada pa nada-
lje razmatramo samo situaciju u kojoj se reflektirana zraka svjetlosti odbijanjima vraéa u
pocetnu tocku X. OCito je da tada trag te zrake tvori trokut.
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Slika 5.24: Prikaz konstrukcije svjetlosne zrake APQB

Slutnja

Do slutnje ucenici dolaze na temelju slike[5.25]
P: Otvori crtez Svjetlosna zraka u trokutu (1).gsp. Pritisni tipku kojom ceS poslati svje-
tlosnu zraku unutar trokuta. Zatim pritisni tipku koja ¢e pokazati mjere kutova /XY B,
(ZYC, /YZC, (XZA, /AXZ i /BXY.

1.
P: Sto primjecujes u vezi s mjerama tih kutova? Provjeri svoja opaZanja pomi¢uéi tocku X.
O: Uocavam sukladne kutove, to¢nije da vrijedi [£XYB| = |£ZYC|1|.YZC| = |£XZA|. Na-
dalje, ne vrijedi nuzno da su kutovi ZAXZ i /BXY sukladni.

2.

P: Objasni svoja zapaZanja iz 1. pitanja koristeci svoja znanja o refleksiji svjetlosnih zraka.
O: Sukladnost navedenih parova kutova vrijedi zbog refleksije na stranicama BC i AC.
Dakle, tu vrijedi zakon refleksije ili odbijanja, tj. kut upada jednak je kutu refleksije.
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Posalji svjetlosnu zraku

m£AXZ = 52°
mZBXY =31°

[izmjeri kutove s vrhom u X] opseg trokuta XYZ = 25,143 cm

msXYB =77°
msZYC=77°

['zmjeri kutove s vrhom u Y]

msYZC =61°

['zmijeri kutove s vrhom u Z] AL

PrikaZi visine i noZista

. m£DFA = 72°
[izmjerikutove svthom uF] . eFc =72

m/FDA =42°
mZEDB = 42°

[[lzmijeri kutove s vrhom u D]

lzmjeri Kutove s vihomu | M<DEB =67 zrealo -

mZFEC = 67°

Slika 5.25: Svjetlosna zraka u trokutu (naslucivanje)

P: Podsjetimo se da trebamo odrediti odakle bi svjetlosna zraka trebala biti poslana i u
kojim tockama bi se trebala reflektirati o zidove (zrcala) da prijede najmanji moguci put.
U kakvoj su vezi trokut koji tvori zraka svojim odbijanjima i put koji zraka pritom prijede?
O: Opseg tako nastalog trokuta je jednak duljini puta koji zraka prijede tijekom odbijanja.

P: Pomici to¢ku X po duZini AB sve dok opseg trokuta AXYZ ne postane najmanji mogu¢.
Potom pritisni tipku kako bi se pojavile sve tri visine na stranice trokuta AABC 1 njihova
nozista.

3.

P: Sto uo¢avas u vezi s poloZzajem to¢aka X, Y i Z u odnosu na noZista visina?

O: Cini se da se totke X , Y 1Z podudaraju s noZiStima visina. (Dakle, vrhovi trokuta AXYZ
koji je najmanjeg moguceg opsega se podudaraju s noZiStima visina zadanog Siljastog tro-
kuta AABC.)

Pomakni bilo koji vrh trokuta AABC, ali tako da trokut ostane Siljastokutan. Opet pomici
tocku X sve dok opseg trokuta AXYZ ne postane najmanji mogué. Provjeri vrijedi li
zapaZanje iz 3. pitanja.

Ponovi prethodni korak najamanje jo$ jedanput.
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4.

P: Sto moZe§ naslutiti o parovima kutova s vrhovima u noZistima visina (kao §to kutovi
(DFAi/EFC, /FDAi (EDB te kutovi /ZDEB i /FEC)?

O: Spomenuti kutovi s vrhovima u noziStima visina su medusobno sukladni u navedenim
parovima, tj. vrijedi |/DFA| = |tEFC|, |tFDA| = |LEDB|1|/DEB| = |LFEC]|.

Provjeri svoj zakljucak iz 4. pitanja pritiskajuci tipku kako bi se pokazale mjere kutova
s vrhovima u noZiStima visina.

5.
P: Je li tvoja slutnja iz 4. pitanja to¢na ako je trokut AABC tup?
O: Da, tada je takoder toc¢na.

6.

P: Toc¢nost: Osvrni se na svoje slutnje iz 4. pitanjai 5. pitanja. Koliko si siguran da je svaka
od tih slutnji uvijek tocna? MozZes li navesti uvjerljive dokaze ili protuprimjere kojima ¢es
potkrijepiti svoje misljenje?

O: Odgovori se mogu razlikovati od uc¢enika do ucenika.

Izazov

P: Ako smatra$ da je tvoja slutnja uvijek tocna, navedi neke primjere kojima ¢e$ potkri-
jepiti svoje glediSte i pokusaj uvijeriti svog suradnika u paru ili preostale clanove svoje
skupine. Stovise, potkrijepi svoje slutnje logiénim obja$njenjem ili uvjerljivim dokazom.
Ako sumnja$ da tvoja slutnja ili slutnja tvog suradnika nije uvijek to€na, pokusaj navesti
protuprimjer.

Ovdje je vazno da nastavnik zauzme neutralan stav ili, mozda jos i bolje, da ima kriticki
1 suzdrZan odnos, da bude sumnji¢av i1 pun nevjerice te nesklon odusevljavanju za neki od
zakljuCaka. Nije preporucljivo da ucenike navodi na to da je taj zakljuCak uistinu istinit.
Nastavnik bi ¢ak mogao izazvati uenike da njega i druge razredne skeptike uvjere u to.

Dokaz

Zacijelo si naslutio sljedeca dva zakljucka:

- Trokut AXYZ upisan Siljastom trokutu AABC ima najmanji opseg kada se njegovi vrhovi
podudaraju s noziStima visina zadanog trokuta AABC.

- Tada vrijedi da su kutovi s vrhovima u noZiStima visina medusobno sukladni, to¢nije
vrijedi |£DFA| = |LEFC]|, |tFDA| = |LEDB|1i|/DEB| = |LFEC|.
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P: Koliko ste sigurni u to¢nost svojih zaklju€aka. Na temelju svojih prijaSnjih iskustava
mozete zakljuciti da je moguce donijeti pogreSne slutnje samo na temelju opazanja. Na
primjer, slutnje se mogu pokazati neto¢nima kada se krenu razmatrati krajnji, tj. grani¢ni
slucajevi. Kako ste sigurni da ste provjerili sve mogude slucajeve?

Ucenici Ce se uvjeriti u istinitost svojih tvrdnji argumentirajuci ¢injenice u vodenom do-
kazu. Prvo ¢e dokazati drugu slutnju.

Dokaz sukladnosti kutova s vrhovima u noziStima visina

Konstruiraj sjeciste visina i taj ortocentar oznaci s O (kao na slici[5.26).

zrcalo

Slika 5.26: Svjetlosna zraka u trokutu (dokazivanje sukladnosti kutova)

7.

P: Sto moZes reéi o nasuprotnim kutovima ZOEC i LOFC u &etverokutu OECF? Objasni
svoje tvrdnje.

O: Uocavamo da vrijedi [ZOEC| = 90° 1 |LOFC| = 90°.

Stoga vrijedi [ZOEC| + |£OFC| = 180° pa zaklju¢ujemo da su ti kutovi suplementarni.
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8.

P: Koriste¢i odgovor na 7. pitanje, Sto mozes$ zakljuciti o Cetverokutu OECF'.

O: Znamo da ako su nasuprotni kutovi ¢etverokuta suplementarni, onda je taj Cetverokut
tetivan. Stoga je Cetverokutu OECF tetivan.

ili

Budu¢i da su kutovi ZOEC 1 LOFC pravi, trokute AOEC 1 AOFC moZemo upisati u polu-
kruZnicu s razli¢itih strana promjera OC (prema Talesovom teoremu o kutu nad promjerom
kruZnice) pa stoga Cetverokut OECF mozZemo upisati u kruZnicu, tj. Cetverokut OECF je
tetivan.

0.

P: Koristei odgovor na 8. pitanje, objasni §to moze§ zakljuciti o kutovima ZEOC 1 LEFC?
O: Uocimo da su ZEOC 1 LEFC obodni kutovi nad istim lukom EC kruZznice €iji je pro-
mjer OC. Znamo da su svi obodni kutovi nad nekim lukom kruZnice sukladni pa stoga

vrijedi [ZEOC| = |LEFC].

10.

P: Sto moZes reéi o nasuprotnim kutovima ZADO i ZAFO u &etverokutu ADOF? Koje je
stoga vrste cetverokut ADOF? (Svoju slutnju mozZes provjeriti konstrukcijom u Sketch-
padu.)

O: Uocavamo da vrijedi |£ZADO| = 90° 1 [LAFO| = 90°.

Stoga vrijedi [ZADO| + |£AFO| = 180° pa zakljuujemo da su ti kutovi suplementarni.
Znamo da ako su nasuprotni kutovi cetverokuta suplementarni, onda je taj Cetverokut teti-
van. Stoga je Cetverokut ADOF tetivan.

11.

P: Sto moZe§ zakljuéiti o kutovima ZAFD i ZAOD na temelju odgovora na 10. pitanje?

O: UoCimo da su ZAFD i ZAOD obodni kutovi nad istim lukom AD kruZnice Ciji je pro-
mjer AO. Znamo da su svi obodni kutovi nad nekim lukom kruznice sukladni pa stoga

vrijedi |ZAFD| = |LAOD|.

12.
P: Sto moZes reéi o kutovima ZEOC i ZAOD? Objasni svoj odgovor.
O: Uocavamo da su ZEOC i ZAOD vrs$ni kutovi pa su oni sukladni.

13.

P: Sto prema tome moZe§ zakljuéiti iz odgovora na 9., 11. i 12. pitanje?

O: Iz toga slijedi da su ZEFC i LAF D sukladni kutovi. Ucenici mogu uociti da su i njihovi
komplementarni kutovi takoder sukladni, tj. vrijedi |/BFE| = |/BFD|.
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14.

P: Objasni Sto se dobije primjenom istog argumenta na parove kutova s vchovima u noZiStima
preostale dvije visine.

O: Odgovori se mogu razlikovati od ucenika do ucenika, ali bi u konacnici svi trebali
analogno zakljuciti da vrijedi [£FDA| = |[£EDB| 1 |tDEB| = |£FEC|, tj. da su kutovi s
vrhovima u noZiStima visina medusobno sukladni. Ako ucenici ne uspiju doci do tih za-
kljucaka primjenom analogije, uputno je provesti slican slijed heuristickog razgovora i za
te parove kutova.

Napomena:

Preporucljivo je razmisliti postoje li joS neke varijacije navedenog dokaza i pokusSati ih
osmisliti. Za ucenike bi moglo biti korisno da usporede napor uloZen u provodenje svakog
od navedenih dokaza. Takoder bi bilo pou¢no da ponove navedeni dokaz u specijalnim
slu¢ajevima kada je AABC pravi ili tupi trokut.

Formalan dokaz

U dijelu rada u kojem smo opisivali heuristiku 1 heuristicko miSljenje smo ve¢ spomenuli da
nije dobro heuristicko rasudivanje poistovjecivati sa strogim dokazom. Stoga je poZeljno
da ucenici zakljuCke dobivene tijekom heuristickog razgovora oblikuju u formalni dokaz.

Dokaz minimuma opsega

Sada ¢emo dokazati prvu slutnju da trokut AXYZ upisan Siljastom trokutu AABC ima naj-
manji opseg kada se njegovi vrhovi podudaraju s noziStima visina zadanog trokuta AABC.
Neformalni dokaz takoder provodimo koracima heuristickog razgovora izmedu nastavniak
1 uCenika.

- Pritisni tipku kojom ¢eS sakriti visine i mjere svih kutova kako bi crteZ bio pregledniji.

- Tocku Y preslikaj zrcalnosimetri€no s obzirom na pravac AB. Dobivenu tocku oznaci s
Y.

- ToCku Y preslikaj zrcalnosimetri¢no s obzirom na pravac AC. Dobivenu tocku oznaci s

Y} (kao na slici [5.27).

15.
P: Sto moZe§ reéi o duZinama X_Y{ i XY, odnosno @ i ZY? Objasni svoje tvrdnje.
O: Zbog svojstva zrcalne simetrije vrijedi |[XY[| = |XY|1|Y}Z| = |ZY].
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o

B

Slika 5.27: Svjetlosna zraka u trokutu (dokazivanje minimuma opsega)

16.

P: Koriste¢i odgovor na 15. pitanje, Sto moZes re¢i o ukupnoj duljini puta | XY|+|YZ| +|ZX]
u odnosu na ukupnu duljinu puta [XY[| + [ZX| + |ZY}|?

O: Duljine tih dvaju puteva su jednake, odnosno vrijedi

IXY| +|YZ| + |ZX| = |XY]| + |ZX]| + |ZY})].

17.

P: Sto uocavas u vezi s totkama X, Z i Y} ? PokusSaj objasniti (dokazati) svoja zapaZanja.
O: Naslucujemo da tocke X, Z 1 Y] uvijek pripadaju istom pravcu, a to objaSnjavamo na
sljedeci naCin. Zbog zakona refleksije vrijedi da su kutovi /XZA 1 £YZC sukladni, a zbog
svojstva zrcalne simetrije vrijedi da su kutovi £/YZC i £Y;ZC sukladni. Stoga vrijediida su
kutovi £XZA i £Y;ZC sukladni. Buduci da je AC pravac, vrijedi |[ZXZA| + |£XZC| = 180°.
Zbog [/XZA| = |£Y;ZC| vrijedi |LY]ZC| + |£XZC| = 180°. Stoga je XZY pravac, odnosno
toCke X, Z 1 Y] su kolinearne.

18.
P: Pomici toCku X sve dok duljina puta |XY]| + |ZX] + |ZY]| ne postane najmanja moguca.
Objasni polozaj tocke X kada to postignes.
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O: Duljina puta [XY[| +|ZX| + |ZY]| je najmanja moguca kada toCke Y7, X, Z 1 Y] pripadaju
istom pravcu. Dakle, tocka X treba biti smjeStena tako da vrijedi |ZAXZ| = [/BXY]|.

19.

P: DokaZi da ako polozaj tocke X zadovoljava uvjet u 18. zadatku, onda vrijedi

|[LAXZ| = |£BXY).

O: Zbog svojstva izometrije vrijedi [£BXY|| = |£BXY|. Ako je zadovoljen uvjet iz 18. pita-
nja, tj. da vrijedi [ZAXZ| = |£BXY]|, onda iz toga slijedi |[ZAXZ| = |/BXY/|.

20.

P: Koriste¢i odgovor na 19. pitanje 1 dobiveni rezultat dokazan u prvom dijelu ove aktiv-
nosti, Sto mozes§ zakljuciti o smjeStaju trokuta AXYZ tako da njegov opseg bude najmanji
moguc.

O: Da bi trokut AXYZ imao najmanji moguéi opseg, sljede¢i kutovi moraju biti suk-
ladni: |Z/AXZ| = |£BXY)|, |£/BYX| = |£CYZ]| i |/XZA| = |£YZC|. Kutovi s vrhovima u
noziStima noziSnog trokuta ZDEF su medusobno sukladni, tj. vrijedi [£DFA| = [LEFC],
|.FDA| = |LEDB| i |tDEB| = |£FEC|. Stoga slijedi da se trokut AXYZ podudara s
noZzi$nim trokutom ADEF. (Drugacije reeno, noZzis$ni trokut ADEF zadovoljava uvjet da
su kutovi s vhovima u noZiStima sukladni pa se trokut AXYZ mora podudarati s noZiSnim
trokutom ADEF'.)

Napomena:

Spomenuti argument pokazuje da noZiste noZiSnog trokuta zadovoljava uvjet i time osigu-
rava rjeSenje, ali time nije dokazana jedinstvenost rjeSenja. MoZe se dokazati da vrhovi
trokuta s najmanjim opsegom uvijek podudaraju s noziStima visina.

Formalan dokaz

Preporucljivo je da ucenici zakljucke dobivene tijekom heuristickog razgovora oblikuju u
formalni dokaz.

Dodatna istrazivanja

Iskoristi crtez Svjetlosna zraka (1).gsp u svrhu provjere slucaja kada je AABC pravi ili tupi
trokut. Kamo treba smjestiti trokut da bi imao najmanji moguci opseg? PokusSaj objasniti
svoje rjesenje.
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Nadalje, u¢enicima moZemo postaviti sljedeci zadatak.

Zadatak:

Neka je AABC Siljastokutan trokut i X tofka na stranici AB. U taj trokut upiSite trokut
AXYZ najmanjeg opsega ([12], str. 174).

RjesSenje:

Ucenici mogu pretpostaviti da je za dobivanje traZzenog trokuta AXYZ potrebno koristiti
metodu zrcalne simetrije kao i u prethodnim primjerima. Stoga konstrukciju to¢aka U
(pripada duZini BC) i V (pripada duZini AC) provodimo na veé poznat nadin.

Ucenici mogu u crtezu Svjetlosna zraka u trokutu (dodatno).gsp isprobati koji je
polozaj toaka Y 1 Z najpovoljniji tako da trokut AXYZ ima najmanji opseg. Isprobavanjem
(kao na slici [5.28]) ucenici mogu zakljuciti nepotpunom indukcijom da je traZeni trokut
najmanjeg opsega upravo onaj ¢iji se vrhovi Y 1 Z podudaraju s konstruiranim tockama U
iV.

Ucenici tu tvrdnju mogu i dokazati.

Slika 5.28: Odredivanje upisanog trokut najmanjeg opsega ako je tocka X fiksna
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Povijesna crtica

Problem trokuta najmanjeg opsega upisanog u Siljasti trokut prvi je predlozio Karl Her-
mann Amandus Schwarz (1843-1921), profesor na njemackim sveuciliStima u Gottingenu
i u Berlinu (slika[5.29). Bio je jedan od najistaknutijih istrazivaca varijacijskog (infinitezi-
malnog) raCuna u devetnaestom stoljecu.

Slika 5.29: Karl Hermann Amandus Schwarz (1843. - 1921.) ([20])

5.18 Napoleonov teorem

Potrebna predznanja ucenika:

- konstrukcija jednakostrani¢nog trokuta kojem je zadana duljina stranica

- svojstva tetivnog Cetverokuta (osobito poznavanje svojstva da su nasuprotni kutovi tetiv-
nog Cetverokuta suplemetarni te obrat te tvrdnje)

- definicija deltoida

- svojstvo deltoida da su mu dijagonale medusobno okomite

crtez: Napoleonov teorem.gsp

Uvod u problem

Ova aktivnost moze biti provedna kao nastavak razmatranja svojstava Fermat-Torricellijeve
tocke jer se odnosi na daljnja istraZivanja istih geometrijskih odnosa. Medutim, ovu aktiv-
nost je moguce provesti neovisno o aktivnosti o Fermat-Torricellijevoj tocki. Konstruiramo
li jednakostrani¢ne trokute nad stranicama bilo kojeg trokuta, uocit éemo neke zanimljive
posljedice. Jedna je ta da se sve tri kruZnice opisane jednakostrani¢nim trokutima sijeku u
istoj tocki koju nazivamo Fermat-Torricellijeva tocka. Ta osobita tocka trokuta je na slici
oznacena slovom O.



5.18. NAPOLEONOV TEOREM 121

Spomenimo jos jedno vazno svojstvo Fermat-Torricellijeve tocke, a to je da je ukupna
udaljenost te tocke od vrhova konstruiranih jednakostrani¢nih trokuta najmanja moguca.
Ta osobita tocka trokuta je tako nazvana jer je francuski matematicar Pierre de Fermat
(1601. — 1665.) prvi potaknuo rjeSavanje tog problema u pismu upuc¢enom talijanskom
matemati¢aru Evangelistu Torricelliju (1608. — 1647.), koji je taj problem i rijesio.

U ovoj aktivnosti ¢emo otkriti joS jednu tvrdnju povezanu s konstrukcijom takvog
oblika, a ¢ije se otkrice pripisuje Napoleonu Bonaparteu, poznatom francuskom generalu i
caru ([6], str. 119-121).

Rjesavanje zadanog problema i njemu srodnih problema ¢emo prikazati u obliku heurist-
i¢kog razgovora izmedu nastavnika i u€enika. Tijekom tog razgovora nastavnik ucenicima
postavlja pitanja koja poticu refleksivno misljenje kod ucenika.

D

Slika 5.30: Napoleonov teorem (pocetni problem)
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Slutnja

Otvori crtez Napoleon (pocetni problem).gsp. Pomici tocke u crtezu kako bi se dobro upoz-
nao s prikazanim konstruiranim likovima.
DuZinama povezi srediSta G, H 1 I jednakostrani¢nih trokuta.

1.

P: Pomici bilo koji vrh trokuta AABC. Sto primjecujes na trokutu AGHI? Ako je potrebno,
izmjeri i pomici jo$ neke elemente na crtezu kako bi potvrdio svoje slutnje.

O: Uocavam da je trokut AGH] jednakostranic¢an (slika[5.30).

2.

P: Provjeri svoju pretpostavku iz 1. pitanja za sljedeCe posebne sluCajeve, a potom izreci
svoja opazanja.

- Trokut AABC je tup.

- Tocke A, B 1 C pripadaju istom pravcu.

- Konstruirani jednakostrani¢ni trokuti su okrenuti prema unutras$njosti trokuta AABC 1
medusobno se preklapaju.

O: U svim tim slu¢ajevima trokut AGH/ i dalje ostaje jednakostrani¢an.

Izazov

Pokusaj dokazati svoju slutnju iz 1. pitanja. Ovo uCenicima osigurava priliku da pokusaju
osmisliti vlastite dokaze.

Uputa:

1) Konstruiraj duzine AO, BO i CO i razmotri njihovu vezu sa stranicama trokuta AGHI.
2) Iskoristi poznata svojstva Fermat-Torricellijeve toCke.

Ako ,,zaglavi$* u daljnjem dokazivanju, procitaj detaljnije upute koje slijede.

Dokaz

U prethodnom dijelu je bilo potrebno otkriti sljedeéu tvrdnju: ,,Ako konstruira$ jednakos-
trani¢ne trokute nad svakom stranicom danog trokuta i zatim duZinama poveZe$ srediSta
tih trokuta, onda ¢eS dobiti jednakostrani€an trokut.*

Ispod su navedene upute za planiranje moguceg dokaza. PaZzljivo ih procitaj i primijeni.
Ve¢ smo upoznati s Cinjenicom da se tri kruZnice opisane trokutu sijeku u jednoj tocki
(Fermat-Torricellijeva tocka O). Sada ¢emo upotrijebiti jedno od svojstava tetivnog Cetve-
rokuta kako bismo dokazali da mjera svakog unutarnjeg kuta trokuta AGHI iznosi 60°.



5.18. NAPOLEONOV TEOREM 123

Pritisni tipku kako bi se pokazale duZine AO, BO i CO i njihova sjeciita sa stranicama
trokuta AGHI.

Po potrebi pritisni tipku na svom crteZu kako bi jasnije mogao vidjeti Cetverokute tijekom
odgovaranja na sljedeca pitanja. Na kraju mozes skriti Cetverokute kako crtez ne bi postao

prezamrsen (slika[5.31]).

Slika 5.31: Dokazivanje Napoleonovog teorema

3.
P: Kojoj vrsti Cetverokuta pripada cetverokut ABDO? Obrazlozi svoj zakljucak.
O: Cetverokut ABDO je tetivni jer kruZnica prolazi kroz sva Cetiri njegova vrha.

4.

P: Sto moZe§ zakljuéiti o mjeri kuta ZAOB na temelju odgovora na 3. pitanje? ObrazloZi
svoj zakljucak.

O: Bududi da je Cetverokut DBOA tetivan, kutovi ZAOB i /ADB su suplementarni. [z toga
i iz Cinjenice da mjera kuta ZADB iznosi 60° zakljucujemo da vrijedi [ZAOB| = 120°.
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5.

P: Kojoj vrsti Cetverokuta pripada cetverokut GBHO? Obrazlozi svoj zakljucak.

O: Uo¢avamo da su duZine GB i GO polumjeri kruZnice sa sredi§tem u to¢ki G i da su
duzine HB i HO polumjeri kruznice sa sredistem u to¢ki H. Stoga vrijedi |GB| = |GO| i
|HB| = |HO| pa zakljuCujemo da je ¢etverokut GBHO deltoid.

6.

P: Sto moze§ zakljuéiti o mjeri kuta ZGKO na temelju odgovora na 5. pitanje? Obrazlozi
svoj zakljucak.

O: Buduci da vrijedi da su dijagonale deltoida medusobno okomite, vrijedi [ZGKO| = 90°.

7.

P: Kojoj vrsti Cetverokuta pripada cetverokut GOIA? Obrazlozi svoj zakljucak.

0: Uocavamo da su duzine GO i GA polumjeri kruZnice sa sredistem u tocki G i da su
duzine 10 i IA polumjeri kruZnice sa sredistem u tocki /. Stoga vrijedi |GO| = |GA| i
|10| = |IA| pa zakljucujemo da je Cetverokut GOIA deltoid.

8.

P: Sto moze§ zakljuciti o mjeri kuta ZGJO na temelju odgovora na 7. pitanje? Obrazlozi
svoj zakljucak.

O: Buduci da vrijedi da su dijagonale deltoida medusobno okomite, vrijedi |ZGJO| = 90°.

9.

P: Sto moZe§ zakljuciti o kutu £KGJ &etverokuta GJOK? ObrazloZi svoj zakljucak.

O: Znamo da je zbroj mjera svih unutarnjih kutova Cetverokuta (pa tako i Cetverokuta
GJOK) jednak 360°. Stoga vrijedi

[£KGJ| = 360° —90° —90° — 120° = 360° — [2GKO| - |£GJO| - |LAOB| = 60°.

10.

P: Odgovori na analogna pitanja 3.-9. za svaki od preostala dva kuta trokuta AGH]I.

O: Analognim nac¢inom zakljucivanja se moze dokazati da mjera jednog od preostala dva
kuta trokuta AGHI iznosi 60° pa iz toga slijedi da mjera preostalog kuta tog trokuta iznosi

takoder 60°.
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11.
P: Sto na temelju svega toga mozes§ zaklju&iti?
O: ZakljuCujem da je trokut AGHI jednakostranican.

Formalni dokaz

Pregledaj pitanja 3.-11. Potom svojim rije¢ima napisi strogi dokaz svoje prvobitne slutnje.
MozZes ukljuditi i demostraciju crteza kako bi potkrijepio i objasnio svoj dokaz.

Dodatna istrazivanja

Istrazi Sto ¢e se dogoditi s trokutom AGHI ako nad stranicama trokuta AABC smjestimo
medusobno sli¢ne trokute.

Ucenici mogu otkriti naredne dvije zanimljive generalizacije:

1. Ako sli¢ne trokute ADBA, ABEC 1 AACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg tro-
kuta AABC, srediSta opisanih kruznica tih triju sli¢nih trokuta G, H i I su vrhovi trokuta
koji je slican tim trima trokutima.

2. Ako sli¢ne trokute ADBA, ACBE 1 ACFA Kkonstruiramo nad stranicama bilo kojeg
trokuta AABC, srediSta opisanih kruZnica tih triju sli¢nih trokuta G, H i I su vrhovi trokuta
koji je sli¢an tim trima trokutima.

Uocimo da sli¢ni trokuti u tim dvama generalizacijama imaju razli€itu orijentaciju.

Ucenike moZemo potaknuti na daljnja istrazivanja pitajuci ih Sto se dogada ako su veliine
kutova ZADB, /BEC 1 /CFA po volji odabrane tako da njihov zbroj iznosi 180°. Naime,
to istrazivanje vodi do sljedece generalizacije:

3. Ako trokute ADBA, ABEC i AACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg trokuta
AABC tako da vrijedi |ZADB| + |/BEC| + |£CFA| = 180°, onda se kruZnice opisane troku-
tima ADBA, ABEC 1 AACF sijeku u jednoj tocki, a srediSta G, H 1 I tih opisanih kruZnica
su vrhovi trokuta, pri ¢emu vrijedi |£ZIGH| = |£ADB|, |tGHI| = |£BEC|i|/HIG| = |.CFA].

Formalan dokaz

Ovu trecu generalizaciju moZemo dokazati na analogan nacin kao i u prethodnom primjeru
s jednakostrani¢nim trokutom.

Dokaz. Naprimjer, konstruirajmo kruZnice opisane trokutima AADB i ABEC. Tocke u
kojima se one sijeku su B i O. Povezemo li to¢ku O s vrhovima A, B i C, uocit ¢emo da
vrijedi |/BOC| = 180° — |£BEC|, |£AOB| = 180° — |£ADB| i |£BOC| = 180° — |/BEC].
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|LAOC| = 360° — (|.BOC| + |LAOB]
= 360° — (180° — |ZBEC| + 180° — [/ADB)) = |/BEC| + | ADB| = 180° — |/CFA|

Dakle, kutovi ZBOC 1 /CFA su suplementarni pa stoga to¢ka O pripada kruZnici opisanoj
trokutu AAFC. Buduéi da su duZine GH, HI i GI okomite na pripadajuce tetive OB,
OC i OA (redom), slijedi da su OKGJ, OKHL i OLIJ tetivni &etverokuti. Stoga je kut
LHIG suplementaran kutu ZAOC. Analognim zaklju¢ivanjem dobivamo da je kut ZCFA
suplementaran kutu ZAOC. Dakle, vrijedi |ZHIG| = |[/CFA|. Sli¢no zakljucujemo da
vrijedi |£ZIGH| = |£ADB|i|/GHI| = |/BEC]|. O

Napomenimo da su prva i druga generalizacija (koje govore o sli¢nim trokutima) pojed-
nostavljeni, odnosno specijalni slu¢ajevi treCe generalizacije.

Druga zanimljiva inaCica ve¢ navedene prve generalizacije je dana u crtezu Napoleon (4.
generalizacija-opcenito).gsp.

4. Ako sli¢ne trokute ADBA, ABEC i AACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg
trokuta AABC i ako tocke P, Q i R odaberemo tako da su smjeStene u istom poloZaju u
odnosu na ta tri slicna trokuta, onda su tocke P, Q i R vrhovi trokuta koji je takoder slican
navedenim trima trokutima.

msRPQ=5612" m/PQR=T7115° MLQRP=5272°

mZADB =56,12° msDBA=71,15° m«BAD=5272°
m/CBE=56,12° m/BEC=T1,15" m/ECB=52,72°
msFAC=56,12° msACF=71,15° msCFA =52,72°

E

Slika 5.32: Jedna od generalizacija Napoleonovog teorema (ortocentri)
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Naprimjer, slika odnosno crtez Napoleon (4. generalizacija-ortocentar).gsp
prikazuje da su odgovarajuci ortocentri sli¢nih trokuta zapravo vrhovi trokuta koji je slican
trima vanjskim trokutima. Sli¢no tome, odgovarajuca tezista i srediSta kruZnica upisanih
sli¢nim trokutima su takoder vrhovi sli¢nih trokuta.

Povijesna crtica

Napoleon Bonaparte (1769. - 1821.), francuski vojni strateg, vojskovoda 1 vladar, je jako
uzivao u matematici, a osobito u geometriji. Bio je uspjeSan u bavljenju matematikom.
Izgleda da je otkrio i dokazao tvrdnju koju smo razmatrali kao pocetni problem, a koja
je po njemu i nazivana Napoleonov teorem. Iskaz tog poucka glasi: ,,Ako se nad strani-
cama trokuta prema van (ili pak prema unutra) konstruiraju jednakostranic¢ni trokuti, onda
su srediSta tih trokuta vrhovi jednakostranicnog trokuta® ([S]]). O tome koliko je cijenio
matematiku govori njegova misao: ,,Napretkom i usavrSavanjem matematike uvjetovano je
blagostanje drzave* ([34]).
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavaju se strategije rjeSavanja problemskih zadataka u nas-
tavi matematike, s posebnim naglaskom na geometrijske probleme. Rad je podijeljen na
pet poglavlja, a svako poglavlje se sastoji od nekoliko potpoglavlja. U prvom poglavlju
se bavimo matematickim problemima, heuristikom te problemskom i heuristickom nasta-
vom. U drugom poglavlju istraZzujemo kako neki od obrazovnih dokumenata (PISA 1 NOK)
razmatraju pitanja postavljanja i rjeSavanja problema te primjenu tehnologije u nastavi ma-
tematike. U treCem poglavlju prouc¢avamo doprinos matemati¢ara i matematickog eduka-
tora Georga Pdlye razvoju metodike rjeSavanja problemskih zadataka. U tom poglavlju
takoder analiziramo 1 Cetiri P6lyina koraka, tj. temeljne etape pri rjeSavanju svakog pro-
blema. U cetvrtom poglavlju upoznajemo razne strategije kojima se rjeSavaju problemski
zadatci. Nadalje, utvrdujemo vaznost i u€inkovitost poznavanja tih strategija tijekom pos-
tupka rjeSavanja. U zadnjem, petom poglavlju rjeSavamo geometrijske probleme pomocu
opisanih metoda i predlazemo moguce nacine njihove implementacije, uz odgovarajucu
tehnologiju, u nastavi matematike.






Summary

This thesis examines the strategies of problem solving in mathematics education, with spe-
cial emphasis on geometric problems. Thesis is divided into five chapters, and each chapter
consists of several sections. In the first chapter we deal with mathematical problems, he-
uristics, problem-based and heuristic-based learning. In the second chapter we investigate
how the educational documents (PISA and NOK) deal with construction and solving of
mathematical problems and with the application of technology in mathematics education.
In the third chapter we study the important role of mathematician and mathematical edu-
cator George Polya in development of methodology of problem solving. In this chapter
we also find Pdlya’s four steps, i.e. four basic principles of problem solving. In the fo-
urth chapter we introduce various problem solving strategies. Furthermore, we determine
the importance and effectiveness of knowing these strategies while solving problems. In
the final, fifth chapter we solve geometric problems using the described methods and sug-
gest possible ways of their implementation, with appropriate technology, in mathematics
education.
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