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Uvod

Odavno je poznato da su babilonska i egipatska civilizacija dale temelje starogrckoj mate-
matici, fizici i astronomiji. Mnogi sauvani starogrcki tekstovi spominju putovanja grékih
znanstvenika u podrucje starog Babilona 1 Egipta. NajceS¢e spominjana imena su Talesa
1 Pitagore. Osim §to su njih dvojica u tim podru¢jima upoznati sa starim znanjima, pret-
postavlja se da su mnoga i preuzeli. Babilon 1 Egipat su nam ostavili mnogo nepovezanih
podataka i Cinjenica, a Grci su ta znanja pokusSali grupirati obzirom na uzro¢no - pos-
ljedi¢ne veze i posebne slucajeve. Tako se u podrucju matematike, u grcko doba, preslo na
apstraktan nacin razmisljanja, generalizaciju 1 deduktivni oblik zakljucivanja. Na tom se
podrucju posebno istaknuo Tales koji je dao primjere prvih dokaza. Stoga ¢emo se u ovom
radu i usredotociti na njegov Zivot i postignuéa, prvenstveno ona na podru¢ju matematike.

Diplomski je rad podijeljen u tri poglavlja. Na pocetku rada je dan uvid u Talesov Zivot
kao filozova, matematicara i astronoma. Od op¢ih ¢injenica, do anegdota koje se povezuju
uz njegov rad i djelovanje. Srednji dio rada govori o pet teorema Cije je otkrivanje pripisano
Talesu. Navedeni su i dokazi teorema - u obliku kakvom ih danas poznajemo. Talesovi
su dokazi uglavnom bili na intuitivnoj razini, potkrijepljeni raznim primjerima i pokusima.
Treci dio rada prikazuje obradenu temu kroz osnovnoskolsko i srednjoskolsko (gimnazijski
program) obrazovanje ucenika u hrvatskim Skolama, kroz primjere i razne metode rada s
ucenicima.

Mnogo je razlicitih izvora, zapisa i nedoumica o Talesovu Zivotu, ali ono S§to mu nitko
ne osporava je njegova svestranost 1 genijalnost, preciznost 1 osobitost. Stoga njegovo
djelovanje i otkriéa te djela njegovih prethodnika i neposrednih nasljednika imaju vaZan
znacaj u razvoju matematike i obrazovanju, te nam pomazu u rjeSavanju raznih zadataka i
problema.






Poglavlje 1

Tales iz Mileta

1.1 Biografski podaci

Tales iz Mileta, “otac grcke filozofije”, Zivio je od 624. do 546. godine prije novog vijeka.
Kako su tada vaznu ulogu imale Olimpijske igre, raCuna se da je Tales roden za vrijeme
39., a umro za vrijeme 58. Olimpijade - prateéi atletsko natjecanje, u dobi od 78 godina.
Bio je prvi gr¢ki matematicar, astronom i filozof. Aktivno je djelovao na gotovo svim po-
dru¢jima druStvenog Zivota onog vremena. Njegova se genijalna svestranost odrazila na
sva podrucja tadasnjeg Zivota. Bio je polihistoricar, prirodnjak, graditelj, politi€ar, trgovac,
a ujedno 1 ugledni gradanin Mileta. Godine 582. (prije nove ere) prorekao je pomrcinu
Sunca. Ovo je bilo novo otkri¢e, obzirom da je za to doba bilo uobic¢ajeno predvidanje
pomrcine Mjeseca. Zbog tog je dogadaja Tales uvrSten medu sedam legendarnih mudraca
i tako postao prvi filozof i matematicar koji je uvrSten medu njih. Navedena “titula” (mu-
draca) je bila nagrada genijalnosti, a ne titula razine obrazovanja.

Roditelji su mu bili fenickog porijekla, majka Kleobulina i otac Heksamija. Prema raznim
predajama, nikada se nije Zenio i nije imao djece, ali je posvojio i odgojio sestrinog sina.
Pojedinosti tog dogadaja nisu poznati.

Za Talesova je Zivota grad Milet, u anti¢koj regiji Joniji (regija na srediSnjoj obali za-
padne Male Azije; danas podruc¢je oko grada Izmira, Turska), bio razvijeno i vaZno tr-
govacko srediste. Stoga je to mjesto bilo izvrsno za Sirenje raznih znanja, razvoj zanimanja
1 poslova njegovih stanovnika. Zacetnik filozofije 1 znanosti u tome gradu je bio upravo
Tales. RazmiSljanja Mileana su se temeljila na njegovim idejama o podrijetlu Zivota,
(op¢im) zakonitostima, spoznajama o nekim fizikalnim svojstvima tvari. Njegova slika
svijeta, Zemlje, je bila potpuno drugacija od razmiSljanja naroda prvih civilizacija. Sma-
trao je da zemlja lebdi u praznom prostoru, a danas se s takvim razmisljanjem u jednom
dijelu, mozemo i sloziti. Zanimanjem za fizikalna svojstva tvari, s druge je strane, uocio
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4 POGLAVLIE 1. TALES IZ MILETA

da se voda pojavljuje u tri agregatna stanja: ¢vrstom, teku¢em i plinovitom. Tales nikada
nije prihvatio neku tvrdnju, bez da spozna uzroke pojave o kojoj ta tvrdnja govori.

Velic¢inu njegovog lika i djela opisuje i zabiljeZeni natpis s njegova groba - za koji nije
poznato gdje se nalazi:

”Mali je ovaj grob - ali slava dopire do neba -
Ovo je mjesto najmudrijeg Talesa.”

1.2 Talesovi teoremi

Iako je Tales bio zaista svestran, tesko je odrediti njegova tocna zaklju€ivanja, buduci da
niSta od njegovih znanstvenih 1 filozofskih spisa nije sa¢uvano. Ako je iSta od svojih za-
kljucaka Tales i zabiljeZio, sve je izgubljeno ve¢ u Aristotelovo doba, 384. - 322. godine
prije novog vijeka. Pretpostavlja se ipak da je, obzirom na dokazivanje geometrijskih pro-
blema, biljezio svoje zakljuCke. Vecina njegovih otkri¢a na podruc¢ju matematike pripada
geometriji.

Prvi saCuvani zapisi koji govore o Talesovom djelovanju su Proklovi. Proklo (411.-485.,
grc¢ki filozof) je bio Euklidov (330.-275.pr.Kr., gréki matematicar) komentator, ali je bi-
ljezio i1 postignu¢a Euklidovih prethodnika. Tako je Talesu pripisao nekoliko teorema koji
se i danas spominju u raznim knjigama o povijesti matematike.

Pripisao mu je otkrivanje sljede¢ih “teorema”:

1. Krug je svakim svojem promjerom podijeljen na dva dijela jednakih povrSina.

2. Kutovi uz osnovicu jednakokra¢nog trokuta su jednaki.

3. Kutovi izmedu dva pravca koji se sijeku su jednaki (misli se na vr$ne kutove!).

4. Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i dva kuta uz tu stranicu.
5. Kut nad promjerom kruZnice je pravi.

Navedene tvrdnje su zapisane u obliku za koji se vjeruje da je najsli¢niji izvornom.

Prvi po redu teorem je Tales opisao demonstrirajuéi situaciju (vjerojatno crteZom),
drugi je samo izrekao. Jedan od Aristotelovih najvaznijih u€enika, Eudomus (Rhodos,
370. - 300. g. pne., gr¢ki filozof, biljezio Aristotelova predavanja i djela) je tvrdio da je
teorem o vrSnim kutovima Tales takoder samo izrekao, ali ga nije obrazloZio, strogo do-
kazao. Navodno je teorem o sukladnosti Tales koristio pri odredivanju udaljenosti broda
od obale (detaljnije kasnije) Sto pokazuje da je sigurno bio upoznat s njim. Prvu je tvrdnju
Euklid u Elementima naveo kao definiciju. Tales ju je takoder radije opisao i demonstrirao
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nego dokazao jer je, pretpostavlja se, bio siguran da navedena pravilnost vrijedi. Pravil-
nost o povrsini kruga je zapravo matematicka interpretacija situacije koju je Tales uocio na
spomenicima u Egiptu. Naime, na spomenicima su zabiljezene “figure” krugova podijelje-
nih na sukladne dijelove dvama, Cetirima ili sa Sest dijametara. Tales je uocio da bi slicnu
situaciju imali podijelimo li krug jednim dijametrom, o ¢emu teorem i govori.

Posljednji po redu navedeni teorem (o kutu nad promjerom kruZnice) je danas poznatiji
kao Talesov teorem. PovjesniCari smatraju da je taj fenomen (iskaz teorema) prvi opisao
upravo Tales - bila je to novina koju nije preuzeo od Egiplana. Legenda kaze da je zbog
tog otkri¢a u Cast bogovima Zrtvovao vola.

Preostale tvrdnje se rijetko, u svakodnevnom govoru, pripisuju Talesu. Buduéi da nisu
saCuvani nikakvi pisani dokazi, teSko je odrediti 1 poredak kojim ih je Tales “otkrio” ili
dokazao.

Jo§ jedan teorem, koji samo nosi ime po Talesu je Talesov teorem o proporcionalnosti.
On glasi: Dva paralelna pravca na krakovima nekog kuta odsijecaju proporcionalne duZine.
Navedeni je teorem dokazao Euklid. U svom djelu, Elementi, je dokazao proporcionalnost
povrsina trokuta jednakih visina, tj. upravo ovaj teorem, interpretiran na drugi nacin. To
je jos$ jedna od Cinjenica zapisanih u Proklovim djelima (osvrtima). Teorem je nazvan po
Talesu jer je on prvi koji ga je “’koristio”, mjereéi visinu Keopsove piramide, bez stroge
matematicke interpretacije. Kasnije cemo vidjeti o emu je rije€. Svi ranije navedeni te-
oremi su takoder navedeni i opisani u Euklidovim Elementima, i to prvom dijelu.

VaZno je 1 napomenuti da je upravo Tales prvi koji je postavio “logicke temelje” do-
kazivanja teorema. Drugim rijeCima, prvi je uocio da nije dovoljno samo opaZati razne
pojave, vec je potrebno i pokazati (dokazati) zaSto vrijedi uoCena pravilnost. Vjeruje se
da su se njegovi prvi dokazi temeljili na induktivhom zaklju¢ivanju, ponavljanjem pokusa.
Rezultate tih pokusao je smatrao upravo dokazima. Bilo je to revolucionaran potez onoga
doba.

“ProSirenjem” egipatske matematike, Tales je presao na apstraktno misljenje i dokaz.
U njegovim su postupcima i razmiSljanju ipak bili vidljivi veliki utjecaji egipatske mate-
matike. Ponekad je promisljao na apstarktnoj, a ponekad na konkretnoj razini. Pojave je
opisivao racionalno, a s druge strane empirijski, komentirao je Proklo. Bez obzira $to su
neka znanja otkrivena joS§ za vrijeme Babilona, u Egiptu, Grei su uvijek znanja interpreti-
rali na nov nacin. Tako je 1 Tales ucinio veliki pomak i znanost ”doveo” na novu razinu,
razinu apstrakcije.
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1.3 Keopsova piramida i nautika

Kao svestrana osoba, Tales je izazvao opCe divljenje demonstracijom mjerenja Keopsove
piramide koristeci duljinu sjene. To je samo jedna u nizu “pri¢a” koje mu se pripisuju.

Kako je grad Milet za Talesova Zivota bio vazno trgovacko srediste, tako su se ondje
Cesto sastajali trgovci ulja i soli s kojima je Tales raspravljao, posebice o matematici i as-
tronomiji. Kako se njegovo zanimanje za znanost na taj nacin sve viSe prosirivalo, odlucio
se zaputiti do Egipta, grckih naseobina smjestenih u dolini Nila. Ondje su ga egipatski
svecenici dodatno poucavali raznim mjerenjima i izraCunavanjima jednostavnih zadaca.
Smatra se da su odande potekli zaceci geometrije, koja se zbog Cestih poplava i potrebe za
mjerenjem parcela zemlje, i razvila. Tales je puno otkrivao i u¢io sam, pa je i ova prica,
objavljena u Colerusovoj knjizi (Egmont Colerus, Od Pitagore do Hilberta, Italija, 1939.)
rekonstrukcija trenutka mjerenja Keopsove piramide. Kasnije je uoceno da je Tales pira-
midu izmjerio koristeci teorem o proporcionalnosti.

Prica ide ovako: Tako on stoji u pustinjskom pijesku podno velike piramide. Jedan od
svecenika ga smijeseci se zapita, koliko je visoka piramida kralju Chufuu (Keopsu). Tales
malo razmislja pa odgovara, da on nece visinu cijeniti od oka, nego ce je izmjeriti i to bez
ikakvog narocitog pribora, bez svakog pomocnog sredstva. Legao je u pijesak i izmjerio
duZinu tijela.

”Sto li to namjerava?” - pitaju se svecenici. ”Stat éu jednostavno, - objasnjava on, - na
jedan kraj ove izmjerene duZine svoga tijela i cekat ¢u, dok moja sjena ne bude tocno ono-
liko dugacka, koliko je duZina moga tijela. U istom trenutku mora i duZina sjene piramide
vaseg faraona Chufua iznositi tocno onoliko koraka, koliko je i piramida visoka.”

Dok je svecenik zabezeknut nevjerojatnom jednostavnoscu rjesenja jos razmisljao, da tu
nije mozda pogresan zakljucak, da se tu ne krije moZda neka smicalica, Tales vec¢ dalje
govori: "A ako hocete, da vam ovu visinu izmjerim u ma koje doba dana, tada ¢u zabosti
ovaj Stap u pijesak. Gle! - njegova sjena iznosi upravo polovinu stapa. Prema tome mora
sada i sjena piramide iznositi polovinu njene visine. Vi ste inace sposobni, da mjerenja
izvodite vrlo to¢no. Treba samo duZinu Stapa usporediti sa duZinom sjene, pa onda - da
dobijete visinu piramide - pomnoZite duljinu sjene piramide s dobivenim brojem.” (Sevdi¢,
1947.) (vidi [18])

Ovakvo je zakljucivanje zadivilo Egipéane, posebice svecenike - Talesove ucitelje. Ta-
les je do opisanog zakljucka vjerojatno doSao mjerenjem vlastite visine i svoje sjene, ni-
zom pokusaja. Na kraju je shvatio, ako se sjena konkretnog objekta podudara s visinom
objekta, onda to vrijedi za svaki objekt. Navedena je prica lijep uvod u razumijevanje sa-
mog teorema o proporcionalnosti (koji ¢emo kasnije 1 dokazati), posebice kao motivacija
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ucenicima u nastavi matematike.

Jos jedan zabiljezeni doprinos je onaj nautici. Tales je pronaSao odgovor na jos jedan,
tada se Cinilo, nerjesiv problem. Izracunao je udaljenost broda od obale. Ranije smo veé
spomenuli da je pri rjeSavanju problema vjerojatno koristio cetvrti teorem, o sukladnosti
trokuta. Ni ova prica nije poStedena raznih verzija o metodama mjerenja.

Prva metoda pretpostavlja da je Tales popevsi se na toranj smjesten na samoj obali izmjerio
udaljenost, koristeci slicnost trokuta. Demonstrirajmo situaciju pomocu skice. Uz oznake
kao na slici 1.1 lijevo; sa B oznacimo toranj, C brod, sa A mjesto promatranja (Talesov
polozaj). Tocka A je smjeStena vertikalno od toCke B, pa je trokut ABC pravokutan s
pravim kutom pri vrhu B. Dakle, BC oznalava razinu mora. Potom je potrebno odabrati
to¢ku D koja pripada AB te to¢ku E koja pripada AC, sa svojstvom da je DE paralelna
s BC. Takoder, tocku D (tj. E) je potrebno postaviti tako da je lako moguée izmjeriti
udaljenost tih tocaka od tocke A. Dakle, lako uocavamo da je i trokut ADE pravokutan s
pravim kutom pri vrhu D. Odnosno, trokuti ABC i ADE su sli¢ni. Dakle, u proucavanoj je
situaciji |[AB| poznata, dok |[AD| i |AE| moZemo izmjeriti. Obzirom da su trokuti ABC 1 ADE
slini, vrijedi: |CB|:|BA|=|ED|:|DA|. Oznalimo li |[AD| = [, |DE| = m, |AB| = h moZemo

h
odrediti |BC|. Lakim ra¢unom izracunamo udaljenost broda od obale, tj. |BC| = Tm

| B
AI
E
br—=C D C
( i
B C

Slika 1.1: Kako je Tales izmjerio udaljenost broda od obale

Nije teSko uociti da se ova metoda ne slaze s Cetvrtim po redu teoremom, tj. sa Eudo-
musovim komentarom tog Talesovog teorema (o sukladnosti trokuta). Ukoliko je Tales
traZenu udaljenost izmjerio na opisani nacin, onda nije tesko uociti da je metoda vrlo slicna
onoj mjerenja Keopsove piramide. Ova metoda stavlja fokus na sli¢nost trokuta, koja je
usko vezana uz Talesov teorem o proporcionalnosti, koji je (kako je 1 reCeno) koristio 1 pri
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mjerenju piramide. Ista metoda, demonstrirana na dva razliCita primjera, a interpretirana
na razne nacine.

Drugi zabiljeZeni nacin, koji je detaljnije komentirao matemati¢ar Paul Tannery (1843.-
1904.), je prikazan na slici 1.1 desno. Dakle, promotrimo li skicu potrebno je odrediti
udaljenost od to¢ke A do (nepristupacne) tocke B. Prvo je potrebno izmjeriti udaljenost od
tocke A do (proizvoljne) tocke C, tako da je AC okomita na AB. Potom odredimo tocku
D, poloviste AC. Produzimo li BD preko vrha D, kao na slici (1.1 desno), te iz vrtha C
nacrtamo okomitu duZinu na AC. To¢ku presjeka nacrtanih pravaca oznaimo s E. Po
Talesovom teoremu (K-S-K) o sukladnosti trokuta, |CE|=|AB|. |CE| je mogude izmjeriti pa
je odmah i traZzena udaljenost, |AB|, poznata.

Ova metoda pak odgovara Talesovom teoremu o sukladnosti trokuta, ali je mnogi sma-
traju nerealnom 1 presloZzenom. Obzirom da je, u pravilu, jako tesko imati dovoljno slo-
bodnog prostora za provodenje opisanog mjerenja tesko je predvidjeti je li ova metoda
provedena. I u ovom slucaju, puno toga ostaje samo za nagadati.

Osim navedenih price, uz Talesov se Zivot veZzu i mnoge anegdote, ali 1 izreke. Od
Aristotelove price kako je Tales predvidio dobar urod maslina u Grckoj 1 zakupio sve mas-
linike kako bi zaradio u sljedecoj berbi, do Platona koji spominje Talesov pad u zdenac
dok je hodajuéi promatrao nebo i zvijezde. ZabiljeZena je i1 jedna simpati¢na recenica koju
mu je u tom trenutku uputila starica, pomazuci mu izaci iz zdenca: “Kako ocekujes da ce§
razumjeti $to se dogada gore na nebu kada ne vidiS$ ni Sto ti je pod nogama?!”. Spominje
se 1 pri¢a o Talesu 1 muli, koja je - noseci teret sa soli, otkrila da ako teret natopi u po-
toku, sol ¢e se otopiti i bit ¢e joj lako nositi ono Sto ostane. Tales je ipak bio mudriji pa
Joj je, otkrivsi prevaru, umjesto tereta u vrece natrpao spuzve. Mula je na kraju odustala
od svojih pokuSaja prevare. Jednom je prilikom iskoristio i svoje znanje o inZinjerstvu.
Napravivsi umjetni kanal, preusmjerio je rijeku Halys (rijeka u danasnjoj Turskoj, ujedno
1 najdulja rijeke koja izvire 1 “zavrSava” na teritoriju Turske) i tako onemogucio vojsku
perzijskog kralja Croesusa (Kreza; 595.-547.pr.Kr.). Nakon obrane napada, preusmjerio je
rijeku ponovno u njeno korito.
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1.4 Matematika nakon Talesa

Osvrnemo li se na Talesova postignu¢a mozemo uociti kako je bio prvi koji je objasnio
razne prirodne fenomene, bez uplitanja mitoloske i1 teoloske strane, svojstvenih za njegovo
doba. Bili su to poceci razvoja znanstvenih metoda, odbacujuéi tradiciju. Njegova su
razmiSljala na pocetku bila individualna, bez potpore drugih znanstvenika. Promatrajuci
daljnji rad filozofa i otkrica onoga doba, uvidamo utjecaj Talesovih zakljuc¢aka na njih -
napose u podrucju matematike.

Promatramo 1i matematiku kao apstraktnu znanost, uvidamo da su prva apstraktna
razmiSljanja 1 dokazi povezani uz Talesov rad. Utjecaj takvog oblika razmiSljanja je vid-
ljiv 1 u vrijeme Pitagore (570.-497.g.pr.Kr.) koji je razmatrao apstraktne geometrijske
objekte. Pitagora je prvi koji je i brojeve razmatrao na toj razini. Tako su Tales i Pitagora
prvi zaCetnici apstraktnih matematickih pojmova kojima su njihovi sljedbenici objasnjavali
razne pojave, a prvenstveno strukturu svemira.

Osim na Pitagoru, Tales je utjecao i na Euklida te Arhimeda. Euklid je, kako smo
ve¢ spominjali, u svojim Elemetima zapisao svoja i postignuéa svojih prethodnika i su-
vremenika. ZabiljeZio je u njima i dokaze 400-tinjak teorema, u onom obliku kakvom ih
danas poznajemo. Arhimed (287.-212.g.pr.Kr., gr¢ki fizicar, astronom, jedan od najvecih
matematicara starog vijeka) je prvi koji je odredio pribliznu vrijednost broja ”pi”, tj. inter-
val unutar kojeg se nalazi vrijednost tog broja. Tako su starogréki matematicari, u najvecoj
myjeri pod utjecajem Talesovih otkrica 1 nacina razmiSljanja, otkrivali nove pojave i detaljno
obrazlagali sve postupke zakljucivanja.

Iako su poznati kao zacetnici brojnih teorija i zakonitosti, starogréki matematicari nisu
znali odgovor na tri pitanja. Kako konstruirati kocku ¢iji je obujam jednak dvostrukom
obujmu zadane kocke, kako konstruirati kvadrat jednake povrSine zadanom krugu, ali 1
kako podijeliti kut na tri jednaka dijela pomocu Sestara i1 ravnala.

Starogrcka nam je matematika tako ostavila razne teoreme, njihove dokaze, ali i Cinjenice
bez koje bi razumijevanje matematike bilo nezamislivo. Kao takva, uvelike je doprinijela
razvoju matematike kakvom je danas poznajemo, kao jednom od najvaznijih znanosti.






Poglavlje 2

Dokazi Talesovih teorema

U ovom ¢emo poglavlju navesti iskaze teorema koji se pripisuju Talesu, na onaj nacin kako
se interpretiraju u danasnjoj literaturi te ih na isti nacin i dokazati. Stoga ¢emo i poredak
teorema prilagoditi literaturi, jer neke od tvdnji koje ¢emo navesti koristimo pri dokaziva-
nju preostalih.

Vazno je napomenuti da pojedine teoreme danas uzimamo za definicije, a neke za propozi-
cije. Taksonomija se ipak ve¢inom podudara s onom Euklidovom, zabiljeZenom u prvom
dijelu njegovih Elemenata. Detaljnije u naslovima koji slijede.

2.1 Teorem o povrSini kruga

Tales: Krug je svakim svojem promjerom podijeljen na dva dijela jednakih povrsina.

Prvi teorem” koji se pripisuje Talesu je o vezi promjera i povrSine kruga. Navedenu je
tvrdnju Euklid u Elementima interpretirao kao definiciju.
Navedimo i promotrimo pojmove koji se spominju u definiciji o kojoj govorimo.

Kruznica je skup svih toCaka ravnine na jednakoj udaljenosti od jedne Cvrste toCke
ravnine (srediSta kruznice).

Krug je skup svih tocaka ravnine ogranicen kruznicom.

Krug je zatvoren ako njegova kruZnica pripada krugu. Ako tocke kruZnice ne pripadaju
krugu, kaZemo da je krug otvoren. KruZnicu stoga nazivamo rubom kruga.

Tetiva kruznice (ili zatvorenog kruga) je svaka duZina kojoj su krajevi dvije razliCite
tocke kruznice. Promjer kruZnice je tetiva koja prolazi srediStem kruZnice. Promjer je
stoga najdulja tetiva.

Najjednostavnije reCeno, povrsina je geometrijski pojam kojim se mjeri veli¢ina onog
dijela ravnine koji zauzima geometrijski lik.

11
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Napomenemo li da su ranije navedeni pojmovi opisani na najjednostavnijoj razini,
onako kao se spominju u Skolskoj literaturi, lako je uociti da se u istinitost navedene de-
finicije ne trebamo uvjeravati (na razini osnovne ili srednje Skole). Ona izravno slijedi iz
navedenih opisa. Ranije je naveden razlog koji je najvjerojatnije nagnao Talesa na otkriva-
nje ove pravilnosti, odnosno - njene matematicke interpretacije. (vidi prvi odjeljak u 1.2,
na stranici 5).

2.2 Teorem o sukladnosti trokuta (K-S-K)

Tales: Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i dva kuta uz tu stra-
nicu.

Ukoliko su dvije duZine jednakih duljina, kazemo da su sukladne. Analogno za kutove -
dva su kuta sukladna ako imaju istu mjeru. Sli¢no vrijedi i za trokute.

Definicija 2.2.1. Trokuti su sukladni ako su odgovarajuce stranice jednakih duljina i od-
govarajuci kutovi jednakih velicina.

Napomena 2.2.2. Sukladnost dvaju trokuta, ANABC i AA’B’C’ oznacavamo sa ANABC =
AA'B'C’.

Iz ove definicije odmah vidimo da “zahtijeva” previSe. Stoga su odredeni minimalni,
odnosno dovoljni uvjeti za sukladnost dvaju trokuta. Sljedeci teoremi nam opisuju te do-
voljne uvjete. Poznata su Cetiri teorema o sukladnosti trokuta. Smatra se da je jedan od
njih otkrio 1 prvi dokazao upravo Tales pa ¢emo navesti dokaz tog teorema.

Teorem 2.2.3 (S-K-S teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im sukladne
dvije stranice i kut medu njima.

Navedeni teorem se Cesto “uzima” za aksiom te pomocu njega dokazujemo preostale
teoreme (o sukladnosti trokuta). Sljedeci teorem je Talesov teorem o sukladnosti dvaju
trokuta. Promotrimo o ¢emu govori i pokazimo zasto on vrijedi. UoCimo da se njegova
forma kakvu danas koristimo podudara s onom koju je izrekao Tales.

Teorem 2.2.4 (K-S-K teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im sukladne
jedna stranica i dva kuta uz tu stranicu.

Dokaz. Neka su ABC 1 A’B’C’ trokuti takvi da vrijedi |AB| = |A’B’|, <CAB = <C’A’B’ i
<ABC = <A’B’C’. Odaberimo tocku C; na polupravcu AC takvu da vrijedi |AC,| = |A’C’|.
Sada, prema ranije navedenom S-K-S teoremu o sukladnosti trokuta, vrijedi: AABC, =
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AA'B’'C’,ali1 <ABC;| = <A’B’C’ = <ABC. Prema tome, polupravci |BC| 1 |BC,| se poduda-
raju. To je moguce jedino ako je C; = C. OCcito je: |AC| = |A’C’|.
Prema tome, S-K-S teorem o sukladnosti trokuta nam daje AABC = AA’B'C’ . m]

Napomena 2.2.5. Znamo da je zbroj velicina unutarnjih kutova u svakom trokutu jednak i
iznosi 180°. Prema tome, velicine dvaju kutova trokuta odreduju trecu. Uocimo stoga da
bi prethodni teorem (vidi Teorem 2.2.4) mogao glasiti: Dva su trokuta sukladna ako su
im sukladni jedna stranica i bilo koja dva kuta.

Preostala dva teorema o sukladnosti trokuta su sljedeci.

Teorem 2.2.6 (S-S-S teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im sukladne
sve tri stranice.

Teorem 2.2.7 (S-S-K” teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im sukladne
dvije stranice i kut nasuprot vece stranice.

Jo$ jedan dokaz Talesovog teorema o sukladnosti nuZzno zahtijeva i dokaz S-S-S te-
orema o sukladnosti. PrikaZzimo 1 taj nacin. Prisjetimo se prvo pojmova vaznih za razumi-
jevanje ovog dokaza.

Direktni (ili Kartezijev) produkt dvaju skupova S1i7 je skup S X T svih uredenih parova
(x,y)elemenatax e S,ye T,tj. S X T={(x,y) | xe€ S,ye T}

Svaki podskup p € S X S zove se binarna relacija na skupu S. Za elemente x,y € S
kaZzemo da su u relaciji p, i piSe se p(x,y) ili xpy ako je (x,y) € p.

Relacija p je refleksivna, ako je xpx, za svako x € §.

Relacija p je simetri¢na ako za svako x,y € S, xpy povlaci ypx.

Relacija p je tranzitivna ako za svako x,y,z € S, (xpy)&(ypx) povlaci xpz.

Relacija ekvivalencije (ili klasifikacije) je binarna relacija koja je istodobno refleksivna,
simetri¢na i tranzitivna.

Nadalje, za preslikavanje f : S — T kaZzemo da je injekcija ako f(x) = f(x") povlaci
x = x’, a kazemo da je surjekcija ako je f(S) =T tj. Vy e T)Ax € S), f(x) = y. f je
bijekcija (ili obostrano jednoznacno preslikavanje) ako je f injekcija i surjekcija.

Kako bismo dokazali teorem o sukladnosti, vazno je znati i sljedece.

AKSIOMI METRIKE Zadana je funkcijad : M — M. Zovemo je metrika (ili
razdaljinska funkcija ili funkcija udaljenosti) na M ako vrijedi:

1. d(A,B) > 0,YA,Be M,d(A,B) =0 A =B.

2.d(A,B) =d(B,A),YA,Be M.

3. (Nejednakost trokuta) d(A, B) < d(A,C) + d(C,B),YA,B,C € M i pri tome znak
jednakosti vrijedi ako i samo ako je C € AB.
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4. Za svaki polupravac (O,) s vrchom u O i za svaki realni broj x > 0 postoji (jedins-
tvena) tocka T na tom polupravcu takva da je d(O,T) = x.

Broj d(A, B) zovemo duljinom duZine AB ili udaljenost to¢aka A i B. Ponekad ga
oznacavamo i sa |AB].

Pojam udaljenosti nam omogucava definiranje izometrije ravnine. Preslikavanje
f: M — M je izometrija ravnine M ako vrijedi:

d(f(A), f(B)) = d(A,B),YA,B € M.
VaZno je znati i da je izometrija bijektivno preslikavanje.

Bitnu klasu izometrija Cine osne simetrije (zrcaljenja). Njihovu egzistenciju opisujemo
sljede¢im aksiomima.

Aksiom simetrije 1. Za svaki pravac p C M postoji jedinstvena izometrija s, : M — M
razlicita od identitete, za koju je s,(T) = T, VT € p. Ta se izometrija zove osna simetrija
obzirom na pravac p. Pravac p zovemo os simetrije. (slika 2.1)

VT=sy()

Slika 2.1:

Aksiom simetrije IL. Za svaki par (O, Oy) polupravaca s vrhom u O postoji bar jedan
pravac p takav da je s,(Oy) = O,.

Sljedeéi teorem nazivamo osnovni teorem o izometrijama. VaZan nam je korolar koji
proizlazi iz njega.

Teorem 2.2.8. Svaka izometrija f : M — M je ili osna simetrija ili kompozicija dviju
osnih simetrija ili kompozicija triju osnih simetrija, tj. svaka izometrija je kompozicija
najvise tri osne simetrije.
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Korolar 2.2.9. Ako se dvije izometrije f,g : M — M podudaraju u tri nekolinearne tocke,
onda je f = g. Odavde slijedi da je svaka izometrija ravnine potpuno odredena s tri para
pridruZenih toc¢aka (s time da nijedna trojka nije kolinearna).

OpisSimo sada sukladnost trokuta pomocu navedenih pojmova.

Neka su AABC i AA’B’C’ dva trokuta. KaZemo da su ti trokuti sukladni ili kongruentni
ako postoji bijekcija f : {A, B,C} — {A’, B’, C’} izmedu njihovih vrhova, tako da je
flA)=A", fiB)=B’, f(C)=C"1itakvadaje a=a’, b=b’, c=c’,a = o', B =",y = ¥ (pri Cemu
jenpr. a’ = |B'C’|, @' = <B’A’C’; analogno za preostale).

Prisjetimo se, sukladnost trokuta oznacavamo = (npr. AABC = AA’B'C’).
Vazno: relacija = je relacija ekvivalencije na skupu svih trokuta ravnine.

Dokazimo sada Talesov teorem o sukladnosti trokuta. Prvo moramo dokazati S-S-S
teorem o sukladnosti. Prisjetimo se i iskaza tih dvaju teorema.

Teorem 2.2.10 (S-S-S). Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u sve tri stranice.

Dokaz. Neka su AABC i AA’B'C’ dva trokuta takvi da je a=a’, b=>b’, c=c’. Treba dokazati
da je AABC = pAA'B'C', tj. daje o = @/, B = B, ¥y = ¥'. 1z definicije sukladnosti, kons-
truirajmo bijekciju na ovaj nacin: f : {A,B,C} — {A’, B’,C’}. Prema ranije navedenom
korolaru (vidi Korolar 2.2.9) slijedi da postoji jedinstvena izometrija g : M — M takva da
je g(A)=A’, g(B)=B’, g(C)=C". Sada f definiramo sa f = g |apc;- Navedena izometrija
preslikava (ocito) kut @ na @’, B na 8’ iy nay’. Time je teorem dokazan. O

Sada mozemo dokazati 1 Talesov teorem o sukladnosti trokuta.

Teorem 2.2.11 (K-S-K). Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i
dva kuta uz tu stranicu.

Dokaz. Nekajec=c’,a=a' i =p".Nekajeg: M — M izometrija za koju je g(A)=A"1
g(B)=B’. Razlikujemo dva slucaja, obzirom na polozaj to¢ke C’.

Ako C’ 1 g(C) pripadaju istoj poluravnini obzirom na pravac A’B’, onda zbog a = o’ slijedi
da je g(Ax) = A’x’, azbog 8 = 8’ da je g(By) = B’y’. PokaZzimo da je g(C)=C’. Kako je g
bijekcija, vrijedi g(C) = g(Ax N By) = g(Ax) N (By) = A’x’ N B’y = C’. Sada, po S-S-S
teoremu o sukladnosti, slijedi AABC = AA’B'C’.

Ako C’ 1 g(C) pripadaju razli¢itim poluravninama, onda umjesto g uzmemo kompoziciju g
1 osne simetrije obzirom na A’B’, pa problem svedemo na prethodni. O
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2.3 Teorem o jednakokracnom trokutu

Talesovu tvrdnju: Kutovi uz osnovicu jednakokracnog trokuta su jednaki.; danas opisujemo
na ’sSiri” nacin.

Teorem 2.3.1. Dvije stranice trokuta su sukladne ako i samo ako su im nasuprotni kutovi
sukladni.

4 P B A N B

Slika 2.2: Teorem o jednakokra¢nom trokutu

Dokaz. Uz oznake kao na slici 2.2 imamo:

=: Neka u trokutu ABC vrijedi: |AC| = |BC|. Oznacimo sa P poloviSte stranice
AB. Dakle |AP| = |PB| i |AC| = |BC|. Kako je CP zajedni¢ka stranica AAPC i ABPC,
slijedi da su ti trokuti sukladni po S-S-S teoremu o sukladnosti trokuta. Izravno slijedi:
<BAC = <ABC.

«: Neka u trokutu ABC vrijedi <PAC = <PBC. Oznacimo sa N tocku na AB takvu
da vrijedi <ANC = «BNC = 90°. Tada vrijedi: <ACN = <BCN. Kako je <ANC =
<BNC, a CN zajedni¢ka stranica AANC i ABCN, slijedi da su ti trokuti sukladni po (ranije
navedenom) K-S-K teoremu o sukladnosti trokuta. Izravno slijedi: |AC| = |BC]. |

Napomena 2.3.2. Jednakokracan trokut je trokut kojemu su barem dvije stranice jednake
duljine. Te dvije stranice nazivamo kraci trokuta, a trecu stranicu nazivamo osnovica ili
baza trokuta.

Iz prethodne napomene uocavamo da je jednakostranic¢an trokut (trokut kojemu su sve tri
stranice jednake duljine) vrsta jednakokracnog trokuta. Vazan nam je i sljedeci rezultat.
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Korolar 2.3.3. Veli¢ine unutarnjih kutova jednakostrani¢nog trokuta su jednake i iznose

60°.

Uocavanjem navedenih pravilnosti, prethodni teorem moZemo i specijalizirati (za jed-
nakostranican trokut).

Teorem 2.3.4 (Specijalizacija teorema). Tri stranice trokuta su sukladne ako i samo ako
su im nasuprotni kutovi sukladni. Odnosno: Trokut je jednakostrani¢an ako i samo ako su
velicine untarnjih kutova trokuta jednake i iznose 60°.

Lako uocavamo da bi dokaz navedene specijalizacije bio analogan ve¢ navedenom
dokazu.

2.4 Talesov teorem o kutu nad promjerom Kruznice

Tales: Kut nad promjerom kruznice je pravi.
Detaljniji opis 1 dokaz ovog teorema danas opisujemo na sljedeci nacin.

Teorem 2.4.1 (Talesov teorem o kutu nad promjerom kruZnice). Ako je AB promjer
kruznice, a C bilo koja tocka kruznice razlicita od A i B, tada je <ACB pravi.

C
2\
a

Slika 2.3: Talesov teorem o kutu nad promjerom kruZnice
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Dokaz. Promotrimo kruZnicu sa sredistem O i promjerom AB i preostalim oznakama kao
na slici 2.3.

Uotavamo: <AOC je jednakokradan s osnovicom AC i <ACO = a. Nadalje, <BOC je
jednakokra¢an s osnovicom BC i <BCO = .

Sada imamo: y = <ACB = <ACO + <OCB = a + . Dakle, a + 8 + vy = 180° jer je zbroj
veli¢ina unutarnjih kutova trokuta jednak 180° pa slijedi 2y = 180°. Odnosno, y = 90°, Sto
smo i htjeli pokazati. O

Teorem mozemo dokazati na jo$ jedan nacin, koristeci svojstva vektora.

Dokaz. Uz oznake kao na slici 2.4 imamo: AB promjer kruga, S njegovo srediste, a C bilo

koja tocka kruznice razli¢ita od A 1 B. Promotrimo sada skalarni produkt vektora ACiBC.
Prav110m trokuta imamo: |
AC-BC = (AS +SC) (BS +SC) ~AS -BS +AS -SC+SC-BS +5C-SC

Uocavamo: AS 1 BS su suprotnl Vektorl
—_ = = — — —
Sada imamo: AC BC = —AS -AS + (AS +BS)-SC+SC-SC =—-ASP +|SCP* = 0.
— . =
Dakle, vektori AC 1 BC su okomiti, Sto smo i Zeljeli pokazati. O

Slika 2.4: Talesov teorem o kutu nad promjerom kruZnice - dokaz s vektorima

OpisSimo sada srediSnji i obodni kut kruZnice k. Uz oznake kao na slici 2.5 imamo:
Kut sa vthom u sredi$tu O kruznice k nazivamo sredisnji kut kruznice .
Krakovi tog kuta, a i b, sijeku kruznicu k u dvije tocke, A i B.
Kruznim lukom nazivamo presjek kruznice k i <aOb. Kazemo i: <aOb (piSemo i <AOB)
je srediSnji kut nad lukom AB.
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Obodnim kutom kruZnice k nazivamo konveksni kut s vrhom u tocki T i krakovima (¢
i d) koji kruZnicu k sijeku u dvjema tockama, A i B. Analognim opisom kao u slucaju
srediSnjeg kuta kruznice k, Cesto kazemo da je i <cT'd, odnosno <AT B obodni kut nad
lukom AB.

Slika 2.5: SrediSnji (lijevo) 1 obodni (desno) kut kruznice k

Uz prethodne (opisne) definicije i napomene, dokazani Talesov teorem o kutu nad pro-
mjerom kruZnice moZemo izreci na jo$ jedan nacin: Obodni kut nad promjerom kruZnice
Jje pravi.

Ovako izreCeni teorem nam donosi joS jedan zakljuCak: sredi$nji kut nad promjerom
kruznice je dvostruko veci od obodnog kuta nad tim promjerom.

1z svega proizlazi poopcenje Talesovog teorema o kutu nad promjerom kruZnice.

Teorem 2.4.2. Sredisnji kut nad nekim lukom jednak je dvostrukom obodnom kutu nad tim
istim lukom.

Navedeni dokaz 1 zakljucci su oni kakve mi danas poznajemo. U razlicitoj se litaraturi
spominje i na¢in kojim je, pretpostavlja se, Tales dokazao ovaj teorem. To nije bio dokaz
koji se temeljio na strogim logi¢kim nacelima, ali ipak - s druge strane, bio je pocetak
deduktivne metode u matematici.

Tales je ocitim smatrao:
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Teorem 2.4.3. Cetverokut kojemu su dijagonale medusobno jednake i raspolavljaju se je
nuzno pravokutnik.

Slika 2.6: Talesov dokaz teorema o kutu nad promjerom kruznice

Dokaz. (Talesov dokaz teorema o kutu nad promjerom kruZnice)

Konstruirajmo kruznicu proizvoljnog polumjera sa srediStem u tocki O, kao na slici 2.6.
Nacrtajmo dva proizvoljna promjera, AC i BD. Spojimo li, redom, totke na kruZnici:
A,B,C,D, uotavamo &etverokut ABCD. Kako se promjeri AC i BD raspolavljaju u tocki O,
prema prethodno spomenutoj slutnji (tvrdnji), ABCD je pravokutnik. Sada znamo da su
sva Cetiri unutarnja kuta tog Cetverokuta jednaka i da su pravi. Dakle, <BAD je pravi kut.
Zanemarimo li iscrtkane duzine, uvocavamo obodni kut <BAD. Dakle, obodni kut <BAD
nad promjerom kruZnice BD je pravi. Kako smo to¢ku A odabrali proizvoljno na kruZnici,
uocavamo da ¢e kut nad promjerom kruZnice uvijek biti pravi. O

Vazno je uoditi da za ovaj dokaz nije bilo potrebno predznanje o zbroju veli¢ina unu-
tarnjih kutova trokuta.

S druge strane, promatramo li Talesov teorem o kutu nad promjerom kruZnice kao
specijalan slucaj teorema o obodnom i srediSnjem kutu, tada je dokaz teorema izrazito jed-
nostavan. Takav dokaz moZzemo pronaéi u npr. Elementarnoj matematici 1 (vidi [17]).
Dakle, dokazujemo li teorem na ovaj (obrnuti) na¢in, prvo moramo dokazati ranije nave-
deno poopcenje Talesovog teorema. Navesti ¢emo iskaz teorema jo$ jednom, radi lakSeg
razumijevanja.
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Teorem 2.4.4 (o obodnom i srediSnjem kutu). Sredisnji kut nad nekim lukom jednak je
dvostrukom obodnom kutu nad tim istim lukom. Drugim rijecima, obodni kut je jednak
polovici pripadnog sredisnjeg kuta.

Dokaz. Sli¢no kao ranije (A, B dvije to¢ke kruZnice, AB tetiva; T bilo koja tocka kruznice
razli¢ita od A 1 B) sa AB ozna¢imo luk krunice i sa @ = <ATB bilo koji obodni kut nad
lukom AB.

U dokazu razlikujemo tri slucaja.

a) Neka krak 7B kuta prolazi srediStem O kruznice. Uz oznake na slici 2.7, lijevo imamo:
<AOB = . Tada je AAOT jednakokracan trokut, s krakovima duljine r (r je polumjer
kruznice, |AO| = |TO| = r). Tada je kut pri vrhu A trokuta AAOT takoder @. No 3 je
vanjski kut tog trokuta pri vrhu O pa po teoremu o vanjskom kutu trokuta (svaki vanjski
kut trokuta jednak je zborju onih dvaju unutarnjih kutova trokuta koji s njime nisu susjedni)
slijedi 8 = 2a.

Slika 2.7:

b) Neka je sada srediste O unutar kuta <AT B. PrikazZimo situaciju slikom 2.7, desno. Ovaj
slucaj lako svedemo na prethodni.

Spojimo tocke T 1 O. Oznacimo kutove kao na slici. Prema prethodnom slucaju 8, = 2a,
B2 =2a;pajef =B+ =2a; +2a; = 2(a; + @) = 2a, §to smo 1 Zeljeli pokazati.

¢) Neka je sada srediSte O izvan kuta <AT B. Spojimo tocke T 1 O 1 drugo sjeciSte pravca
TO i kruZznice oznac¢imo s C (vidi sliku 2.8 lijevo). Tada je @ = <ATB = «BTC — <ATC.
Sada, prema prvom (a) slucaju, <BOC = 2<BTC, <AOC = 2<ATC, iz Cega izravno slijedi
B =2a.2.8
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Slika 2.8:

Izravna posljedica navedenog teorema je Talesov teorem o kutu nad promjerom kruZnice,
kao Sto smo najavili. Dakle:

Korolar 2.4.5. Ako je AB dijametar kruznice, a T bilo koja tocka kruznice razlicita od A i
B, onda je i AAT B pravokutan s pravim kutom kod vrha T. Krace, kaZzemo: svaki kruznici
upisani trokut nad promjerom kruZnice je pravokutan.

Dokaz. Teorem o obodnom i srediSnjem kutu (vidi Teorem 2.4.4) uz oznake na slici 2.8

desno, povlaci [<AT B| = 90° (jer je pripadni sredis$nji kut, <AOB, ispruZeni, tj. mjere 180°.
Time smo dokazali Talesov teorem o kutu nad promjerom kruZnice. O

2.5 Teorem o vrsnim kutovima

Tales: Kutovi izmedu dva pravca koji se sijeku su jednaki (misli se na vrsne kutove).
Teorem je naveden kao petnaesta po redu propozicija u prvoj dijelu Euklidovih Elemenata.

Napomena 2.5.1. Za dva kuta koji imaju zajednicki vrh, a po dva kraka im se nadopunjuju
na pravac, kazemo da su vrsni kutovi.
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Napomena 2.5.2. Dva kuta kojima je jedan krak zajednicki, a drugi kraci im se nadopu-
njuju na pravac, zovu se sukuti. Sukuti su suplementarni kutovi (zbroj njihovih mjera je
Jjednak 180°).

Ovaj Talesov teorem poznajemo u sljedecem obliku.

Teorem 2.5.3. Vrsni kutovi su medudobno sukladni.

Slika 2.9: Vrs$ni kutovi

Dokaz. Uz oznake na slici 2.9: kutovi a i 8 su sukuti. Analogno, 8i7y. Vrijedi a+8 = 180°
i+ vy = 180°. Oduzimanjem jednakosti slijedi: @ = vy, $to smo i htjeli pokazati. O

MozZemo uociti i specijalan slucaj teorema. Ukoliko su pravci koji se sijeku medusobno
okomiti, tada su sva Cetiri kuta Sto ih tvore ti pravci jednakih veli¢ina. Njihova mjera je
90°.

2.6 Talesov teorem o proporcionalnosti

Tales: Dva paralelna pravca na krakovima nekog kuta odsijecaju proporcionalne duZine.

Dokaz ovog teorema susrecemo u literaturi za osnovnu i srednju Skolu, na fakultetskoj
razini i raznoj stru¢noj literaturi - $to ukazuje na njegovu veliku vaznost.

Teorem 2.6.1 (Talesov teorem o proporcionalnosti). Paralelni pravci a i b na krakovima
kuta <pOp’ odsijecaju proporcionalne duZine. Odnosno, uz oznake na slici 2.10 vrijedi:

|0A| _ |0A|
|0B|  |0B'|

|0A] _ |0A|
IAB|  |A’B|

|OA| _ |AA|

(%) OBl ~ IBB

, (iD) (iii)
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1 ‘,/
[
)
< .
b n \
A \
. L s

Slika 2.10: Talesov teorem o proporcionalnosti

Dokaz. (i) Da prva jednakost vrijedi, pokazat ¢emo promatranjem povrSina trokuta sa slike
2.10. Uocimo prvo:

P(OAB’)=P(OAA’)+P(AA’B’), aP(OA’B)=P(OAA’)+P(AA’B). 2.1)

Znamo: pravci a i b su paralelni. Stoga je duljina visine na stranicu AA’ u trokutu
AA’B jednaka duljini visine na istu stranicu u trokutu AA’B’. Dakle: P(AA’B)=P(AA’B’).
Uvrstimo i tu jednakost u (2.1) uo¢avamo: P(OAB’)=P(OA’B).

Jednostavnim rac¢unom, iz toga nam slijedi:

P(OAA’) _ P(OAA)
P(OA’B)  P(OAB')’

(2.2)

Visina iz vrha A’ je zajednicka trokutima OAA’ 1 OA’B. Stoga je lijeva strana jednakosti

OA
(2.2) jednaka ﬁ S druge strane, visina iz vrha A je zajednicka trokutima OAA’ i OAB’.

Dakle, desna strana jednakosti (2.2) je upravo

’

|OB’|

. Odavde izravno slijedi tvrdnja koju

smo Zeljeli pokazati.

A’B’| |OB’| —|0A’| |OB’
(ii) Uo¢imo da vrijedi, uz oznake na slici 2.10: | |:| | |:| | -
|0A’| |0A’| |OA’|

A'BI_|OB| | _|0B| - |0A|_|AB|

= -1= = ,at i
(OA'] " |OA| oA joa ¢SmO

Uz prethodno dokazanu tvrdnju (i):

zeljeli pokazati.
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(iii) Promotrimo sada sliku 2.11. Oznacimo s g pravac koji prolazi to¢kom A i koji je
paralelan s p’. S Q oznacimo toc¢ku presjeka pravca b i q.
Prema dokazanom (i), paralelni pravci p’ i ¢ na krakovima kuta OBB’ odsijecaju proporci-

BA| |B
onalne duzine. Stoga vrijedi: ﬁzllBBgll'
|OB| - |OA| _|BB'| - |0B’| . |OA| _~ |0B’|
Iz = imamo 1-——=1- .
|OB] |BB’| |OB| |BB'|
Odnosno: oA B
oAl _ 198 2.3)
|OB| |BB|
Jer je QAA’B’ paralelogram, |B’Q| = |AA’|. UvrStavanjem u (2.3), tvrdnja izravno
slijedi. O

0 ﬁA /B P

Slika 2.11:

Cesto susrecemo i obrat navedenog teorema. Pogledajmo o ¢emu se radi.

Obrat Talesovog poucka o proporcionalnosti Ako dva pravca na krakovima kuta
odsijecaju proporcionalne duZine, onda su ti pravci paralelni.

Dokaz. Promotrimo sliku 2.12. Neka pravci a 1 b na krakovima kuta <pOp’ odsijecaju

OA| |OA’
proporcionalne duZine. Vrijedi: ﬁ = : 0 B’:'
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0 /A /B P

Slika 2.12:

Neka je pravac b, paralelan s a te neka prolazi tockom B. S B; oznaCimo presjek pravca b

. . ... . |0A] _|OA’|
1 p’. Prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti, vrijedi: m = OB,
1
Odakle nuzno slijedi: |OB’| = |OB;|, odnosno B’=B;. Dakle, pravci b; i b se podudaraju,
tj. b je paralelan s a. O

Ukoliko smo upoznati s pojmom paralelne projekcije, teorem o proporcionalnosti mozemo
dokazati na joS jedan nacin. Ovaj dokaz najcesce susreemo u literaturi na fakultetskoj ra-
zini (konkretno: Elementarna matematika 1, vidi [17]). Osvrnimo se i na taj dokaz.

OpisSimo prvo Sto je paralelna projekcija. Vazna nam je sljedeéa propozicija.

Propozicija 2.6.2. Kroz svaku tocku A prolazi jedan i samo jedan pravac okomit na dani
pravac p.

Promotrimo sljedece. Neka su [/ i/’ dva pravca u ravnini. Po prethodnoj propoziji, tada

mozemo definirati ortogonalnu projekciju f : / — [’ definiranu sa P — P’ = f(P), gdje
je P’ noziSte okomice kroz P na [’. Analogno za Q 1 R (slika 2.13, lijevo).
Opcenitije, neka su /1!’ bilo koji pravci ravnine, a # njihova transverzala (slika 2.13, desno).
Oznacimo redom s A 1 A’ toCke u kojima 7 sijeCe [i/’. Neka je A’ = f(A). Za svaku toCku
P € I neka je t, pravac kroz P paralelan sa t, a P" = f(P) = t, N I'. Na opisani nacin,
dobivamo preslikavanje f : [ — [I'. Takvo preslikavanje se zove paralelna projekcija sa [
na /’ u smjeru pravca .

Sljedeci teoremi opisuju osnovna svojstva paralelnog projiciranja.
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l.'

| | I
P=fiP)  Q=Q) RAR) /A “f4) / P-(P)

Slika 2.13:

Teorem 2.6.3. (a) Paralelno projiciranje f : | — [’ je bijekcija.

(b) Paralelno projiciranje cuva relaciju "lezati izmedu” (tj. ako na l imamo A < B < C,
ondajeA’ <B <C’,nal’).

(c) Paralelno projiciranje cuva jednakost duZina, tj. ako je |AB| = |CD| na [, onda je
|A’B'| =|C'D’'|nal’.

Teorem 2.6.4. Neka su lil’ dva pravca, a t, t,, t3 njihove zajednicke transverzale koje su
medusobno paralelne i neka ih i I’ sijeku redom u tockama A, B, Ci A’, B’, C’, tako da je
A<B=<C(pastogai A’ < B <(’). Tada je

|AB| |A'B| " |AB| _ |BC|

BCl 1BCT Y AB| T BCT

ProSirimo i prethodni teorem na op¢i slucaj, vrijedi:

Teorem 2.6.5. Ako su dvije duZine na pravcu disjunktne, onda se omjer njihovih duljina
c¢uva paralelnim projiciranjem.

Sada moZemo izreci Talesov teorem o proporcionalnosti, u opisanim terminima.

Teorem 2.6.6 (Talesov teorem o proporcionalnosti). Paralelna projekcija cuva omjere du-
ljina. Drugima rijecima, ako su A, B, C, D tocke na pravcul, aA’, B’, C’, D’ odgovarajuce
tocke na I’ dobivene paralelnom projekcijom, onda je (slika 2.14):

|AB| |A'B'| . |AB| |CD|

Dl icDl " aB iIcDT
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c/Y Y\ o
b/ \p
a "

Slika 2.15: Talesov teorem o proporcionalnosti u pramenu pravaca

Dokaz. Neka je XY duZina na [ disjunktna sa AB i CD, a X'Y’ odgovarajuéa duZina na [’
dobivena paralelnim projiciranjem. Tada je prema prethodnom teoremu

AB| _ IXY| _|CD|

|A’B’|_|X’Y'|_|C’D’|,

pa je
AB| |CD| . |AB|_|A'B|
AB| DT Y icD iIcDT
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Tvrdnja (korolar) koja proizlazi iz prethodnog teorema se naziva Talesov teorem o
proporcionalnosti u pramenu pravaca. Vrijedi:

Korolar 2.6.7. Ako se dva pravca a i b sijeku u tocki O, i ako su presjeceni s dva paralelna
pravcapip’ (pllp’), tako da je pNa=A, pNb=B, p’Na=A’, p’ Nb=B’, onda vrijedi (slika
2.15):

OAl_|OA’| |0A|_|0A'| |0B|_|0B/
OB [0B |AB|_|AB 1BA| |BAT

Dokaz korolara je upravo onaj koji smo naveli ranije (u drugim oznakama), pomocu
povrsine. (vidi dokaz u 2.6, na stranici 24)






Poglavlje 3

Talesovi teoremi u nastavi matematike

Dobro je poznato da se Talesovi teoremi javljaju u nastavi matematike osnovne, ali 1 sred-
nje Skole.

Obzirom na razli¢itost nastavnog plana i programa u srednjim $kolama te literature kojom
se ucenici koriste na nastavi, temu ¢emo opisati na temelju nastavnom plana i programa
opée gimnazije i udzbenika dvaju nakladnika (Skolska knjiga (osnovna $kola) i Element
(srednja Skola - program: op¢a gimnazija)).

Usredotociti ¢emo se na opis teme kroz razne metode rada, kojima svaki nastavnik ma-
tematike danas treba teZiti. Odnosno, vazno je “aktivirati” uCenike, ustrajati na grupom
radu, raznim oblicima otkrivanja i koriStenju tehnologije. Gotovo uvijek se pokaze da je
puno lakSe pamte i znaju primijeniti u zadacima. Glavni je problem ovog oblika nastave
nedostatak vremena pa je nemoguce svaki sat nastave odrzati na takav nacin.

Obzirom da Talesovi teoremi pripadaju podrucju geometrije (elementarne geomerije), glavni
nacini otkrivanja pravilnosti kojima se moZemo posluziti su mjerenje (za najmanje uzraste)
do raznih nacina dokazivanja teorema (za starije uzraste) u¢enika. Na ovoj razini opisiva-
nja ¢emo se usredotociti samo na osnovnu i srednju Skolu, jer su ranije navedeni dokazi oni
koji se (uglavnom) obraduju i ue samo na fakultetskoj razini.

31
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3.1 Osnovna skola

Peti je razred osnovne Skole usredotocen na skupove brojeva i osnovne operacije s razlom-
cima. No svoje su mjesto u tom razredu ipak pronasla dva teorema. Ponavljajuc¢i pojmove
kruznice 1 kruga (koje su naucili u niZim razredima), ucenici u¢e novi pojam - promjer
kruga. U udZbeniku za peti razred tako susreCemo teorem o povrSini kruga u sljedeCem
obliku: Svaki promjer dijeli krug na dva polukruga. I to je sve Sto se o tom teoremu, u
tom trenutku, spominje. Iduci po redu je teorem o vrSnim kutovima. Ucenici ga iskazuju u
onom obliku kao Sto se navodi u svakoj literaturi (vidi Teorem 2.5.3). Taj se teorem potom
primjenjuje u najjednostavnim zadacima. Aktivnost kojom ucenici mogu predociti ove
dvije situacije su izrezivanje likova (polukrugova i kutova) te preklapanje odgovarajuéih
dijelova. Na taj ¢e si nacin predoditi te se uvjeriti u istinitosti tvrdnji.

Teorem o vrSnim kutovima ucenicima ponovno, u istom obliku, ponavljaju u Sestom raz-
redu gdje je naglasak na rjeSavanje zadataka primjenom istog. Nadalje, u trenutku kada
promatraju odnose stranica i kutova trokuta, kao specijalan slu¢aj, uenici uocavaju teorem
o jednakokra¢nom trokutu. U otkrivanju pravilnosti, da se nasuprot jednakim stranicama u
trokutu nalaze jednaki kutovi, ali i da se nasuprot jednakih kutova kutova u trokutu nalaze
jednake stranice, se moZzemo posluZziti mjerenjem. Prednost mjerenja je ta da ucenici mogu,
npr. nacrtati, razne trokute (jednakokracne) te na viSe primjera uociti istu pravilnost. Na
njihovoj je razini zakljucivanja to dokaz (uvjerenje) da pravilnost vrijedi.

Poucak o sukladnosti je posljednji po redu s kojim se ucenici susreeu u Sestom razredu.
Metoda otkrivanja sukladnosti je izrezivanje likova i njihovo poklapanje. Dobra metoda je
postavljanje dvaju papira jedan na drugi, te izrezivanje likova (odjednom). Jos jedna (si-
gurna) metoda je metoda mjerenja. Zadamo li uenicima da za dva trokuta (za koja ranije
znamo da su sukladni) izmjere jednu od stranica te kutove uz nju (pri ¢emu je vazno da na
oba mjere odgovarajuce veli€ine - odgovarajuce stranice i kutove) otkriti ¢e pravilnost.
Trenutak kada ucenici uce razmjere i proporcionalnost je onaj kada uce i Talesov teorem
o proporcionalnosti, najpoznatiji teorem u Skolskoj matematici. To je jedno od podrucja
matematike koje (zbog zaista nepoznatog razloga) ucenicima stvara velike probleme. Bez
obzira na mnostvo realnih primjera (kao Sto je npr. mjerenje udaljenosti broda od obale,
spominjane ve¢ nekoliko puta u ovom radu), ucenici teorem tesko primjenjuju u zadacima.
Na kraju, uceéi pojmove obodnog i srediSnjeg kuta, uCenici otkrivaju i teorem o obod-
nom kutu nad promjerom kruZnice. Da je svaki obodni kut nad promjerom kruZnice pravi
se ucenici takoder mogu uvjeriti mjerenjem. Obzirom da su nastavnici u osnovnoj Skoli
rijetko u mogucénosti odrzavati nastavu u informatickoj ucionici, kako bi u€enici sami is-
trazivali, svaka im se od sitacija moZe prikazati (demonstrirati) u alatu dimani¢ke geome-
trije. U raznim je primjerima pokazano da ucenici, bez obzira §to izravno ne sudjeljuju u
otkrivanju, pamte i znaju opisati zakljucke koje su uocili promatrajuéi neke pripremljene
materijale za nastavu.
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Sa sedmim razredom i zavrSavamo. U osmom se razredu, u cjelini s vektorima mozZe raz-
raditi jedan od teorema (o obodnom kutu nad promjerom), ali na osnovnoskolskoj razini -
na dodatnoj nastavi matematike. Detaljniji opis u sljedecem poglavlju.

3.2 Srednja Skola

Osvrnemo li se na plan i program srednjoskolske nastave matematike, mozemo uociti da
se Talseovi teoremi 1 pojmovi nuzni za njihovo razumijevanju pojavljuju u udzbenicima u
jednakoj mjeri kao 1 u osnovnoj Skoli. Ovdje je pak veci fokus na kvalitativnoj (pojmov-
noj) razini, koja se sadrZajno proSiruje dokazima. Dakle, srednja je Skola trenutak kada
se ucenici prvi puta susrecu sa “pravim” dokazima. U osnovnoj se S$koli dokazi (ponekad)
detaljnije promatraju na dodatnoj nastavi matematike, dok se na redovnoj nastavi Cesto ni
ne spominju.

Po gimnazijskom programu, u prvom razredu ucenici susrecu (ponavljaju) sve Talesove
teoreme. Nakon algebarskih sadrZaja, uCenici ponavljaju i proSiruju svoje znanje na po-
drucju sukladnosti i sli¢nosti te pojmova kruZnice i kruga.

Metode rada na srednjoskolskoj razini su razne. U€enicima su jednako zanimljive prakti¢ne
aktivnosti (mjerenja, pokusi) kao i istrazivanja u alatima dinami¢ne geometrije. Obzirom
na sve vecu informati¢ku pismenost, istu je vazno unaprijedivati i na podru¢ju matematike,
osobito na podruc¢ju geometrije. Alati dinamicne geometrije nam omogucuju stvarno razu-
mijevanje problema pa su odli¢an alat i za razumijevanje Talesovih teorema i istraZivanje
njihovih pravilnosti.

Prvi po redu teorem s kojim se ucenici susrecu je teorem o vrsnim kutovi. Ni na ovoj razini
obrazovanja se taj teorem ne dokazuje. Teorem o jednakokracnom trokutu se spominje
kao specijalan slucaj (primjer) teorema o sukladnositi pravokutnih trokuta te se dokazuje.
Dokaz je analogan onome koji smo naveli u drugom poglavlju (vidi poglavlje 2.3, str.16).
Poucak o sukladnosti trokuta se dokazuje i to primjenom izometrije.

Ipak, i u srednjoj je skoli najveéi naglasak na teoremu o proporcionalnosti. Nakon ponav-
ljanja pojmova omjera i razmjera, uCenici uce dijeliti duZine u zadanom omjeru. Uz to, uce
1 Talesov poucak o proporcionalnosti. Dokaz ovog teorema je viSe na opisnoj razini, bez
strogih matematickih objasSnjenja. Sami teorem ucenici “usvajaju” rjeSavanjem primjera.
Ovaj se teorem vjerojatno najvise isti¢e jer ga ucenici primjernjuju u zadacima, dok sve
ranije navedene uce uglavnom na opisnoj razini. Ranije smo u radu (vidi poglavlje 2.6, str.
25) naveli 1 obrat Talesova teorema, Ciji se iskaz 1 dokaz takoder spominju.

Preostaju nam teoremi o povrsini kruga i kutu nad promjerom kruznice. Obzirom da je
jedna od tema koju ucenici obraduju i povrSina kruga, teorem o povrSini moZemo navesti
kao primjer. Naime, teorem kao teorem se niti ne spominje. Talesov teorem o obodnom
kutu se spominje kao poseban slucaj poucka o obodnom kutu, te se na taj nacin i dokazuje.
Dokaz smo naveli ranije (vidi poglavlje 2.4, str.21).



34 POGLAVLIJE 3. TALESOVI TEOREMI U NASTAVI MATEMATIKE

Po sadasnjem planu i programu, na elementarnu je geometriju fokus stavljen u prvom raz-
redu srednje Skole pa tako i na Talesove teorem. Izniman trenutak kada se joS jednom
mozemo osvrnuti na poucak o obodnom kutu nad promjerom kruznice je treci razred, u
trenutku kada ucenici uce vektore (kao i u osmom razredu osnovne Skole). Kao primjer,
ucenicima moZemo zadati da pomocu svojstava vektora dokazu taj teorem. Dokaz koji se
ocekuje od ucenika smo naveli ranije u radu (vidi dokaz u 2.4, na stranici 18). Znacajan je
to primjer povezivanja matematickih sadrzaja.

VaZno je napomenuti i da se, osim teorema o proporcionalnosti te onog o obodnom kutu, u
Skolskoj matematici niti jedan ne pripisuje Talesu. Obzirom na sve vece isticanje korelacije
predmeta, tu bi ¢injenicu ipak bilo vazno istaknuti 1 na taj naCin povezati nastavu povijesti
(starogrcke) 1 matematike.

3.3 Intuitivna, kvalitatativna i kvantitativna razina
Talesovih teorema

Osvrnimo se i na jedan &lanak, objavljenog u broju 8 Casopisa MiS (Matematika i $kola)
2000/2001. godine. Autor, prof. dr. sc. Ivica Gusi¢ (Zavod za matematiku, Fakultet ke-
mijskog injZinjerstva i tehnologije) je tada odrZani seminar za nastavnike u Opatiji na temu
”Tri razine obrade matematickih pojmova” prokometirao u istoimenom ¢lanku.

Obzirom da je nastava matematike u osnovnim, ali i srednjim Skolama i danas ve¢im di-
jelom tradicionalnog tipa te se nije uvelike promijenila od tog razdoblja, komentare od
prije Cetrnaest godina u Skolama moZemo prepoznati i danas. Autor ¢lanka se osvrnuo na
sadrzaje koji se obraduju u osnovnoj Skoli: brojevi i njihov zapis, sukladnost, ekvivalent-
nost jednadzbi te razlomci i racionalni brojevi, na intuitivnoj, kvalitativnoj i kvantitativnoj
razini. Promotrimo vaznost tih sadrzaja nekada i1 danas, te uo¢imo njihovo nepromijenjeno
znacenje 1 interpretaciju.

Intuitivna, kao prva razina, je najjednostavnija predodzba pojma, pojave. Ova je razina
shvacdanja ljudima (djeci) prva s kojom se susrecu, nesvjesno - 1 prije Skolovanja, kroz igru.
Kvalitativna ili pojmovna razina podrazumijeva “teorijsko” razumijevanje samog pojma, a
kvantitativna ’najviSu” razina, razinu zapisa, simbolicku razinu.

Razlog spominjanja Clanka je njegova veza s nekoliko Talesovih teorema. Mi ¢emo
se stoga usredotocti na dio ¢lanka koji govori o sukladnosti. Autor je sukladnost trokuta,
teorem o vrSnim kutovima te definiciju o povSini kruga opisao u okviru ranije navedene
tri razine. PrepriCat ¢emo receno u ¢lanku i povezati to s danasnjom nastavom matematike
osnovne i srednje Skole.

Teoreme o sukladnosti trokuta ucenici otkrivaju ve¢ u Sestom razredu. Vazno je prvo
uocCavanje intuitivne razine teorema. Tako ucenici znaju da su dva trokuta sukladna ako
se mogu nanijeti jedan na drugoga tako da se poklope. Kao S§to je 1 Tales nekada radio,
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na ovoj razini ucenici istinitost tvrdnje predocavaju pokusom. Dakle, kao Sto je i autor
¢lanka uocio, vazno je da se ucenici u sukladnost trokuta uvjere “opipom”, preklapajuci
dva trokuta (npr. izrezana iz papira). Ovaj korak otkrivanja je s u€enicima moguce napra-
viti i u prvom razredu osnovne $kole, ali i ranije. Djeca od rodenja preklapaju stvari i Cesto
pronalaze one koje potpuno odgovaraju jedna drugoj (npr. dva lista..). U Sestom razredu
taj opis mozemo prevesti u matematicki jezik, tj. primijeniti na matematicke objekte. Iduci
je korak prelazak na kvalitativnu razinu. Autor navodi da je to razina koja govori: Dva su
trokuta (u ravnini) sukladna ako se jedan iz drugoga mogu dobiti paralelnim pomakom,
rotacijom (oko vrha) i simetrijom (u odnosu na stranicu). Sadrzajno, ova je razina razum-
ljiva u€enicima od osmog razreda na dalje, jer se naglasak na osnu simetriju daje” upravo
u tom razredu. Iduca razina je kvantitativna: Dva su trokuta sukladna ako su im odgova-
rajuce stranice i kutovi sukladni. Navedeni opis sukladnost opisuje, na ovoj razini, pomocu
sukladnosti njegovih osnovnih elemenata (stranice i kutovi). Ovaj opis smo mogli uo€iti i
ranije u radu. Dakle, iz kvantitativne razine opisa sukladnosti trokuta nam proizlaze upravo
teoremi o sukladnosti pa tako i Talesov teorem. Dakle, teoremi o sukladnosti su izreCeni
na kvantitativnoj (najvisoj) razini i to, kao Sto smo ve¢ rekli, u Sestom razredu(!). Upravo
ovdje uofavamo ranije navedenu problematiku uenja pojmova na pamet. Cesto ulenici
moraju nauciti kvalitativan opis sukladnosti trokuta, bez da su savladali intuitivnu razinu.
Tada nastaje problem.

Obzirom da se sukladnost moze definirati za sve geometrijske likove i preostala dva te-
orema spomenuta u ovom radu ukratko moZemo opisati na isti nacin.

Intuitivnu razinu shvacanja teorema (definicije) o sukladnosti povrSina dvaju polukrugova
autor nije spomenuo, ali iz ranijih poglavlja mozemo uociti da je to razina mjerenja ili prek-
lapanja objekata (polukrugova, polukruznica), analogno kao kod trokuta. Kvalitativno, Ta-
lesov teorem o povrSini kruga moZemo iskazati: Dva su kruZna luka (tj. isjecka) sukladna
ako se jedan iz drugoga moZze dobiti paralelnim pomakom ili rotacijom (oko pripadnog
sredista - sredista kruga, kruZnice). Kvantitativno, teorem opisujemo: Dva su kruzna luka
(4. isjecka - u nasem slucaju polukruga) sukladna ako su im pripadni polumjeri jednaki i
pripadni sredisnji kutovi jednakih mjera. Dakle, opisane su razine zapravo generalizacije
Talesovog teorema o povrsini kruga.

Teorem o vr$nim kutovima, u okviru tri razine, opisujemo (prvo) na op¢oj razini suk-
ladnosti kutova. Analogno kao u slucaju sukladnosti trokuta, na intuitivnoj razini za dva
kuta kaZemo da su sukladna ako se mogu nanijeti jedan na drugoga da se preklope. Opi-
som sukladnosti na kvalitativnoj razini, kazemo da su dva kuta (u ravnini) sukladna ako se
jedan iz drugoga mogu dobiti paralelnim pomakom 1 rotacijom (oko vrha). Konac¢no, na
kvantitativnoj razini kazemo da su dva kuta sukladna ako su im mjere jednake. Talesov
teorem o vrSnim kutovima je poseban slucaj opisanog teorema u terminima triju razina.
Dakle, na kvalitativnoj razini mozemo reéi: vrsni su kutovi sukladni jer se mogu dobiti
jedan iz drugoga rotacijom oko zajednickog vrha (za jedan poluokret, za 180°).
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Iz napisnog uocavamo da jednu temu moZemo “’provuci” kroz razliite razine obrazo-
vanja i prilagoditi uenicima razlicitih uzrasta. Dakle, potrebno se je usredotociti na korake
otkrivanja. Kao §to smo vidjeli i u prethodna dva potpoglavlja, kre¢emo od najjednostav-
nijih pojmova, prema sloZenijim metodama otkrivanja. To je jedini na¢in da kod ucenika
povecamo zanimanje za matematicke sadrzaje 1 uklonimo eventualni strah od matematike.
Na Zalost, danaSnja situacija se nije uvelike promijenila. Autor je prije Cetrnaest godina,
piSuci navedeni ¢lanak, upozoravao na potrebu modernizacije matematike i detaljniju raz-
radu koraka. Zalosno je vidjeti da, bez obzira na trud i Zelju veéine nastavnika, nastava i
metode i dalje stagnira i pridrZava se tradicionalnih, provjerenih oblika - uhodane metode,
provjereni sadrzaji 1 zadaci. Odgovoriti na pitanje zaSto je tome tako je Siroko 1 teSko 1 pre-
lazi okvire komentara ovog rada. Stoga ¢emo tu problematiku ipak ovdje zavrsSiti 1 nadati
se da Ce se u skorije vrijeme napredovati na tom podrucju.

3.4 Primjena Talesovih teorema u zadacima s natjecanja

Talesovi se teoremi u redovnoj nastavi matematike osnovne i srednje Skole naj¢esce samo
izricu (i dokazuju), a primjenjuju u rjeSavanju najjednostavnijih problema. To je joS jedno
podruc¢je matematike koje se danas uci na taj nacin, ucenici na pamet nauce pravila i pra-
vilnosti, bez da razumiju o ¢emu je rijeC. Negativna strana takvog nacina poucavanja,
kao $to smo spominjali, jest odmak od stvarnosti u kojoj zivimo. Odmak od tehnologije i
svih mogu¢énosti koje nam ona pruza kako bi ucenici na Sto realniji nacin uspjeli razumjeti
samu bit sadrZaja koje u€e na teorijskoj razini. Ipak, da postoje problemi koje je moguce
rijeSiti primjenom Talesovih teorema vidimo u primjerima zadataka s natjecanja: Skolskih,
Zupanijskih, ali i drZzavnih.

Navest ¢emo nekoliko primjera sa osnovnoskolskih i srednjoskolskih natjecanja koji
se rjeSavaju primjenom Talesovih teorema. Promotrimo prvo zadatke za osnovnu Skolu.
Fokus je stavljen na zadatke s natjecanja odrzanih posljednje Cetiri godine, od 2011. do
2014. godine. Zadatke ¢emo poredati kronoloski, krenuvsi od 2011. godine, i to od
op¢insko-8kolskih natjecanjem ka drZavnima.

Primjer 3.4.1 (Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike, 6. razred, 24. sije¢nja 2011.,
Zadatak 1.). Dva se pravca sijeku i odreduju 4 kuta tako da zbroj velicina triju kutova
iznosi 322°. Kolike su velicne svakog pojedinog kuta?

Rjesenje: Znamo da su vr$ni kutovi medusobno sukladni (Talesov teorem o vrSnim ku-
tovima). Lako moZemo “odbaciti” slucaj kada su sva Cetiri kuta prava, jer bi tada zbroj
velic¢ina triju kutova bio 270°. Dakle, trebamo odrediti veli¢inu Siljastog i tupog kuta.
Veli¢inu Siljastih kutova ozna¢imo s @. Predo¢imo situaciju slikom 3.1.



3.4. PRIMJENA TALESOVIH TEOREMA U ZADACIMA S NATJECANJA 37

Slika 3.1:

Cetiri kuta &ije veli¢ine trebamo odrediti &ine puni kut, tj. 360° pa je veli¢ina Eetvrtog
kuta: 360° — 322° = 38° = . Veli¢ina tupog kuta je 180° — 38° = 142°. Dakle, traZzene
velic¢ine kutova su: 38° (dva vr$na kuta) 1 142° (dva vrsSna kuta).

Sli¢an zadatak, koji se rjeSava primjenom teorema o vr$nim kutovima, susre¢emo i 2012.
godine, takoder u Sestom razredu. Navesti emo stoga jo$ ovaj primjer, a preostali, sli¢ni
zadaci se rjeSavaju na analogan nacin. Zadaci ovog tipa su jedni od rijetkih ’Sablonskih”
zadataka na natjecanjima za osnovnu Skolu.

Primjer 3.4.2 (Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike, 6. razred, 14. veljade 2012.,
Zadatak 5.). Dva pravca sijeku se u tocki S. Zbroj velicina Siljastih kutova, koji pri tom
nastaju, jednak je polovini velicine tupoga kuta. Odredi velicine Siljastih i tupih kutova.

Rjesenje: OznaCimo s « Siljasti kut, a sa 8 tupi. Zbog Talesovog teorema o vr$Snim kuto-
vima i iz uvjeta zadatka slijedi: 2 - (@ + @) = 8. Dakle, 8 = 4 - @. Znamo da je zbroj sukuta
jednak 180°, odnosno, @ + 8 = 180°. Stoga vrijedi @ + 4a = 180°, tj. Sa = 180°. Dakle,
velicina Siljastog kuta je @ = 36°, a tupog 8 = 4a = 4 0 36° = 144°.

Za rjeSavanje sljedeceg zadataka je potrebno znati teoreme o sukladnosti trokuta. Kon-
kretno, problem ¢emo rijesiti primjenom Talesovog teorema o sukladnosti trokuta.

Primjer 3.4.3 (Skolsko/ﬂadsko natjecanje iz matematike, 6. razred, 17. sijecnja 2013.,
Zadatak 7.). Na duZini AD odabrana je tocka B tako da su trokuti ABC i BDE pravokutni,
a trokut CBE jednakokracan pravokutan (kao na slici 3.2). PokaZi da su trokuti ABC i BDE
sukladni.

Rjesenje: Kako je trokut CBE jednakokraCan pravokutan, onda je |BC| = |BE| i |<EBC| =
90°. Obzirom da je trokut ABC pravokutan, onda je |[<ACB| = |<DBE]| jer su to Siljasti
kutovi s okomitim kracima. Kako je trokut BDE pravokutan, onda je |[<CBA| = |[<BED)| jer
su to Siljasti kutovi s okomitim kracima. Prema K-S-K teoremu o sukladnosti trokuta
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C

A B D

Slika 3.2:

slijedi AABC = ADEB.

Sljedeci primjer lako moZemo rijesiti ukoliko smo upoznati s Talesovim teoremom o
kutu nad promjerom kruznice. Ovdje cemo navesti rjeSenje koje od ucenika Sestog razreda
ne zahtijeva znanje Sire od onoga koje oni obraduju, po nastavnom planu i programu, do
tada (trenutka kada se natjecanje odrzava). Zadatak ¢emo stoga rijeSiti primjenom osnov-
nog znanja konstruktivne i elemetarne geometrije.

Primjer 3.4.4 (ékolsko/gra@o natjecanje iz matematike, 6. razred, 27. sijecnja 2014.,
Zadatak 6.). Nacrtaj duZina AB. Konstruiraj kruZnicu kojoj je duZina AB promjer. Odaberi
bilo koju tocku T na konstruiranoj kruznici, razlicitu od A i B. Odredi velicinu kuta <AT B.

Slika 3.3:
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Rjesenje: Nacrtajmo prvo proizvoljnu duzinu AB (slika 3.3, lijevo). Konstruirajmo sime-
tralu duZine AB i sa S ozna&imo sjeciste simetrale i duZine - to je upravo srediste kruZnice.
Kontruirajmo stoga kruznicu sa srediStem u S, polumjera |AS| = |S B|.

Odaberimo tocku 7' na nacrtanoj kruznici i ozna¢imo <AT B, tj. AABT (slika 3.3, sredina).
Nacrtajmo duZinu S7. Na taj smo nadin podijelili AABT na dva trokuta: AAST i AS BT
(slika 3.3, desno).

Uocavamo da su trokuti AAS T i1 AS BT jednakokracni (jer su im kraci polumjeri kruZnice
sa sredi$tem u tocki S i promjerom AB). Po Talesovom teoremu o jednakokra¢nom tro-
kutu, veli¢ine kutova uz osnovice navednih trokuta su jednake. Oznacimo redom te kuteve
sa a 18, kao na slici 3.3, desno.

Uocimo, u AAST, veliCina vanjskog kuta oznaCenog na slici je |[<BST| = 2a. Takoder, u
AS BT, veli¢ina vanjskog kuta oznacenog na slici je [<T'S A| = 28.

Kut <BS A je ispruZeni, odnosno: 2« + 28 = 180°. Dijeljenjem izraza brojem dva, dobi-
vamo: a + 3 = 90°. Obzirom da je <AT B = a + 3, zakljuCujemo da je |<AT B| = 90°.
Dakle, pokazali smo da je kut nad promjerom kruZnice pravi bez znanja o Talesovom te-
oremu o kutu nad promjerom kruZnice.

Navest cemo jo§ dva zadatka, jedan sa Zupanijskog, a drugi drzavnog natjecanja, oba iz
2012. godine.

Primjer 3.4.5 (Zupanijsko natjecanje iz matematike, 6. razred, 13. ozujka 2012., Zadatak

2.). Odredi velicine unutarnjih kutova trokuta ABC ako vrijedi: |AC| = |BC|, |AB| = |AD| i
|<BAD| = |<CAD,|.

A
B

[ERW)

I — ¢
|IL , 'i JC ;,,//'
L>//
B
Slika 3.4:

Rjesenje: 1z |AC| = |BC]| slijedi da je trokut ACB jednakokracan pa vrijedi (po teoremu
o jednakokracnom trokutu) [<CBA| = |<CAB|. Oznacimo te kuteve sa 8. Analogno, iz
|AB| = |AD| slijedi da je trokut ABD jednakokracan pa je |<DBA| = |<ADB|. Dakle, ove
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kutove takoder oznacavamo s S (vidi sliku 3.4).
Iz Cinjenice |[<BAD| = |<CAD| 1 |[<CAB| = g slijedi: |[<BAD| = |<CAD| = § Znamo:
B

zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta je jednak 180° pa vrijedi 8 + 5 + 5= 180°. Lakim

5
racunamo dobivamo: B B = 180°, tj. B = 72°. Dakle, veli¢ine unutarnjih kutova trokuta
ABC su72°,72°1180° —2-72° = 36°.

Posljednji zadatak koji ¢emo navesti se rjeSava primjenom Talesovog teorema o pro-
porcionalnosti.

Primjer 3.4.6 (DrZavno natjecanje iz matematike, 7. razred, 25. travnja - 27. travnja
2012., Zadatak 5.). Tocka N pripada stranici AB, a tocka M stranici BC trokuta ABC, pri
cemu je |[AN| : INB| =2 :3i|BM|: |MC| =3 :4. Ukojem omjeru tocka presjeka duZina
AM i CN dijeli duzinu AM ?

Slika 3.5:

RjeSenje: Oznatimo s P to¢ku presjeka duZina AM i CN. Sa D ozna¢imo to¢ku na AB,
takvu da vrijedi CN||MD.

Iz uvjeta zadatka: |AN| = 2k, INB| = 3k, |BM| = 3m te |MC| = 4m, za neko k,m € Q.
Primjenom Talesovog teorema o proporcionalnosti vrijedi |BD| : |[DN| = |BM| : |[MC| =
3 : 4. Dakle, |BD| = 3ni |DN| = 4n, za neko n € Q. Slijedi da je |[NB| = [ND| + |DB|, tj.

3k = 4n + 3n. Odnosno — = —.
n 3

Ponovno, prema teoremu o proporcionalnosti vrijedi: |AP| : |PM| = |AN| : IND|. Odavde
2k 1 kK 1 7 7

lijedi: |AP|:|PM|= — ==+ —-= === —.

stijedi: [API: IPMl = 20 =51 =337 5

Dakle, toc¢ka presjeka P, duZinu AM dijeli u omjeru 7:6.
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Uocimo da se vecina zadataka koji se rjeSavaju primjenom Talesovih teorema u osnov-
noj Skoli pojavljuje u Sestom razredu. Zasto je tome tako? U prethodnim smo naslovima
vidjeli da Talesovi teoremi, po planu i programu osnovnoskolske matematike pripadaju”
sedmom razredu. Na natjecanjima se od ucenika ocekuje znanje i “’viSih” godina obrazo-
vanja, tj. ucenici Sestog razreda bi trebali znati odredene sadrzaje sedmog razreda pa ih
sukladno tome nastavnici i pripremaju za iste.

Na natjecanjima za srednju Skolu se zadaci ovog tipa rijetko pojavljuju. Srednjoskolska
natjecanja naglasak stavljaju na primjenu trigonometrijskih funkcija, algebarske izraze, te-
oriju brojeva, krivulje drugog reda ili kompleksne brojeve. U zadnje Cetiri godine, moZemo
uociti dva zadatka koji se rjeSavaju primjenom Talesovih teorema. Takoder, kod sred-
njoskolskih natjecanja mozemo uociti dvije varijante, A i B. Varijanta A je za prirodoslovno-
matematicke programe, a B za opée (vazno je znati da razinu A mogu rjesavati svi ucenici,
bez obzira na smjer i Skolu koju pohadaju; ta se razina sadrzajno razlikuje 1 poznata je
kao “teza”). Zadatke ¢emo, kao i u osnovnoj Skoli poredati vremenskim redoslijedom
odrZavanja natjecanja (posljednje Cetiri godine, 2011.-2014.).

Primjer 3.4.7 (Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike, 2. razred, B varijanta, 24.
sijeCnja 2011.). Neka je ABC pravokutan trokut s pravim kutom u vrhu C. Povucena je
visina CN na stranicu AB i iz tocke N povucemo visinu NP na stranicu BC u trokutu BCN.
Ako su duljine kateta |AC| = 3 i |BC| = 4, kolika je duljina visine NP?

B

plL N

C 4
Slika 3.6:

Rjesenje:
Predoc¢imo situaciju slikom 3.6. Sada uocavamo:

trokuti AABC i1 ACBN su sli¢ni pa imamo (primjenom Talesovog teorema o proproci-

onalnosti) sliedeci omjer: W01 - B¢
J 1Bt T AB)
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NP| |NB
Uz isto obrazloZenje, trokuti AABC 1 ANBP su sli¢ni pa vrijedi: _ll n Cll = _|| " Bll'

Sada, iz navedena dva omjera i primjenom Pitagorinog teorema imamo:

|AC| |AC| |BC| IAC|-|BC? 3-4*> 48
NP = — NB - . BC - — =
WA= Jam WP = gy g P! |AB]? 32142 25

Uocimo da smo sli¢an zadatak ve¢ promatrali u ovom radu. Prevedemo li tekst nave-
denog zadatka u realan kontekst, na primjer, trebamo li odrediti udaljenost broda od obale,
mozemo ju odrediti na opisani nacin.

Primjer 3.4.8 (Zupanijsko natjecanje iz matematike, 1. razred, A varijanta, 13. oZujka
2012.). Dan je paralelogram ABCD sa Siljastim kutom u vrhu A. Na pravcu AB odabrana
je tocka G, razlic¢ita od B, tako da je |BC| = |CG|, a na pravcu BC toc¢ka H, razlicita od B,
tako da je |AB| = |AH|. DokaZi da je trokut DGH jednakokracan.

Rjesenje: PredoCimo situaciju slikom 3.7.

D

Slika 3.7:

Trokuti ABH 1 BCG su jednakokracni 1 vrijedi <ABH = <CBG (po teoremu o0 vrSnim
kutovima). Iz istog je razloga i <BAH = <BCG. Kako je |[<DAH| = |<DAB| + |<BAH| =
|<BCD| + |<BCG| = |<DCG| 1 |AD| = |BC| = |CG]| te |AH| = |AB| = |CD]| trokuti ADH 1
CGD su sukladni. Iz toga slijedi da je |DH| = |DG], tj. trokut DGH je jednakokracan.
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Sazetak

Talesovi su teoremi jedno od vaznijih postignuca elementarne geometrije. Postoje razni
dokazi ovih teorema, ali ni za jedan nije sigurno da je izvorni, tj. da ga je upravo u tom
obliku izrekao Tales.

Teoremi se javljaju na svim razinama obrazovanja, od osnovnoskolske do fakultetske.
Osim S§to njithovom primjenom moZzemo rijesiti razne matematicke probleme i zadatke,
mozemo rijesiti i razne probleme iz realnog Zivota, kao §to je i opisano u radu.

U prvom smo dijelu naveli biografske podatke o Talesu, o njegovom doprinosu matema-
tici 1 utjecaju na znanstvenike koji su Zivjeli nakon njega. Dokaze Talesovih teorema, kre-
nuvsi od teorema u njihovom prvotnom obliku, do iskaza 1 dokaza kakve danas poznajemo,
smo opisali u drugom poglavlju. Konacno, u tre¢em smo poglavlju povezali Talesove te-
oreme i osnovnosSkolsku te srednjoSkolsku razinu obrazovanja i naveli razne primjere koji
se rjeSavaju primjenom Talesovih teorema.






Summary

Tales theorems are one of the most important discoveries of elementary geometry. There
are various proofs of these theorems, but none of these proofs were never found to be said
by Tales himself.

Theorems are represented in all levels of education, from Elementary school to Colleges.
Except that their application can solve various mathematical problems and tasks, we can
solve a variety of problems in real life also, as we describe in this paper.

First chapter contains general, biographic information about Tales, his contribution to mat-
hematic and his influence on scientists years after his death. Proofs of Tales theorems,
starting from theorems in their original form to statements and evidences as we know to-
day are described in second chapter.

Finally, in the third chapter, we connected Tales theorems with primary and secondary le-
vel of education. Also, we have selected a various examples which can be solved using
Tales theorems.
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