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Uvod

Od samih pocetaka matematike kruznica je jedan od najproucavanijih geometrijskih
likova. Tijekom cijelog obrazovanja susre¢emo se s kruznicama i upoznajemo nove
zakonitosti i pojmove koji su povezani s kruznicom, poput polumjera, uvjetima do-
dira dviju kruznica i mnogim drugim.

Cilj ovog diplomskog rada je prouciti, objasniti i dokazati generalizaciju Ptolome-
jevog teorema, poznatu pod nazivom Caseyev teorem. Prema [I] John Casey prvi je
dao iskaz teorema, ali ne u potpunom obliku kakvog ga danas poznajemo. John Ca-
sey je znao samo za jednu implikaciju. U radu ¢e do velikog izrazaja do¢i zakonitosti
i pojmovi vezani uz kruznice.

John Casey (1820. — 1891.) bio je ugledni irski profesor i matematicar. Prema [2]
napisao je vise od 25 znanstvenih radova, ali njegova matematicka reputacija pociva
na Sest udzbenika koje je napisao: Nastavak prvih Sest knjiga Euklidovih Eleme-
nata (1881.), Rasprava o analitickoj geometriji tocaka, linija, kruga i konike (1885.),
Rasprava o elementarnoj trigonometriji (1886.), Rasprava o trigonometriji ravnine
(1888.), Rasprava o sfernoj trigonometriji (1889.). Objavio je i svoje vlastito izdanje
prvih Sest knjiga Euklidovih Elemenata (1882.). Zbog svojeg izricitog doprinosa u
geometriji smatra se da je uz Emile Lemoinea suosniva¢ moderne geometrije kruznice
i trokuta.



Poglavlje 1

Osnovni teoremi i pojmovi

Cilj ovog diplomskog rada je iskazati i dokazati Caseyev teorem. Da bismo mogli to
iskazati i dokazati, na pocetku je potrebno navesti neke osnovne pojmove i teoreme.

1.1 Ptolomejev teorem

Kako je Caseyev teorem generalizacija Ptolomejevog teorema prvo ¢emo iskazati i
dokazati Ptolomejev teorem.

Teorem 1.1. (Ptolomejev teorem) Umnozak duljina dijagonala tetivnog éetverokuta
jednak je zbroju ummnozZaka duljina nasuprotnih stranica cetverokuta.

Dokaz. Pretpostavimo da je ZBDC < ZADB, ako nije zamijenimo vrhove A i C.

Neka je E tocka na dijagonali AC' takva da je ZADE = /BDC. Kutovi ZCAD
i ZCBD su sukladni jer su to obodni kutovi nad lukom C'D. Slijedi da su trokuti
AED i BCD sliéni prema K — K teoremu o slicnosti trokuta. Iz sli¢nosti trokuta

AE AD
AED i BCD slijedi ;BC‘] = |’BD|\ i stoga je:
|AD| - |BC| = |AE| - |BD|. (1.1)

Uoc¢imo da je
/CDE=/BDC+ /EDB = /ZADE + /EDB = ZADB.

Kutovi ZDBA i ZDCA su sukladni jer su to obodni kutovi nad lukom DA. Slijedi
da su trokuti BDA i CDF sli¢ni prema K — K teoremu o sli¢nosti trokuta.

BD BA
Iz slicnosti trokuta DBA i DCA slijedi ﬁ = ||C’E: i stoga je:
|AB| - |CD| = |BD|-|CE]. (1.2)

2



POGLAVLJE 1. OSNOVNI TEOREMI I POJMOVI 3

Slika 1.1.
Zbrajanjem ([1.1)) i (1.2) dobije se
|AD|-|BC|+|AB|-|CD| = |AE|-|BD|+ |BD|-|CE|
= [BD]- (|AE| +|CE])
= |AC|-|BD|.
Ovime je Ptolomejev teorem dokazan. O]

1.2 Poucak o kosinusima

U dokazima ¢emo koristit poucak o kosinusima.

Teorem 1.2. (Pouéak o kosinusima) Ako su a, b, ¢ duljine stranica trokuta i «,
B, v njegovi kutovi, tada je

a’? =b> 4 ¢ — 2bccos a,

b = a® + ® — 2accos B,
= a4+ b* — 2abcos .

Dokaz. Dovoljno je dokazati prvu jednakost.
1° Neka je « siljasti kut. Iz pravokutnih trokuta ADC' i C'DB dobije se:

V=0 —z>=d?—(c—1x)°,

odakle slijedi
a® = b+ ¢* — 2cx.
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Slika 1.2.

x
U pravokutnom trokutu ADC je cosa = 7 pa je z = bcos « i konac¢no

a®> = b? + 2 — 2bccos a.

2° Neka je «a pravi kut.
Tada je a® = b? + 2 = b? + 2 — 2bccos a.

3° Neka je a tupi kut.
Iz pravokutnih trokuta ADC i C'DB dobije se:

C

Slika 1.3.

P =0 -2t =d® - (c+ ),

odakle slijedi
a® = b* + ¢ + 2cx.
U pravokutnom trokutu ADC' je cos (180° — a) = %, pa je x = bcos (180° — «r) =

—bcos « 1 konaéno
a’> =b* + % — 2bccos a.
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1.3 Medusobni polozaj dviju kruznica

Kako je Caseyev teorem povezan s medusobnim polozajem kruznica, navest ¢emo sve
moguce polozaje dviju kruznica.

Neka su dane kruznice kq(O1,71) 1 ko(Oa,79). Oznaéimo s d udaljenost sredista
kruznica. Pretpostavimo da je r; > ry. Mogudi su sljedeé¢i polozaji kruznica k; i

. ako je d > r; + r9 tada kruznice k; i ko nemaju zajednickih tocaka,

. ako je d = r; + r9 tada se kruznice k; i ko dodiruju izvana,

A
B
C. ako je r;1 —r9 < d < 11+ 19 tada se kruznice k; i ko sijeku u dvjema tockama,
D. ako je d = r; — ry tada se kruznice k; i ko dodiruju iznutra,

E

. ako je d < r; — ry tada kruznice ky i ko nemaju zajednickih tocaka i kruznica k;
se nalazi unutar kruznice k.

Ak

D. E. &

Slika 1.4.: Medusobni polozaj dviju kruznica

1.4 Zajednicke tangente dviju kruznica

Definicija 1.1. Tangenta kruznice je pravac koji dodiruje tu kruznicu u jednoj tocks.
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Definicija 1.2. Zajednicka tangenta dviju kruznica je pravac koji je tangenta obiju
kruznica.

Dvije kruznice mogu imati najvise dvije unutarnje i dvije vanjske zajednicke
tangente. Unutarnje zajednicke tangente sijeku duzinu koja spaja sredista danih
kruznica, dok vanjske zajednicke tangente ne sijeku tu duzinu.

Neka su promatrane kruznice ki (Oq,71) i k2(Oq,r1). Oznacimo s d udaljenost sredista
kruznica. Pretpostavimo da je r; > ro. Tada kruznice k; i ks:

A. imaju cetiri zajednicke tangente ako je d > r; + ro,

B. imaju tri zajednicke tangente ako je d = r; + 79,

C. imaju dvije zajednicke tangente ako je r1 — 1o < d < 11 + 19,
D. imaju jednu zajednicku tangentu ako je d =1y — ry,
E

. nemaju zajednickih tangenti ako je d < r; — 7.

Slika 1.5.: Zajednicke tangente kruznica ky i ko

1.5 Tangentna udaljenost kruznice i tocke

Povucemo li tangente na kruznicu k iz tocke A, odsjecci tih tangenti izmedu diralista
i tocke A bit ¢e sukladne duzine.
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Lema 1.1. Neka su Dy i@ Dy redom diralista tangenti t1 ity iz tocke A na kruznicu
k(r,0). Tada su duzine ADy i ADy sukladne.

Dokaz. Neka je k(r,O) kruznica i neka su ¢, i t2 tangente na kruznicu k iz tocke A.
Tocke Dy i Dy su redom diralista tangenti ¢ i t5 s kruznicom k. Kako je |OD;| =

Slika 1.6.

|OD,| = r, ZOD1A = ZODyA = 90° i OA zajednicka stranica trokuta OD;A
i ODyA, slijedi da su ti trokuti sukladni po S — S — K~ teoremu o sukladnosti.
Odnosno |[AD;| = |ADs|. O

Definicija 1.3. Neka je t tangenta na kruznicu k iz tocke A, neka je D diraliste tan-

gente t s kruznicom k. Udaljenost |AD| nazivamo tangentna udaljenost kruznice
k 1 tocke A.

1.6 Tangentna udaljenost dviju kruznica

Povuéemo li dvije zajednicke vanjske (unutarnje) tangente dviju kruznica, odsjecci
tih tangenti izmedu diralista bit ¢e sukladne duzine.

Lema 1.2. Neka sut} it3 zajednicke vangske tangente kruznica ki(O1,71) 1 ko(O2,72).
Zagednicka vangska tangenta 5 dodiruje kruznice ky i ke redom u tockama Dy @ Do,
a zajednicka vanjska tangenta t3 dodiruje kruznice ky i ko redom u tockama Ds 1 Dy.

Tada su duzine D1Dy 1 D3 Dy sukladne.

Dokaz. Oznacimo d = |O;0;|. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je r; >
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Slika 1.7.

ry. Povucemo pravce paralelne s pravecem 0,0y kroz tocke Dy i Dy. Oznacimo sa
S1 sjeciste pravca O D i pravca paralelnog s pravecem O;05 kroz tocku Ds, te sa S
sjeciste pravea Oy Ds 1 pravea paralelnog s praveem 0,04 kroz tocku Dy. Cetverokuti
0102D55; 1 S3D4050; su paralelogrami odakle slijedi |S1Ds| = [S2Dy| = d. Kako
je |D151| = |D352| =71 — T i 481D1D2 = 452_D3D4 = 90°. Slljedl da su trokuti
S1D1 D5 i SyD3 Dy sukladni po S — S — K~ teoremu o sukladnosti. Odnosno |D;Dsy| =
|D3D4|. ]

Lema 1.3. Neka suty ity zajednicke unutarnje tangente kruznica ki(O1,11) i k2(Og,12).
Zajednicka unutarnja tangenta t dodiruje kruznice ky i ko redom u tockama DY i DY,

a zajednicka unutarnja tangenta ty dodiruje kruznice ky i ko redom u tockama DY i
D). Tada su duzine DD} i DD} sukladne.

Dokaz. Oznacimo d = |0104]. Neka je S; ortogonalna projekcija tocke Oy na pravac
O,D} i Sy ortogonalna projekcija tocke Oy na pravac O;D5. Kako su ¢etverokuti
D1 D045, i DyD}04Ss pravokutnici vrijedi sljedeée: |D]DS| = |095:], |DSi| =
|D30s| =19, [D3D}| = [0255] 1 |D5Ss| = [D}Oof = ra.

Kako je |0151| = |01D/1| + |D151| =171+ i |0152| = |01Dg| + |D§)S2| =17+ T,
/015105 = 201505 = 90° i O104 zajednicka stranica trokuta 010557 i 010555,
slijedi da su ti trokuti sukladni po S — S — K~ teoremu o sukladnosti.

Iz sukladnosti trokuta 010557 i 01055 slijedi |025:| = |025:|. Kako je od prije
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Slika 1.8.

poznato da vrijedi |D1Djy| = |025:1] i |D5DY)| = [0255], konacno imamo |DjD}| =
| Dy Dy O

Ako dvije kruznice imaju cetiri zajednicke tangente, udaljenosti odgovarajuéih
diralista na unutarnjim odnosno vanjskim zajednickim tangenta nece biti jednake.
Stoga definiramo vanjsku i unutarnju tangentnu udaljenost dviju kruznica.

Definicija 1.4. Neka je t¥ zajednicka vanjska tangenta kruznica ky i ko, a tocke Dy
i Dy redom diralista tangente t¥ s kruznicama ky i ko. Udaljenost | Dy Ds| nazivamo
vanjska tangentna udaljenost kruznica ki i ks.

Definicija 1.5. Neka je t* zajednicka unutarnja tangenta kruznica ky i ko a, tocke D]
i D} redom diralista tangente t* s kruznicama ky i ko. Udaljenost | D D}| nazivamo
unutarnja tangentna udaljenost kruznica k, i k.

Izrac¢unajmo sada udaljenost |D;Ds| iz leme [1.2] Primijenimo Pitagorin poucak
na trokut SyD; Dj sa slike [I.7] Slijedi

|D1Ds” = |D2Si> — | D151
= d2 — (7’1 — T‘2>2.

Konaé¢no, vanjska tangentna udaljenost kruznica ky i ks iznosi:

t’ = \/d2 — (7’1 - 7"2)2. (13)
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Slika 1.9.: Tangentne udaljenosti

Uoc¢imo da ova formula vrijedi i za r; < ro.
Izracunajmo sada udaljenost |D|Dj}| iz leme Primijenimo Pitagorin poucak na
trokut O;0,5; sa slike Slijedi

|D/1D/2|2 = |O2Sl|2 = |OlO2|2 - ‘0151|2
d* — (r1 + r2)2.

Konaé¢no, unutarnja tangentna udaljenost kruznica ki i ks iznosi:

tv = \/d2 — (7“1 + 7"2)2. (14)
Kako je |ry — ro| < ry 4 ro vrijedi
d2— (7“1 —7"2)2 > d2— (T1+T2)2

pa iz jednakosti ((1.3) i (1.4 slijedi ¢V > t*.

Zakljucak: Vanjska tangentna udaljenost dviju kruznica je ve¢a od unutarnje tan-
gentne udaljenosti tih dviju kruznica.



Poglavlje 2

Inverzija

Definicija 2.1. Neka je M ravnina, O € M c¢ursta tocka, R € RT ¢ T # O bilo
koja tocka ravnine M. Preslikavanje ravnine 1o : M\{O} — M\{O} koje tocki T
pridruzuje tocku T, tako da vrijedi:

1. O, T, T su kolinearne tocke
2. T i T leze s iste strane tocke O
3. |OT|-|0T'| = R?
zove se tnverzija s centrom inverzije O i konstantom inverzije R*.

Iz definicije inverzije direktno slijedi da se svaka tocka na kruznici sa sredistem u
centru inverzije O i polumjera R inverzijom [ preslika sama na sebe, odnosno, svaka
je tocka kruznice k(O, R) fiksna. Kruznica k(O, R) naziva se kruznica inverzije.
Inverzija je jednoznaéno odredena kruznicom inverzije k(O, R). Dakle, kada pres-
likavamo elemente ravnine M koriste¢i inverziju Ip dovoljno je reé¢i da se elementi
preslikavaju u odnosu na kruznicu inverzije k(O, R).

Sljedeca tri teorema neéemo dokazivati, a dokazi se mogu naéi u [10].

Teorem 2.1. Ako je tocka O centar inverzije, pravac p koji prolazi tockom O pres-
likava se u samog sebe.

Teorem 2.2. Ako je O centar inverzije, pravac p koji ne prolazi tockom O preslikava
se u kruznicu k koja prolazi tockom O.

Teorem 2.3. Ako je O centar inverzije, kruznica k koja prolazi tockom O preslikava
se u pravac p koji ne prolazi tockom O.

11
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Teorem 2.4. Ako je O centar inverzije, kruznica koja ne prolazi tockom O preslika
se u kruznicu koja ne prolazi tockom O.

Teorem 2.5. Ako je O centar inverzije, a tocke A © B tom su inverzijom preslikane
u A" i B, tada su trokuti OAB i OB'A’ sliéni.
Dokaz. 1z definicije inverzije slijedi: |OA| - |OA’| = |OB| - |OB'| = R?, pa je |OA] :
|OB| = |OB'| : |OA'|, a bududi da je ZAOB = ZB'OA’ trokuti OAB i OB'A’ su
slicni. O
Teorem 2.6. Ako je O centar inverzije, a tocke A, B, C' i D tom se inverzijom
preslikaju redom u tocke A', B', C" i D' tada vrijedi:
|AB|-|CD| |A'B'|-|C'D’|
|AD|-|CB|  |A'D|-|C'B|
Dokaz. 1z slicnosti trokuta AOAB ~ AOB'A'", AOCD ~ AOD'C', AOAD ~
ANOD'A" 1 AOCB ~ AOB'C” slijedi tvrdnja teorema. O

(2.1)

Sljededi teorem povezuje potenciju tocke u odnosu na kruznicu i inverziju.

Teorem 2.7. Neka je k'(S',r") slika kruznice k(S,r) u odnosu na kruznicu inverzije
k;(O, R). Neka je t potencija tocke O u odnosu na kruznicu k(S,r) i t' potencija
tocke O u odnosu na kruznicu k'(S’,r"). Tada vrijedi:

R? R*

r=r.—, = —.

t t
Dokaz. Pravac koji prolazi tockama O i S sijece kruznicu k£ u tockama P i (). Tocke
P’"i () su slike redom tocaka P i ) pri promatranoj inverziji.
Tada jet = |OP|-|0OQ| it = |OP'|-|0Q’|. Zbog |OP|-|OP'| = R*i|0Q|-|0Q'| = R?
slijedi:

t/

R2 R?
= L
|OP] [0Q)

konac¢no

==
e
Sada promotrimo duljinu

2r' = |Q'P'| = |OP'| — |0Q'|.
Kako je |OP|-|OP'| = R? i |OQ| - |0OQ'| = R? slijedi:

/ 1 1 |OQ’ - ‘OP|>
R — )= (T ]
2 (rOP\ \0@\) (|0Pr-\0@| ’
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Slika 2.1.

zbog |OQ| — |OP| = |PQ| = 2r i |OP|-|0Q)| = t, konac¢no:
e B

r=r .
t

]

Napomena 2.1. Potencija tocke T koja lezi izvan kruznice k s obzirom na kruznicu
k jednaka je kvadratu udaljenosti tocke T i diralista tangente iz te tocke i kruznice k,
odnosno kvadratu tangentne udaljenosti tocke T 1 kruznice k.

Teorem 2.8. Neka su ki(Oy,71) i ka(Oa,13) dvije kruznice. Neka je ty vanjska
tangentna udaljenost kruznica ky 1 ko, a t, unutarnja tangentna udaljenost kruznica

: (t15)? . (t1y)? L ST .
ki i ko. Tada se 1 ne mijenjaju pri inverziji ¢iji je centar unutar ili
T Ty T1-T2
1zvan kruznica ki 1 ko.

Najprije napomenimo da tvrdnja teorema ne vrijedi ako se centar inverzije nalazi
unutar jedne, a izvan druge kruznice.
Prije dokaza teorema iskazat ¢emo i dokazati sljede¢u lemu.

Lema 2.1. Neka su Ry, S1, Ra, Sy redom sjecista kruznica ki(O1,71) i ko(Og,12) 8
kruznicom k.(O.,1.) koja je ortogonalna na ky i ko. Neka je pravac p spojnica sredista
kruznica ki 1 ko koji kruznicu ki sijece redom u tockama Py i Q)1 te kruZnicu ko sijece
redom u tockama Py i QQo. Tada vrijede jednakosti:

|[R1Sa| - |S1Ry| _ |P1Qs] - Q1P
|[R1S1| - |ReSa| | PLQu] - [PaQs

(2.2)
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[RiRs| - |S152] _ PP Qi Qs
|R151‘ ’ ‘R252’ |P1Ql‘ ’ ‘P2Q2|

Dokaz. Oznacimo |0105] = d i uocimo da je |PiQ1]| = 2r1, te |PQq| = 2ry. Kako

(2.3)

Slika 2.2.

tocke Ry 1 Sy leze na kruznici k., slijedi |O.Ri| = |O.S;| = r.. Potencija tocke O, u
odnosu na kruznicu & iznosi |O.R;|[* = r?, a na kruznicu kg iznosi [0.5:|> = 2, pa
zbog napomene slijedi da O, lezi na potencijali (radikalnoj osi) kruznica ki i k.
Pravac O R; je tangenta na k. i pravac R0, je tangenta na k;. Kruznice k; i k. su
ortogonalne pa slijedi da su pravci O;R; i O.R; medusobno okomiti.

Neka je tocka O sjeciSte potencijale kruznica kq i ko s pravcem P;R;. Znamo da su
pravci OO, i 0105 medusobno okomiti.

Oznacimo kut 4R1P101 = « 1 kut lOlQlRl = ﬁ Kako je |01P1| = |01R1| =T
slijedi da je trokut P;O;R; jednakokracan, odnosno /R P,O; = ZPi R0 = «. Isto
tako iz |O1Q1| = |O1Ry| = 7y slijedi da je trokut ;01 R; jednakokracan, odnosno
LO1R1Qy = LO1Q1 Ry = .

Kut ZP, R Q)4 je pravi kut po Talesovom teoremu o kutu nad promjerom kruznice.
Kako je kut ZPlRlQl pravi tada vrijedi ZPIRIQI = 4P1R101 +401R1Q1 = Oé—l-ﬁ =
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90°.
Kako su pravci O1 Ry i O.R; medusobno okomiti slijedi da je kut O; R0, pravi kut,
odnosno slijedi da je kut ZQ1 R0, = a.
Kut ZQ1R,0 je takoder pravi kut iz cega slijedi da je ZO.R,0 = f5.
Tocka C' je sjeciste potencijale kruznica ky i ko i pravca p. Iz pravokutnog trokuta
P,OC zakljuéujemo da je kut ZP,OC = p. Konacno zakljucujemo da je trokut
R10.0 jednakokracan, odnosno da je |0.O| = r. $to znaci da tocka O lezi na kruznici
k..
Dakle, tocka O se nalazi na sjecistu potencijale kruznica ki i ko i kruznice k.. Na
analogan nacin se pokaze da pravci (Q1.57, PoRy 1 Q2.5 prolaze tockom O.
Sada promatrajmo inverziju s centrom u tocki O koja tocku R; preslika u tocku P;.
Ona preslikava tocke Sy, Ry, Sy redom u ()1, P», (2, a kruznicu k. u pravac p. Prema
teoremu za tocke Ry, S1, Ra, S, i njihove inverzne slike P, Qq, P, Q5 vrijede
jednaksoti:

[R1Ss| - [S1Re|  [P1Q2| - [Q1 7]

RSt [RaSal  |PQi|- |PaQal

|R1Rs| - |515:] _ | PPy - |Q1Q2]
|R1S1| - |ReSo|  |PQu] - [PaQa|

Dokazimo sada teorem 2.8k

Dokaz. Ovisno o medusobnom polozaju kruznica k; i ko, te centra inverzije razliku-
jemo tri slucaja.

A. kruznice ki i ko se ne sijeku i centar inverzije O se nalazi izvan kruznica ki i ko
B. kruznice k; i ks se sijeku i centar inverzije O se nalazi izvan kruznica ki i ko
C. kruznice kq i ko se sijeku i centar inverzije O se nalazi unutar kruznica kq i ko

Neka su ky (O1,71) 1 ko (Og,19) kruznice i neka pravac p sijece kruznice k; i ko redom
u tockama Py, 1, P> i Q> kao na slici tako da je |PLQ1| = 2r1 1 | PyQs| = 21.
Slucaj A.-kruznice ky i ko se ne sijeku i centar inverzije O se nalazi izvan kruznica ky
1 ko

Promotrimo sada sljedece izraze:

IPQs| - [QiPs]  (d+7i+1o)(d—11—12)  d—(ri+1)  (th)?

|PLQ1| - | P2Qs] 2ry - 21y B 4ryry Ay’
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0 ke
ky

Slika 2.3.

PPy - |Q1Qa  (d4ri—ma)(d—ri+71) &= (ri—m) (1)

|P1Q1| - | PQo 2ry - 219 B 4ryry TS

Kako vidimo iz jednakosti i brojnici d? — (r; — 15)* i d* — (r1 + 13)°, ako
su pozitivni, predstavljaju kvadrat tangentne udaljenosti kruznica ky i ks.

Neka je k. ortogonalna na kruznice ki i ko i neka su Ry, Sy, Rs, So redom sjecista
kruznica kq i kg s kruznicom k.. Primijenimo sada lemu na tocke Ry, S1, Ry, Sa:

[RaSo| - [SiRo| _ [PiQal - Q1] (t15)?
|R1S1| - |RoSa|  |PiQ1| - [PaQa|  4riry’

[RaRo| - [S185] [P+ [Q1Qa] _ (81,)?
|R1S1| - |RaSo|  [PiQu| - |PaQ2|  4riry’

Sada promotrimo bilo koju inverziju sa sredistem O izvan obje kruznice. Neka ona
preslikava kruznicu k1 (Oq, 1) u k1 (O, 71), kruznicu ka(Os, 7o) u k5(O%, 1), a kruznicu
k. u k.. Kako je k. ortogonalna na k; i ks, a inverzija ¢uva kutove, kruznica k. je
ortogonalna na kj i k5. Primijenimo prethodnu jednakost na slike R}, Si, R), S5
tocaka Ry, S, R, Sy pri toj inverziji:

|[R1S5| - ISTRy| _ (£3)°

(RS- [RyS)| iy’

R Ry| - 1S53 _ (85)°

(RS- [RyS)| ey’
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gdje je t}% unutarnja tangentna udaljenost kruznica k) i kb, te ¢} vanjska tangentna
udaljenost kruznica k] i k). Prema teoremu za tocke Ry, Si, Ry, S5 i njihove
inverzne slike R, S7, R, S} vrijedi:

(t5)° _ [RiSo| - |[SiRo| _ |R1Sh|-|SiRy| _ (t1)°
driry [RiSi| - [RaSo|  [RST| - [Ry Sy driry’

() _ |R1Ro| - [S1.5] _ | Ry R| - 57595 _ (t1%)?
4’/"17"2 |R181| . |R252| |R’181| . |R/25£| 47“/1’/"5 '
Ovime je slucaj A. dokazan.

Slucaj B.-kruznice kq i ko se sijeku i centar inverzije O se nalazi izvan kruznica kq i

ks

Kruznice ki i ko se sijeku pa nemaju unutarnju tangentu udaljenost. Promotrimo

Slika 2.4.

sada sljedeci izraz:

PPl |Q1Qa] (47 —m)(d—ri+1) & —(ri—1)  (1%,)?

|PLQ1| - | PQs 2r1 - 2ry 4ryry Ay
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Kako vidimo iz jednakosti 1’ brojnik d* — (r; — 7’2)2, ako je pozitivan, predstavlja
kvadrat vanjske tangentne udaljenosti kruznica ki i ks.
Primjenimo sada lemu [2.1| na tocke Ry, Sy, Ra, Ss iz cega slijedi:

[RaRo| - [S185] _ [PiPy|-[@Q1Qa] _ (81,)?
|R1S1| - [RaSa|  |PiQ1| - |PaQ2|  4rira’

Sada promotrimo bilo koju inverziju sa sredistem O izvan obje kruznice. Neka ona
preslikava kruznicu k1 (Oq, 1) u k1 (O, 71), kruznicu ko (Os, 7o) u k5(O%, 1), a kruznicu
k. u k.. Kako je k. ortogonalna na k; i ko, a inverzija ¢uva kutove, kruznica k. je
ortogonalna na kj i k5. Primijenimo prethodnu jednakost na slike R}, Si, R, S5
tocaka Ry, Sy, Rs, S pri toj inverziji:
10\ 2
|RiRS| - [S15] _ (t13)

(RS- [RySh| Aty

gdje je 7} vanjska tangentna udaljenost kruznica & i k). Prema teoremu za tocke
Ry, S1, Ro, S5 i njihove inverzne slike R, S}, RS, S} vrijedi:

10N\ 2
(t1)° _ [RiRo|- |51 _ |RiRS| - |S1S5]  (£15)
47”17’2 |R151| . ‘RQSz’ |R,15{| . ‘RéSé’ 47”/17'5 '

Ovime je slucaj B. dokazan.
Slucaj C.-kruznice ki i ko se sijeku i centar inverzije O se nalazi unutar kruznica k; i

ko
Kruznice k1 1 ks se sijeku pa nemaju unutarnju tangentu udaljenost. Promotrimo
sada sljedeci izraz:

[PiP| - |Q1Qe] _ (dAmi—m)(d—ritrs) & —(ri—r)" (1)

|PLQ1| - [ P2Qq 2ry - 219 4ryry Cdrry

Kako vidimo iz jednakosti (1.3) brojnik d? — (r; — r3)°, ako je pozitivan, predstavlja
kvadrat vanjske tangentne udaljenosti kruznica kq i ks.
Primjenimo sada lemu [2.1| na tocke Ry, Sy, Rs, Ss iz cega slijedi:

[RiRo| - |51 _ [PiPo| - |Q1Qe| _ (17,)°
|R1S1| - |[RaSa|  |PiQ1| - |PaQ2|  4rira’

Sada promotrimo bilo koju inverziju sa sredistem O izvan obje kruznice. Neka ona
preslikava kruznicu k1 (Oq, 1) u k1 (O, 1), kruznicu ko (Os, 7o) u k5(O%, 1), a kruznicu
k. u k.. Kako je k. ortogonalna na k; i ko, a inverzija ¢uva kutove, kruznica k. je



POGLAVLJE 2. INVERZIJA 19

Slika 2.5.

ortogonalna na kj i k5. Primijenimo prethodnu jednakost na slike R}, S7, R, S
tocaka Ry, Sy, Ro, Sy pri toj inverziji:

10\ 2
[RiRs|-|S1S8] _ (£13)

(RS- Ry S| Aty

gdje je £ vanjska tangentna udaljenost kruznica & i k). Prema teoremu za tocke
Ry, S1, Rs, S5 i njihove inverzne slike R, S}, RS, S, vrijedi:

70N\ 2
()" [RiRal-1S:5]  [RIRY|-ISiSh ()
47”17’2 |R151| . ‘RQSQ’ |R,15{| . ‘RéSé’ 47’/17“5 ’

Ovime je slucaj C. dokazan.



Poglavlje 3

Caseyev teorem

Prema L. Gonzalezu [5] Caseyev teorem glasi:
Neka su k; (O;,r;) i =1,2,3,4 1 k(O,r) kruznice. Kruznice k;, 1 = 1,2,3,4 dodiruju
kruznicu k ako i samo ako, uz pravilan odabir predznaka, vrijedi:

+ t1g - t3a T o3 - tia 13 - tog = 0, (3.1)

pri cemu t;;, 1,5 = 1,2,3,4 i1 # j predstavlja tangentnu udaljenost kruznica k; i k;.
Ako poblize promotrimo gornju formulaciju Caseyevog teorema mozemo si postaviti
dva pitanja. Koji je pravilan odabir predznaka? Koju tangentu udaljenost koristimo,
unutarnju ili vanjsku?

Izracunajmo tangentnu udaljenost kruznica ki(O1,71) 1 k2(O2,75) koje dodiruju
kruznicu k(O, R). Uvedimo najprije oznaku t}, za vanjsku tangentnu udaljenosti
kruznica k; i kg i t}y za unutarnju tangentnu udaljenosti kruznica £; i k2. Promotrimo
sada cetiri slucaja:

A. kruznice kq i ko dodiruju kruznicu k iznutra,
B. kruznice ki i ko dodiruju kruznicu k izvana,
C. kruznica k; dodiruje kruznicu k iznutra, a kruznica ky dodiruje kruznicu £ izvana,

D. kruznica k; dodiruje kruznicu £ izvana, a kruznica ky dodiruje kruznicu £ iznutra.

20
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Slucaj A.- kruznice ky i ky dodiruju kruznicu k iznutra
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je r; > ro. Kruznice ky i ky dodiruju
kruznicu k iznutra redom u tockama P; i P». Zajednicka vanjska tangenta na kruznice
k1 i ko dodiruje kruznice ki i ky redom u tockama Dy i D,, vidi sliku |3.1., Prema

k
D,
D-
kl 0 2 kz
o)
O, Q2
Py
P
Slika 3.1.
jednakosti (1.3]) vrijedi:
(V) = |D1Do|? = d* — (ry — 12)° . (3.2)

Oznac¢imo Z0,005 = a. Primjenom poucka o kosinusima na trokut OO;0, dobije
se:

d2 = |0102|2 = |001|2 + |OOQ|2 -2 |001| . |OOQ| + COS 401002
= (R—r)’+(R—-1)*—2(R—r)(R—r3)cosa. (3.3)

Sada jos primijenimo poucak o kosinusima na trokut OP; P, i dobijemo:
|PiP|* = 2R* (1 — cosq). (3.4)

Iz jednakosti (3.3)) izrazimo d?, a iz jednakosti (3.4)) cosa te uvrstimo u ([3.2) i dobi-



POGLAVLJE 3. CASEYEV TEOREM 22

jemo:

()" = (R—r)*+ (R—12)*—2(R—r1)(R—12) <1 — |P1P2|2) — (11 — 1)

2R?
v \2 Y N2 B B B _ [P P
(t)" = (B—r)" +(B=r)" = 2(R=m) (R—r2) + (R=m) (R—72) =3
G 7"2)2
(t§)2)2 = R2 - 2-er + T‘% + R2 - 2RT2 + T% - 2R2 + 2R7"2 + 2R7”1 - 27”17"2
P BR)?
+ (R—7r1)(R—1) | ;%22‘ — (rf = 2rira +713)
P P)?
(1) = (B (R—ry) D22
Nakon korjenovanja gornje jednakosti slijedi:
P, P.
w, = | %2|\/(R—T1)(R—7’2). (3.5)

Slucaj B.- kruznice k; i ko dodiruju kruznicu k izvana
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je r;1 > ry. Kruznice ky i ko dodiruju
kruznicu k izvana redom u tockama P i P. Zajednicka vanjska tangenta na kruznice
k1 1 ko dodiruje kruznice kq i ks redom u tockama D; i Ds, vidi sliku [3.2]

Prema jednakosti vrijedi:

(t7f2)2 = |D1Dy* = d* — (11 — 7’2)2. (3.6)

Oznacimo Z0,005 = a. Primjenom poucka o kosinusima na trokut O0O;0, dobije
se:

d?> =10:05* = |001)* +|00,|* = 2-|00,] - |00,| - cos L0100,
= (R+m)’+(R+7m)°—2(R+m)(R+7m)cosa. (3.7

Sada jos primijenimo poucak o kosinusima na trokut OP; P, i dobijemo:
|PLP|* = 2R* (1 — cos ). (3.8)

Iz jednakosti (3.7)) izrazimo d?, a iz jednakosti (3.8]) cos a te uvrstimo u (3.6)) i dobi-



POGLAVLJE 3. CASEYEV TEOREM 23

Slika 3.2.

jemo:

(1) = (R4r) + (Rt ra)t —2(R4m)(R+r) (1 - ’P1P2'2) (=)

2R?
t,)° = (R+71)°+ (R+m)°—2(R R R R Lilily
12) = 1 T2) (R+71) (R+712) + (R+71) (R+12) 22
- (rn- 7“2)2
(tqu)Z = R*4+2Rri +77+ R*+2Rry +715 — 2R* — 2Rry — 2Rry — 2117y
P P?
+ (R + 7’1) (R+ Tg) —| 1}%22| — (T% — 27’17”2 + Tg)
v |-PI-P2|2
()" = (R+71)(R+mr) 2
Nakon korjenovanja gornje jednakosti slijedi:
P P.
ty = | ;%2‘\/(R+7”1)(R+7“2)- (3.9)

Slucaj C.- kruznica k; dodiruje kruznicu k iznutra, a kruznica ko dodiruje kruznicu
k izvana
Kruznica k; dira kruznicu k iznutra i kruznica ks dodiruje kruznicu & izvana redom u
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tockama P; i P,. Zajednicka unutarnja tangenta na kruznice k; i ky dodiruje kruznice

ky i ko redom u tockama D, i Dy, vidi sliku Prema jednakosti (|1.4]) vrijedi:

Slika 3.3.

(t1y)? = |D1Do|? = d® — (ry +12)° . (3.10)
Oznac¢imo Z0,005 = «. Primjenom poucka o kosinusu na trokut OO;0O5 dobije se:

d2 = |0102|2 == ‘001|2 + |OOQ|2 -2 |001| . |OOQ| - COS 401002
= (R—m)’+(R+7m)°—2(R—-7r)(R+r)cosa. (3.11)

Sada jos primijenimo poucak o kosinusima na trokut OP; P, i dobijemo:
|PLPs|* = 2R* (1 — cos ). (3.12)

Iz jednakosti (3.11) izrazimo d?, a iz jednakosti (3.12)) cosa te uvrstimo u (3.10)) i
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dobijemo:
“ PPy 2
()" = (R—r1)"+ (R+7r2)° —=2(R—11) (R+7) (1— ;RZ — (r1+7m2)°
u \2 2 2 ’P1P2’2
(t1p)" = (R—r) "+ (Rtr)” —2(R—r) (R+r) + (R—m)(R+12) —5

- (7"1 + 7”2)2
(tqu)z = R*—2Rr; +73+ R*+2Rry + 15 — 2R* — 2Rry + 2Rry + 211y

P, P,|?
+ (R—rl)(R+r2)’ ] —(7"%4—27“17“24—7"%)

(t1)* = (R—m)(R+m)

Nakon korjenovanja gornje jednakosti slijedi:

P P.
tlll‘Q | ! 2|\/ —7“1 (R+T2) (313)
Sluc¢aj D.- kruznica k; dodiruje kruznlcu k izvana, a kruznica ko dodiruje kruznicu k
iznutra
Racun se provodi kao u slucaju C. samo zamijenimo kruznice ki i ks. Konaéna

jednakosti glas:

w | 1P2|
lig =

\/ R+7"1 (R—’l“g). (314)

Nakon izracunavanja tangentnih udaljenostl kruznica kq i ko koje dodiruju kruznicu
k mozemo izredi sljedeci teorem.

Teorem 3.1. Duvije kruznice ky (O1,71) i ko (Oa,72) dodiruju kruznicu k (O, R) redom
u tockama Py 1 Ps.

A. Ako kruznice ky 1 ko dodiruju kruznicu k iznutra tada je njihova vangska tangentna
udaljenost:

|P1P2|\/

v
t12 -

— 1) (R —ra). (3.15)

B. Ako kruznice ki 1 ko dodiruju kruznicu k izvana tada je njihova vanjska tangentna
udaljenost:

[P P,|

v
t12_

V(R+71) (R+7)). (3.16)

C. Ako kruznica ki dodiruje kruznicu k iznutra, a kruznica ko dodiruje kruznicu k
1zvana tada je njihova unutarnja tangentna udaljenost:

|P1P2\\/

u
t12 -

R—r1) (R4 o). (3.17)
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D. Ako kruznica ky dodiruje kruznicu k izvana, a kruznica ko dodiruje kruznicu k
wznutra tada je njihova unutarnja tangentna udaljenost:

|P}%P2|\/(R+r1) (R—r). (3.18)

(L —
t12_

Dokazimo sada teorem [B.1] koristeéi sli¢nost.

Dokaz. Slucaj A.- kruznice ky i ks dodiruju kruznicu k iznutra
Neka je AB zajednicka vanjska tangenta kruznica ki i kg, tako da su tocke A i B
na kruznici k£ (vidi sliku . Tocke Dy i1 D5 su redom diralista zajednicke tangente
AB i kruznica ki i ky. Tocke P; i P, su redom diralista kruznice k i kruznica k; i ks.
Sa S oznacimo sjeciste pravca P;D; i kruznice k, razlicito od P;. Kutovi /D1 P01 i
/Py D101 su sukladni jer su to kutovi uz osnovicu jednakokracnog trokuta PO D;.
Kutovi ZSP,0O i ZP;SO su sukladni jer su to kutovi uz osnovicu jednakokracnog
trokuta P,OS. Slijedi da su trokuti P,O,D; i P,OS sli¢ni po K-K teoremu o slicnosti
trokuta. Zbog slicnosti trokuta P,O;D; i P,OS slijedi da je O1D; || OS.
Na analogan nacin se pokaze da su trokuti P,O;D5 i P,OS sliéni po K-K teoremu o
slicnosti trokuta. Zbog slicnosti trokuta P,O9Ds 1 P,OS slijedi da je O2Dy || OS.
Sada imamo:

Slika 3.4.

1 1
lSDlDQ == éplDlA = §4P101D1 = §AP105 - ZSPQPl
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Zbog toga su trokuti SDyDy i SP,P; slicni po K-K teoremu o slicnosti trokuta i
slijedi:
| Dy D, B |SD;| B |SDs|

= = ) 3.19
PP (SR |SP (3.19)
Sada kvadrirajmo zadnji ¢lan iz gornje jednakosti:
<|51)2|)2 _|SD,| |SD;|
|SP| ISP |SP|’
iz jednakosti (3.19) vidimo da je:
|SD,| _ |S Dy
|S Py |SP|’
te konacno imamo: )
|S Py |SB|  [SPi| '

Primijenimo Talesov teorem o proporcionalnosti na krakove kuta ZOP,S i paralelne
pravce O1 D1 1 OS, slijedi:
|[PiDy| [P0

— 21
| P, S| |PO|’ (3:21)
|\PiDi|  |PO;|

= . 3.22
D,5] ~ [00)] (3:22)

Primijenimo Talesov teorem o proporcionalnosti na krakove kuta ZOP,S i paralelne
pravce O2Q2 1 OS5, slijedi:

[P2Ds| | P05
= 3.23
| S| |0 (3:23)
|P2Ds| [P0y (3.24)
|D2S| - |O0,| '
Iz jednakosti (3.22)) izrazimo |S Dy
|00, |
SD,| = -|PD
‘ 1‘ ’P101’ | 1 1’
i iz jednakosti ([3.24)) izrazimo |SDy]:
|00,

|SDy| = - | PaDs

| P,0s|
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te uvrstimo u jednakost (3.20]). Slijedi:

(|51>2|>2 _ |PiDy[-|00y| |P:Ds| - |00
|S Py |SPy| - |PLO1|  |SPL|-| PO

Grupirajmo sada clanove na sljede¢i nacin:

|5D2|)2 |P1D,| | Py Ds|
— |00 - |00s| - -
<WPM OO 00| [ep T R o) TSR - 205

Iz jednakosti (3.21f) vidimo da je treéi faktor jednak a iz jednakosti (3.23

1
|PO|’

1
vidimo da je ¢etvrti faktor jednak )
J J 20|
Stoga je:

(|Sz)2|>2 _004] 1005
|SP| PO - [R0]

Sada korjenujmo gornju jednakost:

5D [1004]- 1004
|S P |PO| - |P,O|’
te je zbog (3.19):
| Dy D |00, | - |00,
— ) 3.25
| P P |P O] - | PO| (3.25)

Kako su tocke Dy i Dy redom diralista zajednicke vanjske tangente s kruznicama ky
i ko, slijedi da je |DyDsy| = t¥, vanjska tangentna udaljenost kruznica ki i ky. Sada
prepoznajemo da je |OO;| = R —ry, |[OOs] = R—1r9 1 |OP| = |OP,| = R, pa gornja

jednakost glasi:
ty \/(R—Tl)(R—Tz)
| P, Ps| R? ’

odnosno:

= PRy ) (3.26)

Sluc¢aj B.- kruznice ki i ky dodiruju kruznicu k izvana

Na slican nacin kao slucaj A. dokazuje se i ovaj slucaj. U ovom slucaju trokuti
SD1Dy i SP,P; su takoder sliéni i vrijedi O1D; || OS || O2D5. Kako su tocke Dy
i Dy redom diralista zajednicke vanjske tangente s kruznicama k; i ko, slijedi da je
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Slika 3.5.

| Dy Ds| = t}, vanjska tangentna udaljenost kruznica k; i ky. Sada prepoznajemo da
je |00 = R+, |O0s| = R+1r2i |OP| = |OP;| = R, pa jednakost (3.25) postaje:

thy _ \/(R +71) (R +72)
| PPy R ’

odnosno:

i, = P R B ) (3.27)

Slucaj C.- kruznica k; dodiruje kruznicu k iznutra, a kruznica ke, dodiruje kruznicu
k izvana

Na slican nacin kao slucaj A. dokazuje se i ovaj slucaj. U ovom slucaju trokuti
SD1Dy i SPyP; su takoder sliéni i vrijedi O1D; || OS || OD,. Kako su tocke Dy i
Dy redom diralista zajednicke unutarnje tangente s kruznicama k; i ks, slijedi da je
|D1Dy| = t}, unutarnja tangentna udaljenost kruznica k; i ko. Sada prepoznajemo
da je |OO;| = R — 11, |OOy| = R+ 131 |OP| = |OPR| = R, pa jednakost
postaje:

t71$2 :\/(R—T1)<R+’f'2)
| Py P R? ’

odnosno: PPy
= 3%2 V(R =11) (R+rs). (3.28)
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Slika 3.6.

Slucaj D.- kruznica k; dodiruje kruznicu k izvana, a kruznica ko dodiruje kruznicu k

iznutra
Dokaz se provodi isto kao u slucaju C. uz zamjenu k; i ks, pa dobivamo:

t = |PfRP2|¢(R+r1)<R—r2). (3.29)

Ovime je dovrsen i drugi dokaz teorema [3.1] O
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3.1 Prvi dokaz Caseyevog teorema

U iskazu Caseyevog teorema javljaju se cetiri kruznice koje dodiruju kruznicu k,
izvana ili iznutra. Ovisno o tome dodiruju li kruznice kruznicu £ izvana ili iznutra
postoji Sest moguénosti, vidi sliku [3.7]

&

Slika 3.7.: Sest konfiguracija dodirivanja kruznica

Promotrimo detaljnije slucaj A., vidi sliku Neka su P, Py, P3, P, redom
diralista kruznica ki, ko, ks, ks s kruznicom k. Na tetivni cetverokut P, P P3P,
primijenimo Ptolomejev teorem

|PLPy| - |PsPy| + | PyPs| - |PLPy| = |PLPy| - | PPy (3.30)

Kruznice k;, i = 1,2, 3,4 dodiruju kruznicu k iznutra, primijenimo jednakost (3.15))
iz teorema 3.1

PPy = R
V(R —=71) (R—rs)
PPy = e R
V(R —73) (R—ry)
‘P2P3| = t23.R 9
V(R —73) (R—r3)
PPy = R

V(R =711) (R —r14)
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Slika 3.8.
£y, -
|P1P3| = 13 R 9
V(R—r1) (R —r3)
|PyPy| = toy R

V(R —=r2) (R—r4)
Uvrstavanjem u jednakost (3.30]) slijedi:

- R . t3 - R + tys - R . ty - R
VIR=r)(R=12) J(R=r3)(R=rs) (R=r2)(R—13) /(R—71)(R~—14)
ty - R ty - R

VB=r)(R=rs) (R=rs)(R—rs)
Gornji izraz pomnozimo faktorom

s VE— ) (B (R—r) (R 1)

te dobivamo:

v v v v v v
t12 ’ t34 + t23 ’ t14 - t13 ' t24
odnosno:

g -3y +tog - 1]y — ti5 -ty = 0.
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Ovime smo pokazali da Caseyev teorem vrijedi za slucaj A. sa slike

Sliéno se dokazuju i ostali slucajevi sa slike [3.7] a ovdje ¢emo jos provesti dokaz
slucaja F.. Promotrimo detaljnije slucaj F., vidi sliku [3.9] Neka su Py, P, Ps, Py
redom diralisSta kruznica kq, ks, k3, k4 s kruznicom k. Na tetivni cetverokut P, Py P3Py
primijenimo Ptolomejev teorem (1.1

|P\Py| - |PyPy| + | PoPy| - |PLPy| = |PPy| - | PoPyl. (3.31)

Slika 3.9.

Kruznice ky, ko, k4 dodiruju kruznicu k iznutra, a ks izvana. Primijenimo jedna-

kosti (B.15), (3.16) i (3.17) iz teorema [3.1}

T
PPy = ot
\/(R+r1)(R+r2)
P.Py| = TR
V(R +711) (R +74)
.
|P2P4| = 24 R .
V(R+1) (R+14)
e iy

\/(R—rg)(R—l—m)7
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PPy =
\/(R + 7’2) (R — Tg)

’P1P3| _ Y- R .
V(R+7r) (R—13)

Uvrstavanjem u jednakost (3.31)) slijedi:
thy - R 3y - R I tys - R tly - R
VIR+71)(R+712) (R—713)(R+711) (R4r)(R—73) (R+7)(R+71s)
- R 5, R

VB+r) (R=r5) /(R+7s) (R+14)
Gornji izraz pomnozimo faktorom

%‘¢<R+n>-<R+r2>-<R—r3>-<R+m>

te dobivamo:
by -ty +tos -ty = ti5 - Loy
odnosno:
by - tgy + o -ty — b5 -t = 0.

Ovime smo pokazali da Caseyev teorem vrijedi za slucaj F. sa slike [3.7]
Dakle vrijedi:

Teorem 3.2. Neka su k; (O;,r;) i = 1,2,3,4 1 k(O,r) kruznice. Kruznice k;, 1 =
1,2,3,4 dodiruju redom kruznicu k u tockama Py, P, P, Py koje su vrhovi tetivnog
cetverokuta. Tada je u sluéajevima sa slike [3.7):

Aty s, by Y, =t 1,
B,y -t + 155 - £}, = tis - 13,
C. 1Yy 15y + thy - 1], = ]y - thy,
D. ]y 15, +thy -ty = t15 - Lhy,

Bty -ty + tys - 11y = Uy - oy,
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v u u v gu v
F. t12't34+t23' 14 — Y13 " Y24»

pri cemu tj; predstavija vanjsku tangentnu udaljenost kruznica k; i kj i tj; predstavlja
unutarnju tangentnu udaljenost kruznica k; i k;, gdje je 1,5 =1,2,3,4 14 # j.

Ovime smo dokazali i iskazali jedan smjer implikacije iz pocetnog Caseyevog te-
orema, bez nejasnoca koji predznak koristimo i koju tangentnu udaljenost koristimo.

Sada mozemo odgovoriti na pitanja koja smo si postavili na pocetku ovog poglav-
lja.

Umnozak tangentnih udaljenosti dviju nasuprotnih kruznica jednak je zbroju
umnozaka nasuprotnih tangentnih udaljenosti susjednih kruznica. Pri tome, pod
pojam susjednih kruznica podrazumijevamo kruznice cija se diralista s kruznicom k&
u ciklicnom poretku nalaze jedna ispred druge ili jedna iza druge.

Ako su kruznice k; i k; s iste strane kruznice k, obje dodiruju kruznicu £ izvana

ili obje dodiruju kruznicu k iznutra (slucajevi A. i B. sa slike [3.10.), tada za t;;

A. B. C'.

Slika 3.10.

uzimamo vanjsku tangentnu udaljenost kruznica k; i k;. Ako jedna od njih dira
kruznicu k iznutra, a druga izvana (slucaj C sa slike [3.10.) tada za t;; uzimamo
unutarnju tangentnu udaljenost kruznica k; i k;.

3.2 Drugi dokaz Caseyevog teorema

Lema 3.1. Neka su tocke A, B, C', D redom na pravcu, tada vrijedi:

|AB| - |CD| + |BC| - |AD| = |AC| - |BD). (3.32)
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Slika 3.11.

Dokaz. Oznacimo b = |AB|, ¢ = |AC|, d = |AD|. Tada je |BC| =c—1b, |BD|d —bi
|CD| =d—c.

|AB|-|CD|+ |BC|-|AD| = b-(d—c¢)+(c—b)-d
bd — bc + cd — bd
—bc + cd

c-(d—10)

= |AC|-|BD|.

]

Teorem 3.3. Caseyev teorem Neka su k; (O;,r;) i = 1,2,3,4 7 k(O,r) kruznice.
Kruznice k;, i = 1,2,3,4 redom dodiruju kruznicu k ako @ samo ako vrijedi:

tig - 34 4 toz - tia = t13 - tou, (3.33)

pri cemu t;j, 1,7 = 1,2,3,4 i 1 # j predstavlja tangentnu udaljenost (vanjsku ili
unutarnju) kruznica k; i k;.

Sada ¢emo dokazati Caseyev teorem pomocu inverzije, ali prije toga izkazat ¢emo
i dokazati sljedec¢u lemu.

Dokaz. Neka su ki(Oq,r1), ko(Oa,73), k3(Os,73) 1 ks(Oy,74) kruznice koje redom
dodiruju kruznicu k izvana ili iznutra u tockama Py, Py, P3 i P.

Sada, neka je centar inverzije O na kruznici k. Tada se kruznica k inverzijom preslika
u pravac p, a kruznice ky, ko, k3 1 k4 u kruznice £, kb, k%, 'k koje dodiruju pravac p.
Tocke dodira pravca p i kruznica ki, kb, k5, 'ky su P|, Py, P;, P; (vidi sliku
tada prema lemi [3.1] vrijedi:

|PLP,| - [Py Pyl + | PLPg| - |PoPy| =[PPy - [Py Pyl (3.34)

Ali |P|P}| je bas tangentna udaljenost ¢}, kruznica &/ i k, u inverznoj slici. Svaki ¢lan

jednadzbe 1) podijelimo s \/7} - r - 74 - r}, te primijenimo teorem Sredivanjem

dobivenog izraza dobijemo:

t1g - t34 + tog - t1a = t13 - tog,
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¥
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P Py
Slika 3.12.

odnosno:
tig - t3q +Tog - t1a — 13 - toa = 0.

Time je dokazan jedan smjer teorema 3.3
Za dokaz obrata trebat ¢e nam sljedece leme.

Lema 3.2. Neka je k(O,r) kruznica i neka su k1(Oy,r1) @ ko(Oa,12) kruznice koje
dodiruju kruznicu k izvana. Neka je m < min{ry,m2}. Neka su ki(O1,71 — m)
i k5(Oa,m9 — m) kruznice. Tada je vanjska tangentna udaljenost kruznica ki i K
jednaka vangjskoj tangentnoj udaljenosti kruznica ki i ko.

Dokaz. Neka je k'(O,r +m). Sada pokazimo da kruznice k] i k) dodiruju kruznicu
k' izvana. Oznacimo 1’ = r+m, i = r; —m iry = ry — m. Kako se kruznice k
i ky dodiruju izvana i kruznica k' je koncentri¢na s kruznicom k te kruznica kj je
koncentri¢na s kruznicom £k, slijedi:

OO | =r+r=(+m)+ (r1—m)=1r"+r].

Iz gornje jednakosti zakljucujemo da kruznica k] dodiruje kruznicu %’ izvana. Na
slican nacin se pokaze da vrijedi:

00| =7+ 1y =(r+m)+ (rg —m) =1"+ry,

odnosno da kruznica £} dodiruje kruznicu £’ izvana. Neka zajednicka vanjska tangenta
kruznica k; i ky dodiruje te kruznice redom u tockama D, i Dy. Tada je duzina Dy Dy
okomita na O;D; i na OyD,. Neka polupravei Oy D; odnosno OyDs sijeku k| i kb
redom u tockama D} i D). Uocimo da je |D1D}| = |O1D1|—|0O1D}| =r1—(r1—m) =
m i |DyDjy| = |O2Ds| — |O9DYy| = 19 — (12 —m) = m. Zato je ¢etverokut Dy D} D5Dy
pravokutnik pa je pravac D)D), vanjska zajednicka tangenta kruznica &} i k5. Zbog
| D Db| = | D1 D5 slijedi da je vanjska tangentna udaljenost kruznica k] i k) jednaka
vanjskoj tangentnoj udaljenosti kruznica k; i ks. O]
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Slika 3.13.

Lema 3.3. Neka je k(O,r) kruznica i neka su ki(Oy,7r1) @ ke = k(Oq,12) kruznice
koje dodiruju kruznicu k iznutra. Neka je m < min{r,ro}. Neka su ki (O1,71 —m)
i kb(Oq,m9 — m) kruznice. Tada je vanjska tangentna udaljenost kruznica ki i kb
jednaka vangjskoj tangentnoj udaljenosti kruznica ki 1 ks.

Dokaz. Neka je k'(O,r —m). Prvo pokazimo da kruznice k| i k) dodiruju kruznicu
k' iznutra. Oznac¢imo r’ =r —m, v} =r; —m ir) = ro —m. Kako se kruznice k
i k1 dodiruju iznutra i kruznica k' je koncentricna s kruznicom k te kruznica k] je
koncentri¢na s kruznicom kq, slijedi:

|00 |=r—ri=(r—m)—(ri —m)=1r"—rl.

Iz gornje jednakosti zaklju¢ujemo da kruznica k] dodiruje kruznicu £’ iznutra. Na
slican nacin se pokaze da vrijedi:

00y =1 —ry=(r—m)—(ro —m) =1r"—ry,

odnosno da kruznica k), dodiruje kruznicu k" iznutra. Neka zajednicka vanjska tan-
genta kruznica k; i k2 dodiruje te kruznice redom u tockama D; i D,. Tada je duzina
D1 Dy okomita na O;D; i na OyDy. Neka polupravci O;D; odnosno Oy Dy sijeku
k] i k) redom u tockama D} i D). Uoc¢imo da je |D1D}j| = |O1Dy| — |OD}| =
rr— (r1 —m) = m i |DyDjy| = |O2Dy] — |O2D)| = 19 — (ro — m) = m. Zato je
cetverokut Dy D] D) Dy pravokutnik pa je pravac DjD) vanjska zajednicka tangenta
kruznica kj i kb. Zbog |D]D}| = |D1Ds| slijedi da je vanjska tangentna udaljenost
kruznica k} i k) jednaka vanjskoj tangentnoj udaljenosti kruznica k; i ks. ]
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Slika 3.14.

Lema 3.4. Neka je k(O,r) kruznica i neka kruznica ki(Oy,71) dodiruje kruznicu k
iznutra i kruznica ko(Oa,19) dodiruje kruznicu k izvana. Neka je m < ri. Neka su
E (O1,m1 —m) i kb(Os, 9 +m). Tada je unutarnja tangentna udaljenost kruznica kj
i kb jednaka unutarnjoj tangentnoj udaljenosti kruznica ky i k.

Dokaz. Neka je k'(O,r —m). Sada pokazimo da kruznica k] dodiruje kruznicu &’
iznutra i kruznica k) dodiruje kruznicu &’ izvana. Oznaéimo ' =r —m, i =r —m
i1y =ry+ m. Kako se kruznice k i k; dodiruju iznutra i kruznica k' je koncentri¢na
s kruznicom k te kruznica k| koncentri¢na s kruznicom ky, slijedi:

00| =r—ri=(r—m)—(ri—m)=1r"—1r).

Iz gornje jednakosti zakljucujemo da kruznica k] dodiruje kruznicu £’ izvana. Kako
se kruznice k i ky dodiruju izvana i kruznica k£’ je koncentricna s kruznicom k te
kruznica kf koncentri¢na s kruznicom ks, slijedi:

|0O0;| =1 +719=(r—m)+ (ro +m) =1 +rl.

Iz gornje jednakosti zakljuc¢ujemo da kruznica k) dodiruje kruznicu &’ izvana. Neka
zajednicka unutarnja tangenta kruznica kq i ko dodiruje te kruznice redom u tockama
D; i Dy,. Tada je duzina DD, okomita na O;D; i na O,D,. Neka polupravci
O1 D odnosno Oy Dy sijeku k) 1 K} redom u tockama D] i Dj. Uocimo da je |D, D] =
‘OlDl‘ — |01D/1| = rl—('r’l—m) =mi |D2D/2‘ = |02Dé| —|02D2| = (7’2+m)—7’2 = m.
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Slika 3.15.

Zato je ¢etverokut DDy Dy D) pravokutnik pa je pravac D} Dj unutarnja zajednicka
tangenta kruznica kj i ky. Zbog |D} D5 = |D1Ds| slijedi da je unutarnja tangentna
udaljenost kruznica k] i k) jednaka unutarnjoj tangentnoj udaljenosti kruznica ky i
ks. O

Lema 3.5. Neka je k(O,r) kruznica i neka kruznica ki(Oy,r1) dodiruje kruznicu k
iznutra i kruinica ko(Oa, 1) dodiruje kruznicu k izvana. Neka je m < ry. Neka su
k[ (O1,r1 +m) i ky(Oq, 79 —m). Tada je unutarnja tangentna udaljenost kruznica k)
i kb jednaka unutarnjoj tangentnoj udaljenosti kruznica ky i k.

Dokaz. Neka je k'(O,r + m). Sada pokazimo da kruznica k] dodiruje kruznicu &’
iznutra i kruznica k4 dodiruje kruznicu k' izvana. Oznac¢imo ' =r+m, i =r+m
irh =1y —m. Kako se kruznice k i k; dodiruju iznutra i kruznica k' je koncentricna
s kruznicom k te kruznica k| koncentriéna s kruznicom ky, slijedi:

00 |=r—ri=(r+m)—(r1+m)=r"—1].

Iz gornje jednakosti zakljuc¢ujemo da kruznica k] dodiruje kruznicu &’ izvana. Kako
se kruznice k i ko dodiruju izvana i kruznica k' je koncentricna s kruznicom k te
kruznica k% koncentri¢na s kruznicom ks, slijedi:

|OOs| =1+ 19 = (r+m)+ (rs —m) =1+,

Iz gornje jednakosti zakljuc¢ujemo da kruznica k) dodiruje kruznicu £’ izvana. Neka
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Slika 3.16.

zajednicka unutarnja tangenta kruznica k; i ko dodiruje te kruznice redom u tockama
D1 i Dy. Tada je duzina D;Dy okomita na O;D; i na OsDy. Neka polupravci
O, D, odnosno Oy D sijeku k) 1 K} redom u tockama D] i Dj. Uocimo da je |D, D] =
|01D/1| - |01D1| = (7’1—|—m)—r1 =mi |D2D/2| = |02D2| - |02D,2| == TQ—(T’Q—m> =m.
Zato je ¢etverokut D] Dy Dy D) pravokutnik pa je pravac D} Dj unutarnja zajednicka

tangenta kruznica kf i ky. Zbog |D}D5| = |D1Ds| slijedi da je unutarnja tangentna
udaljenost kruznica k] i k) jednaka unutarnjoj tangentnoj udaljenosti kruznica k; i
ks. O

Lema 3.6. Neka je p pravac i neka su ki(Oq,r1) i ko(Oa,19) kruznice koje dodiruju
pravac p s iste strane. Neka je m > 0 i neka su kj(O,r1 + m) i k4(Og2,r9 + m)
kruznice. Tada je vanjska tangentna udaljenost kruznica ki i i ki) jednaka vanjskoj
tangentnoj udaljenosti kruznica ky i ks.

Dokaz. Pravac p dodiruje kruznice kq i ks redom u tockama Dy i Do, tada je pravac p
zajednicka vanjska tangenta kruznica ki i ko. Duzina D; D, je okomita na O;D; i na
03D,. Neka polupravci Oy D; odnosno Oy D, sijeku &} i k redom u tockama D i D5,
Kroz tocke D} i D} povuéemo pravac p’. Uocimo da je |D,D| = |O,D}| — |O1Dy| =
(ri+m)—ry =mi|DyDjy| = |Oy D4 —|O9Ds| = (ro+m)—ry = m. Zato je cetverokut
D' D}, Dy D, pravokutnik pa je pravac p’ vanjska zajednicka tangenta kruznica k] i k.
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Slika 3.17.

Zbog |Dy DS = |D1Ds| slijedi da je vanjska tangentna udaljenost kruznica &} i k)
jednaka vanjskoj tangentnoj udaljenosti kruznica ki i k». O]

Lema 3.7. Neka je p pravac i neka su ki(Oq,r1) i ko(Oa,719) kruznice koje dodiruju
pravac p s iste strane. Neka je m < min{ry,ro} i neka su k} (O, r1—m) i k4 (O, r9—m)
kruznice. Tada je vanjska tangentna udaljenost kruznica ki i i ki) jednaka vanjskoj
tangentnoj udaljenosti kruznica ky i ks.

Dokaz. Pravac p dodiruje kruznice ky i ks redom u tockama D, i Dy, tada je pravac p
zajednicka vanjska tangenta kruznica ki i ky. Duzina Dy D5 je okomita na O,D; ina
03D,. Neka polupravci O; D, odnosno Oy D, sijeku &} i k) redom u tockama D i D5,
Kroz tocke D} i D) povuéemo pravac p’. Uo¢imo da je |D1D}| = |O1 D] —|O1D7| =

Slika 3.18.

r1—(ri—m) = mi|DyDh| = |O3Ds| —|O2D}| = ro—(ro—m) = m. Zato je ¢etverokut
Dy D, D} D} pravokutnik pa je pravac p’ vanjska zajednicka tangenta kruznica k] i kJ.
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Zbog |Dy DS = |D1Ds| slijedi da je vanjska tangentna udaljenost kruznica &} i K
jednaka vanjskoj tangentnoj udaljenosti kruznica ki i k». O

Lema 3.8. Neka su ki(O1,71), ka(O2,12) kruznice koje dodiruju pravac p s razlicitih
strana. Neka je m < ry i neka su k}(O,ry — m) i kb(Oa,7m0 + m) kruznice. Tada
je unutarnja tangentna udaljenost kruznica k} i i kb jednaka unutarnjoj tangentnoj
udaljenosti kruznica ki i ks.

Dokaz. Pravac p dodiruje kruznice ky i ko redom u tockama D, i Dy, tada je pravac p
zajednicka vanjska tangenta kruznica ki i ko. Duzina D D5 je okomita na O1D; i na
03D,. Neka polupravci Oy D, odnosno Oy D, sijeku k) i kfy redom u tockama Df i D5,
Kroz tocke D) i D) povuéemo pravac p’. Uo¢imo da je |DyD}| = |O1 D] — |01 D]| =

Slika 3.19.

r1—(ri—m) = mi|DyDj| = |O3Ds| —|02Ds| = (ro+m)—ry = m. Zato je ¢etverokut
D' Dy D5y Dy pravokutnik pa je pravac p’ unutarnja zajednicka tangenta kruznica &} i
ky. Zbog | Dy D)| = | Dy Ds| slijedi da je unutarnja tangentna udaljenost kruznica k] i
k jednaka unutarnjoj tangentnoj udaljenosti kruznica ky i ks. O

Lema 3.9. Neka je T tocka i neka su ki(O1,71), ko(Os,13) kruznice. Neka je
tr1 + tre = tig ili t71 + t1o = tro, tangentna udaljenost ti1s kruznica ki i ko moZe
biti unutarnja ili vanjska. Tada tocka T leZi na zajednickoj tangenti (unutarnjoj ili
vangskoj) kruznica ki i k.

Dokaz. Ako poblize promotrimo lemu vidimo da imamo dva slucaja:

A. vrijedi jednakost t71 + t1o = t19,
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B. vrijedi jednakost try 4 t19 = trs.

Slucaj A.- Neka je try+trs = t19, gdje je t1o vanjska tangentna udaljenost kruznica
ki 1 ko (vidi sliku ili 12 unutarnja tangentna udaljenost kruznica k; i ko (vidi
sliku , tr1 tangentna udaljenost tocke T' i kruznice k; i t7o tangentna udaljenost
tocke T' i kruznice ky. Zajednicka vanjska (unutarnja) tangenta dira kruznice k; i ko
redom u tockama D; i Dy. Neka su tocke A i B redom diralista tangenta iz tocke
T na kruznice ky i ko. Zbog uvjeta try + tre = t12, odnosno |T'A| + |TB| = | D1 D]
na duzini Dy Dy postoji tocka S takva da je |D1S| = |T'A| i |D9S| = |T'B|. Kako je

Slika 3.20.

LSD1Oy = LTAO, =90°, |D104| = |O1A] = r1 1 |D1S| = |T'A| slijedi da su trokuti
O\AT i O1D1S sukladni po S — K — S teoremu o sukladnosti trokuta. Isto tako
trokuti Oo BT i O9D5S su sukladni po S — K — S teoremu o sukladnosti trokuta jer
je ASDQOQ = ATBOQ = 900, |D202| = |O2B| = T2 i |D28| = |TB| Iz sukladnosti
trokuta O1 AT 1 Oy D4 S slijedi |O1T| = |O1S| i iz sukladnosti trokuta O BT i O3D5S
slijedi |OoT| = |0,5|. Kako je 0,0, zajednicka stranica trokuta 0025 i O,0,T,
te je |O1T| = |01S| 1 |O2T| = |028] slijedi da su ti trokuti sukladni po S — S — S
teoremu o sukladnosti trokuta. Ovo znaci da su tocke 71" i S osnosimetri¢ne u odnosu
na pravac 010, ili se podudaraju. Kako je S na zajednickoj vanjskoj (unutarnjoj)
tangenti kruznica k; i ko, isto vrijedi i za tocku T'. To znaci da je tocka T na jednoj
od dvije zajednicke vanjske (unutarnje) tangente kruznica ki i k.
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Slika 3.21.

Sluc¢aj B.- Neka je t71+t15 = trs, gdje je t15 vanjska tangentna udaljenost kruznica
ki 1 ko (vidi sliku ili 12 unutarnja tangentna udaljenost kruznica k; i ko (vidi
sliku , tr1 tangentna udaljenost tocke T' i kruznice k; i t7o tangentna udaljenost
tocke T' i kruznice ky. Zajednicka vanjska (unutarnja) tangenta dira kruznice k; i ko
redom u tockama D; i Dy. Neka su tocke A i B redom diralista tangenta iz tocke
T na kruznice ky 1 ko. Zbog uvjeta tpy + t12 = tro, odnosno |D1Ds| = |T'B| — |TA|
na pravcu Dy Dy postoji tocka S takva da je |D1S| = |T'A| i |DyS| = |TB|. Kako je

Slika 3.22.

ZSD101 = ZTAOl = 900, |D101| = |01A| =T 1 |D18| = |TA| Slljedl da su trokuti
O,AT i O1D,S sukladni po S — K — S teoremu o sukladnosti trokuta. Isto tako
trokuti Oy BT i O9D5 S su sukladni po S — K — S teoremu o sukladnosti trokuta jer
je £SDy0y = LTBOy = 90°, |DyOs| = |O3B| = 151 |DoS| = |T'B|. 1z sukladnosti
trokuta O1 AT i O1 D4 S slijedi |O1T| = |O15] 1 iz sukladnosti trokuta Oy BT i O3D5S
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slijedi |O2T| = |02S|. Kako je 010, zajednicka stranica trokuta 01025 i O10,T),
te je |O1T| = |O15] 1 |O2T| = |02 slijedi da su ti trokuti sukladni po S — S — S
teoremu o sukladnosti trokuta. Ovo znaci da su tocke T' 1 S osnosimetriéne u odnosu

Slika 3.23.

na pravac 010, ili se podudaraju. Kako je S na zajednickoj vanjskoj (unutarnjoj)
tangenti kruznica k; i ko, isto vrijedi i za tocku T'. To znaci da je tocka T na jednoj
od dvije zajednicke vanjske (unutarnje) tangente kruznica ki i k.

O

Sada mozemo dokazati obrat Caseyevog teorema. Ako kruznice k1(O1,71), ko(Oa,79),
k3(Os,73) i ky(Oy,14) zadovoljavaju jednakost

tig - 34 4 toz - tia = ti3 - tou, (3.35)

tada zelimo dokazati da one dodiruju izvana ili iznutra istu kruznicu k.

Dokaz ¢emo provesti u slucaju da su sve tangentne udaljenosti koje se javljaju u
(3.35) vanjske tangentne udaljenosti. Ako nisu, dokaz je mogucée prilagoditi vodeci
racuna o tome koje su tangentne udaljenosti unutarnje, a koje vanjske. Na temelju
koja je tangenta udaljenost (unutarnja ili vanjska) odredi se pomocu lema ,

i koje kruznice se istovremeno smanjuju ili poveéavaju.

Dokaz sadrzi nekoliko koraka. Poc¢injemo smanjivanjem polumjera najmanje kruznice.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je to kruznica ks i smanjimo njen po-
lumjer na nulu, dok istodobno povec¢avamo ili smanjujemo svaki polumjer ostalih
kruznica. Prema lemama i tangentne udaljenosti neée se promijeniti (tj.
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thy = t12, ... ), pa vrijedi formula:
by tyy + tyg - Ly = ti5 - oy (3.36)

Kruznica ks smanjenjem polumjera na nulu postaje tocka Oy, a kruznice ky, ko, k3
postaju k) (Oy, 7)), k4(Og9,15), k4(Os,1%). Tocka O4 uvijek se nalazi izvan ostalih
kruznica.

Sada primijenimo inverziju s tockom Oy kao centrom inverzije i polumjerom inverzije
R. Kruznice k, K, k% se tom inverzijom preslikaju u kruznice k7 (O7,77), k5 (Of,r7),

k3 (07, r!). U skladu s teoremom [2.8) imamo:

I
t12 - t12

I
t23 - t12

I
tlS - t13

Isto tako iz teorema [2.7] slijedi:

" 2 /
T R r 1
— =5 = tu=Ry =,
r t r!

1 14 1

! 2 /
Ty R / Ty
T 12 = t24 =R "
T t T

2 24 2

" 2 /
T R T

3 I 3

odnosno:

"0
TiTaT3

17273
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11,0101
L. s
! ol ol
R TITTS

Gornji izraz pomnozimo faktorom

te dobivamo:

Sve tri tangente udaljenosti su vanjske tangente udaljenosti jer smo na pocetku rekli
da ¢emo promatrati kada su sve tangentne udaljenosti vanjske.

Sada smanjimo najmanju od kruznica kY, kj, k% do tocke, a ostalima smanjimo
polumjer. Prema lemi tangentne udaljenosti nece se promijeniti (tj. t/, = t/,,
Promotrimo kako ¢e jednakost glasiti ako je:

A. kruznica kf najmanja,
B. kruznica kJ najmanja,
C. kruznica kj najmanja.

Slucaj A.-Ako kruznicu £} smanjimo do tocke Of kruznice k3, k% postaju redom
kruznice k' (O4, ry"), k§' (04, r%"). Tada jednakost (3.37)) glasi:

Tangentna udaljenost t5; kruznica k' i k%' je vanjska tangentna udaljenost zbog
pocetne pretpostavke da su sve tangentne udaljenosti koje se javljaju u (3.35)) vanjske
tangentne udaljenosti. Prema lemi slijedi da se tocka O nalazi na vanjskoj
zajednickoj tangenti ¢ kruznica k%’ i k%', odnosno kruznice kY, k) i k% dodiruju isti
pravac.

Sluc¢aj B.-Ako kruznicu ki smanjimo do tocke Of kruznice k7, k§ postaju redom
kruznice k1" (O7,r"), k¥’ (O%,r%"). Tada jednakost glasi:

Tangentna udaljenost t3; kruznica k7’ i k%’ je vanjska tangentna udaljenost zbog
pocetne pretpostavke da su sve tangentne udaljenosti koje se javljaju u vanjske
tangentne udaljenosti. Prema lemi slijedi da se tocka OF nalazi na vanjskoj
zajednickoj tangenti ¢ kruznica k7’ 1 k%', odnosno kruznice k7, k5 i k§ dodiruju isti
pravac.
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Slucaj C.-Ako kruznicu k% smanjimo do tocke Of kruznice kY, kj postaju redom

kruznice k" (O, r]"), kY (O4,ry"). Tada jednakost (3.37) glasi:

Tangentna udaljenost t/, kruznica ki i kY’ je vanjska tangentna udaljenost zbog

pocetne pretpostavke da su sve tangentne udaljenosti koje se javljaju u vanjske
tangentne udaljenosti. Prema lemi slijedi da se tocka OF nalazi na vanjskoj
zajednickoj tangenti ¢ kruznica k7’ 1 k%', odnosno kruznice k7, k5 i k§ dodiruju isti
pravac.

Ovime smo pokazali da kruznice kY, k%, k§ dodiruju isti pravac.

Primijenimo inverziju s tockom O, kao centrom inverzije i polumjerom inverzije
R, kruznice kY, ki i kj se preslikaju redom u kruznice ki, k} i k%, a pravac t” u
kruznicu k&' koja prolazi tockom Oy i sve kruznice ki, k} i k} dodiruje istodobno iz-
vana ili iznutra.
Sada istodobno poveéavamo ili smanjujemo polumjere kruznica k', k}, kb, k% i tocke
O, one ¢e redom postati kruznice k, ki, ko, k3 i k4, a prema lemama i tan-
gentne udaljenosti nece se promijeniti.

Drugim rije¢ima ako vrijedi jednakost (3.35)) tada kruznice ki, ko, k3, ks dodiruju
kruznicu k. L

Vidjeli smo da vrijede oba smjera Caseyevog teorema s pocetka poglavlja. Konacno
nakon shvac¢anja koje tangentne udaljenosti kada koristimo i kako glasi Caseyev te-
orem u kojem slucaju (vidi sliku i teorem mozemo razumijeti Caseyev teorem
u potpunosti bez ikakvih nejasnoca.

3.3 Specijalni slucajevi Caseyevog teorema

Kako je tocka degenerirani slucaj kruznice, odnosno tocka je kruznica polumjera
nula, mozemo se pitati vrijedi li Caseyev teorem za slucajeve kada neka od kruznica
ki, 1 = 1,2,3,4 ima polumjer nula. Na slici su prikazani neki od specijal-
nih slucajeva Caseyevog teorema. Kao pomo¢ pri dokazivanju specijalnih slucajeva
Caseyevog teorema koristit ¢emo sljedeci korolar.

Korolar 3.1. Neka kruznica ki(Oy,r1) dodiruje kruznicu k(O,R) i tocka P € k.
Tangentna udaljenost kruznice ky i tocke P dana je izrazom:

A.

PP
tip = ’1—R|\/R(R — ), (3.41)
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B k ks . k ks D
% €
() ®

Slika 3.24.: Specijalni slucajevi Caseyevog teorema

ako kruznica ki dodiruje kruznicu k iznutra,

|P]1%P’\/R(R+m), (3.42)

ako kruznica ki dodiruje kruznicu k izvana.

B. tip =

Dokaz. Dokaz korolara [3.1] slijedi direktno ako za slucajeve A. i B. iz teorema [3.1
uvrstimo ry = 0. ]

Na slici prikazan je specijalan slucaj Caseyevog teorema u kojem je kruznica
k4 polumjera nula, odnosno ona je postala tocka koju smo oznacili s P;.

Dokaz. Neka su P, P, P; redom diralista kruznica kq, ks, k3 s kruznicom k. Na
tetivni cetverokut P P, P3P, primijenimo Ptolomejev teorema |1.1

|PLPy| - | P3Py + |PoPs| - |PLPy| = | PLPy| - | Py Pyl. (3.43)

Kruznice k;, i = 1,2,3 dodiruju kruznicu k iznutra, primijenimo jednakost (3.15) iz
teorema 3.1}

PPy = o B
V(R —=r1) (R—r2)
PPy = s R

V(R —r3) (R —r3)
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Slika 3.25.: Caseyev teorem

tlg‘R
V((R=r1)(R—r3)

Kako je tocka P; kruznica polumjera nula primijenimo jednakost (3.41) iz korolara
slijedi:

| P P3| =

|P1P4’ = t14 A ;
(R — 7”1) R
| Py Py — el ;
(R — 7“2) R
|PyPy| = &‘
(R — 7‘3) R
Uvrstavanjem u jednakost (3.43)) slijedi:
t12-R . t34-R n tzg'R . t14'R
V(IB=rm)(R=m1) J(R=r3)R /(R=—m)(R—r3) /(R—m)R

t13 -R ) t24 ‘R
VR=r)(R-m13) J(R-12)R
Gornji izraz pomnozimo faktorom

1
R?

V(R—=7r)-(R—r3)-(R—73)-R
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te dobivamo:
L1g - T34 + tag - t1g = 13 - T2y,

odnosno:
tig - t3q +Tog - t1g — 13 - toa = 0.

To je zapravo jednakost iz Caseyevog teorema. Na slican nacin se dokazuju ostali
specijalni slucajevi Caseyevog teorema. [



Poglavlje 4

Primjena Caseyevog teorema

4.1 Feuerbachov teorem

Feuerbachova kruznica ili kruznica devet tocaka, ponekad se jo§s naziva Eulerova
kruznica, prolazi kroz tri nozista visina u trokutu, tri polovista stranica i polovista
triju duzina koje spajaju vrh s ortocentrom.

Teorem 4.1. (Feuerbauchov teorem) Kruznica devet tocaka dira upisanu i sve
tri pripisane kruznice danog trokuta. Pri tome upisana kruznica dira kruznicu devet
tocaka iznutra, dok je pripisane kruznice diraju izvana.

Kako bismo dokazali Feuerbachov teorem potrebni su nam sljedeéi teoremi.

Teorem 4.2. Neka je ABC trokut i k upisana kruznica tog trokuta. Kruznica k

b
dodiruje stranice BC, CA i AB redom u tockama P, Q) © R i neka je s = %—FC.
Tada vrijedi:

’CP| = |CQ| =S5—C

|BP| = |BR|=s—b,

|AR| = |AQ| = s — a.
Dokaz. Neka je S srediste upisane kruznice trokuta ABC. Iz sukladnosti trokuta
SPC i SQC slijedi da je |CP| = |CQ], iz sukladnosti trokuta ASR i ASQ slijedi
da je |AR| = |AQ)| i iz sukladnosti trokuta BRS i BPS slijedi da je |BP| = |BR)|.

Oznacimo:

v =|CP|=|Cq|,
y = |AR[ = |AQ),

93
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Slika 4.1.

z =|BP| =|BR].
Sadajes=z+y+zia=x+2 b=x+y, c=y+ =2 Dakle,
ICP|=|CQl=az=(z+y+2)—(y+2)=s—c
BP| = |BR| =y = (z+y+2)— (x+2)=s—b,
JAR| = |AQ|=z=(z+y+2)—(z+y)=s—a.
O

Teorem 4.3. Neka je ABC trokut i k pripisana kruznica trokuta ABC' nasuprot vrha
Ai(ruz“mca k dodiruje stranicu BC' u tocki P, i pravce na kojima leZe stranice C'A
i AB redom u tockama Q4 i R,. Tada vrijedi:

|BP,| = s —c,
|CP,| =s—0.

Dokaz. Oznacimo:
z = |ARq| = |AQ.|,
y=|CQa| = |CF,
2z =|BP,| = |BR,|.
Sada je:
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A

Slika 4.2.

b= [AC| = |AQa| = [QuC| = = —y,
c=|AB| =|AR,| — |R.B| =z — z,
a=|BC|=|BP,|+|P.C|=y+ =z

Zbrajanjem gornjih jednakosti dobijemo 22 =a+ b+ c tj. © = s.

Sada imamo y =z — b = s — b, tada je
|CQ.| = |CP,| =5s—b

iz=x—c=s—cpaje

|BP,| = |BR,| = s —c.

Na analogni nacin se pokaze da vrijedi:
|BP.| = |BR.| = s — a,
|AR.| = |AQ.| = s — b,

|CP| = |CQy| = s —a,
|ARy| = |AQy| = s — c.

95
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Teorem 4.4. Neka je ABC' trokut v Ay poloviste stranice BC, tocka P je diraliste
stranice BC' i trokutu upisane kruznice i tocka P, je diraliste stranice BC' i trokutu
pripisane kruznice. Tada vrijedi:

|A1P| = |A1F,|.

Dokaz. Imamo:

|BP| = s — b prema teoremu
|CP,| = s — b prema teoremu [4.3]

Slika 4.3.

Neka je |[AB| > |AC| to jest ¢ > b. A; je poloviste stranice BC' i vrijedi |BA;| =
a e e
|A1C| = 7 Slijedi:

a c¢c—b

AP = |BP| = [BAi| = (s =) = 5 = “2,
—b
L%&Mﬂcgwqmcpqs_m_gzcz

Ovime je teorem dokazan.

Na analogni nacin se pokaze da vrijedi |B1Q| = |B1Qs| i |C1R| = |C1R,|.
Napomena 4.1. Iz teorema[].4] uz pretpostavku ¢ > b slijedi:

|PP,| =c—b.
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Pokazimo da je udaljenost |P,P.| = b+ c. Sa slike vidimo da je |P,P.| =
|P,C| + |BC| + |BP,|. 1z teorema [4.3]slijedi |P,C| = s —a i |BP.| = s — a. Konacno
je |PP.l=(s—a)+a+(s—a)=b+c.

Na slican nacin se pokaze da je |Q,Q.| = a+ci |R,Rp| = a+b.
Primjenjujuc¢i prethodno izreceno dokazat ¢emo Feuerbauchov teorem.

Dokaz. Za dokaz ¢emo iskoristiti obrat Caseyevog teoremalf3.3} Ako pripisane kruznice
i upisana kruznica trokuta zadovoljavaju jednakost (3.33)) tada one diraju kruznicu
devet tocaka. Pretpostavimo da je kao na slici M stranica AB najdulja, a stranica
AC najkraca stranica trokuta ABC' to jest b < a < c.

Neka je ko upisana kruznica trokuta ABC, a kruznice kq, k3 i k4 su pripisane kruznice
trokuta ABC'. Oc¢ekujemo da upisana kruznica dira kruznicu devet tocaka iznutra,
a pripisane kruznice diraju izvana. Zato odredimo vanjske tangentne udaljenosti
izmedu pripisanih kruznica i unutarnju tangentnu udaljenost izmedu upisane kruznice
i pripisanih kruznica. Sada koristedi teoreme [4.2] i[4.4]1 sliku odredimo tan-

Slika 4.4.

gentnu udaljenost kruznica kq,ks, k3 i ky.
th = |QQy| =c—a

t3 = |QuQc| = a+c
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tys =|RR.]=a—b
t], = |RoRpy| =a+0b
tls = PP =b+c
tyy = |PP,| =c—b
Uvrstavanjem u jednakost imamo:

oty +is -ty = (a—¢)-(at+c)+(b—a)-(a+D)
= a2+ —ad?
— b2—02
= (b+c)-(b—0)
=ty 1y

Vidimo da jednakost (3.33) vrijedi. Po Caseyevom teoremu zakljucujemo da pripisane
kruznice trokuta i upisana kruznica dodiruju kruznicu devet tocaka. O]

4.2 Sangaku problem

Primjer 1. (Sangaku problem) Neka kruznica k(O,r) lezi unutar kvadrata i neka
su ki (Oy,1;) i =1,2,3,4 kruznice koje dodiruju kruznicu k izvana i dodiruju po dvije
stranice kvadrata. Odredite duljinu stranice kvadrata u ovisnosti o r1, ro, T3, 3.

Rjesenje. Oznac¢imo s L duljinu stranice kvadrata. Postavimo kvadrat u koordinatni
sustav tako da donji lijevi vrh ima koordinate (0, 0), a gornji desni vrh ima koordinate
(L, L).

Koordinate sredista kruznica su: O (x,y), O1 (r1,71), O2 (L — r9,12), O3 (L — 13, L — 13)
i Oy (ry, L — ry). Tangentne udaljenosti t1o, ta3, t34 i t14 mozemo odrediti sa slike

tig=L—1r1 —rg,
tog = L — 1y — 13,
tagg = L — 13 — 1y,
t14:L—T1—7’4.

Preostaje nam jos odrediti tangentne udaljenosti ¢13 i t54. Prvo odredimo udaljenosti
|0103] 1 |0204]. Udaljenost sredista O; i O3 je:

|0103|2:(L—T’l—T3)2+(L—T1—T3>2:2(L—7’1—T’3)27
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(0,L) fat (L,L)

Slika 4.5.: Sangaku problem

a udaljenost sredista Oy 1 Oy je:
‘OQO4|2 = (L—’l“g —7"4>2—|— (L—’I“Q —7"4)2 = Q(L—TQ —7“4)2.
Primijenimo jednakost (3.2]) da dobijemo tangentne udaljenosti ¢;3 i to4:

t13 = \/Q(L—T‘l—T3)2—(T1—T3)27

t24 = \/Q(L—Tg —7"4)2 — (7“2 —T’4)2.

Sada imamo:

tig-tag+tag-tiu=(L—1r1—1r2) - (L—r3g—ry)+(L—ra—13)- (L—1r1 —14),

t13't24 = \/2([/—7’1 —7’3>2 — (7’1 —7’3)2' \/2([/—7”2 —7’4>2— (Tg—’f’4)2.
Sada primijenimo Caseyev teorem na kruznice ki, ko, k3, k4 i njihove tangentne
udaljenosti tlg, t23, t34, t14, t13 1 t243

(L—ri—my) - (L—=7r3—r4)+ (L—1y—13)- (L —11 —14)
:\/2([/—7"1—7’3)2—(7“1—7”3)2'\/2(L-T2-T4)2—(7"2—T4)2.

Nakon rjesavanja gornje jednakosti po L dobije se:

2 (rimy — rory) + /2 (r1 — ra) (r1 — r4) (13 — 79) (13 — 74)
rE= Tty =y '

L=
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4.3 Zadaci

Primjer 2. Neka je ABC' jednakokracan trokut s krakovima AB i AC. Kruznica k
dodiruje stranicu BC' i luk BC' trokutu ABC' opisane kruznice. Tangenta iz tocke A
dodiruje kruznicu k u tocki P. Opisite geometrijsko mjesto tocaka P.

Rjesenje. Oznacimo |AB| = |AC| = I. Tocke A, B, C shvatit ¢emo kao kruznice
polumjera nula. Kruznice A, B, C', k dodiruju iznutra opisanu kruznicu trokuta
ABC. Neka kruznica k dodiruje BC' u toc¢ki (). Primijenimo sada Caseyev teorem

A

Slika 4.6.: Primjer 2.

na kruznice A, B, ki C"-

tag " tkc + 1Bk - tac = tak - tee,
[-|CQ|+1-|BQ|=|AP|-|BC|.

Stoga imamo:

1-(IBQ| +|CQ
|AP| (1 ‘ ’C|’ |)’
a kako je |BQ| + |CQ| = |BC| = [ slijedi:
l-|BC
|AP| = ]lC!‘ =1.

Duljina |AP| je konstantna, dakle geometrijsko mjesto svih tocaka P je dio kruznice
sa sredistem u tocki A i polumjera |AB| = |AC| = [ izmedu tocaka B i C.
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Primjer 3. Neka je k kruznica promjera AB. P i Q su tocke na kruznici k i nalaze
se s razlicitih strana AB. Tocka T je ortogonalna projekcija tocke Q na AB. Neka
su ki 1 ko krunice s promjerima TA i TB. Neka su tocke C i D redom diralista
tangenti na kruznice ki 1 ko iz tocke P. PokaZite da vrijedi:

|PC|+ |PD[ = [PQ|.

Rjesenje. Neka je tj, vanjska tangentna udaljenost kruznica k; i k. Odmah vidimo
da je |PC| = tpy tangentna udaljenost kruznice k; i tocke P i |PD| = tpy tangentna
udaljenost kruznice ko i tocke P. Tocke P i () shvatit ¢emo kao kruznice polumjera
nula.

Kruznice P, @, k1, ko dodiruju kruznicu k iznutra. Primijenimo Caseyev teorem na

P

Q
Slika 4.7.: Primjer 3.

kruznice ki, P, ko i Q):

tp1-tga +tpa - tor = t1, - |PQ),

[PC|-|QT| +|PD] - |QT| = 14, - |PQ|

QT - (|PC| + |PD]) = £, - | PQ],
ty
QT

Sada prepoznajemo da udaljenost diralista kruznica k; i ke s kruznicom k iznosi |AB|,

|PC|+|PD[ = [PQ| -
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|AB| |TA| . |TB| ) . .
R = 5 =5 im="——,pa jednakost (3.15)) iz teorema |3.1| postaje:
o _ Bl [(1AB] AN (4B _|TB]
127 lAB] 2 2 2 2
2

2\/|AB| — |TA| |AB|—|TB]
2

2
— /|TB| |T4].

Primijenimo Euklidov teorem na trokut AB(), tada imamo:

VITB| - |TA| = |QT],

odnosno tY, = |QT.
Konacno |PC| + |PD| = |PQ)|.

Primjer 4. U trokutu ABC' kruznice ka, kp i ko redom _dodiruju stranice BC, CA,
AB u njihovim polovistima, te dodiruju lukove BC, C A, AB opisane kruznice trokuta
ABC. Ako tge, toa i tag redom predstavljaju tangentne udaljenosti parova kruznica
(kp,kc), (ko,ka) i (ka, kp), pokaZite da vrijedi:

1
tBC:tCA:tAB:Z(a+b+C)7

pri ¢emu je a = |BC|, b= |AC| i c= |AB].

Rjesenje. Neka su redom t4, tg, tc tangentne udaljenosti tocaka A, B, C' i kruznica
ka, kg, kc. Tocke A, B, C shvatit ¢emo kao kruznice polumjera nula.

Neka su D, E, F redom polovista stranica BC, C'A, AB. Kruznice A, B, C, kg
dodiruju opisanu kruznicu trokuta ABC' iznutra. Primijenimo Caseyev teorem na
kruznice A, B, C'i kpg:

t(Aa B) : t<C> kB) + t(Aa kB) ’ t(Bv C) - t(Av C) : t<B7 kB)a
|AB|- |CE| + |AE| - | BC| = |AC| - t.
Kako je |AE| = |CE| = %|AC\ slijedi:

1
tB:§(a+c).

Sada primijenimo Caseyev teorem na kruznice A, ko, B i C:

HA, ko) - H(B,C) + (A, C) - t(ko, B) = t(A, B) - t(ke, C),
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Slika 4.8.: Primjer 4.

|AF| - |BC| + |AC| - |BF| = |AB| - tc.

1
Kako je |[AF| = |BF| = §|AB| slijedi:

1
tczé(a—l-b)

Ponovo primijenimo Caseyev teorem na kruznice B, C, kg i k¢, tada imamo:

t(B,C) - tlkp, ko) + t(B,ke) - t(C,kp) = t(B, kp) - t(C, k),

|BC’ -t + |BF’ . |CE| =1ip - tc.
Iz gornje jednakosti slijedi da je
; tp-tc —|BF|-|CE|

atc  a+b c b

(a+c¢)(a+0b)—be
4a

1
= Z(a—i—b—l—c)

63
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Na analogni nacin se pokaze da vrijedi:
1
tca =tap = Z(a—l-b—kc).

Primjer 5. Neka je ABC trokut takav da je |AC| > |AB|. Kruznica ka(O,74)
dodiruje iznutra opisanu kruznicu trokuta ABC i dodiruge stranice AB i AC. Neka
je tocka S poloviste luka BC' koji ne sadrzi tocku A. Tocka T je diraliste kruznice k
i tangente na kruznicu ka iz tocke S. PokaZite da vrijedi:

ST  |AC| - |AB|

|ISA| — |AC| + |AB|

Rjesenje. Neka su tocke M, N redom diralista kruznice ka(O,74) i stranica AC i
AB. Tocke B, C'i S shvatit ¢emo kao kruznice polumjera nula. Primjenom Caseyevog
teorema na kruznice k4, B, C', S imamo:

|IBN|-|CS|+ |ST|-|BC| = |CM]|-|BS|.
Kako je |BS| = |CS| iz gornje jedankosti slijedi:
|ST| - |BC| = |CS[(|CM| - |[BNY). (4.1)
Kako je |[OM| = |ON| = r4, ZOMA = ZONA = 90° i OA zajednicka stranica

Slika 4.9.: Primjer 5.

trokuta OMA i ONA, slijedi da su ti trokuti sukladni po S — S — K~ teoremu o
sukladnosti. Odnosno |[AM| = |AN|. Sada imamo:

|CM| = [BN| = (|AC| = |AM]) = (JAB| = |[AN|) = [AC| — |AB.
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Stoga je jednakost (4.1)):

IST| - |BC| = |CS| (|AC| — |AB)). (4.2)
Primijenimo sada Ptolomejev teorem na ¢etverokut ABSC, te tada imamo:
|SA|-|BC| = |SC|-|AB|+ |SC|-|AC|
= |SC|(|AB| + |AC]). (4.3)

Djeljenjem jednakosti (4.2)) i (4.3) dobije se:

ST  |AC| - |AB|

|ISA| — |AC| + |AB|’
Primjer 6. (2009., China, Hong Kong, Math Olympiad) Neka je ABC pra-
vokutan trokut s pravim kutom kod vrha C, C'D je visina iz vrha C na stranicu AB.
Kruznica k je opisana trokutu BC'D, a kruznica v je smjestena u trokut AC'D tako

da dodiruje stranice AD i AC redom u tockama M i N. Kruznice k i v dodiruju se
u tocki P. Pokazite da vrijedi:

a) |BD|-|CN|+|BC|-|DM| = |CD| - |BM|
b) |BM|=|DC].

Rjesenge.

C,

N

v [0}

M D B
Slika 4.10.: Primjer 6.

a) Tocke B, C'i D shvatit ¢emo kao kruznice polumjera nula.
Primijenimo Caseyev teorem na kruznice D, B, C', v iz ¢ega domah slijedi jedna-
kost:
tpB “tcy +tpy -t = tpc - th,
|BD| - |CN|+ |BC|-|DM| = |CD|-|BM]|.
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b) Kruznice k i v se dodiruju u tocki P. Po Talesovom teoremu o kutu nad promje-
rom kruznice slijedi ZBPC = 90°. Neka je O srediste kruznice k i O’ srediste
kruznice v. Slijedi da su tocke O, P, O kolinearne. Kut izmedu tangente i tetive

1
jednak je polovicu sredisnjeg kuta nad tom tetivom, odnosno ZPNC' = §APO’N

1
i /PCN = EAPOC’.
Iz ¢etverokuta OO'NC' slijedi:

360° = ZPO'N + Z/POC + ZOCN + ZO'NC,
kako su kutovi ZOCN i ZO'NC pravi:
180° = ZPO'N + ZPOC.

Dakle,

/PNC + /PCN = % (/PO'N + ZPOC) = 90°.

Promotrimo sada trokut NPC, kako je ZPNC + ZPCN = 90° slijedi da je
ZNPC = 90°. Stoga su tocke B, P, N kolinearne. Primjenom teorema o potenciji
tocke na tocku B i kruznicu v slijedi |BM|? = |BP|-|BN|. Kako je ZBC'N = 90°
i CP 1 BN primijenimo Euklidov teorem na trokut NBC' sto povlaci da je
|BC|?> = |BP| - |BN|. Kona¢no

\BM| = |BC|.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu bavimo se Caseyevim teoremom. U prvom poglavlju is-
kazujemo i dokazujemo Ptolomejev teorem kako bismo poblize razumjeli Caseyev
teorem, te definiramo osnovne pojmove koje koristimo kroz rad. U drugom poglav-
lju paznju posvec¢ujemo inverziji koja se koristi u dokazivanju Caseyevog teorema.
U tre¢em poglavlju iskazujemo i dokazujemo Caseyev teorem na nekoliko nacina i
dokazujemo specijalne slucajeve Caseyevog teorema. Sami kraj rada posvecen je pri-
mjeni Caseyevog teorema u dokazivanju drugih teorema i u rjeSavanju geometrijskih
zadataka.



Summary

In this graduate thesis we are dealing with Casey’s theorem. In the first chapter,
we formulate and prove Ptolemy’s theorem to better understand Casey’s theorem,
and define the basic terms we use through graduate thesis. In the second chapter,
we dedicate to the inversion used to prove Casey’s theorem. In the third chapter,
we phrase and prove Casey’s theorem in several ways and prove the special cases of
Casey’s theorem. The end of the graduate thesis is dedicated to the application of
Casey’s theorem in proving other theorems and in solving geometric problems.
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