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Sazetak

Cilj rada je istraziti modernu literaturu vezanu uz kvantne aspekte crnih
rupa, paradoks informacije i problem vatrozida. Terminologija potrebna za
razumijevanje argumenata se uvodi u prva dva poglavlja rada, a zatim se u
treCem i Cetvrtom poglavlju izlazu formulacija paradoksa informacije crnih
rupa, popratnih problema te se obraduju neka standardna rjeSenja.

Prvo poglavlje uvodi koncepte iz kvantne statisticke fizike te teorije informa-
cije, kao Sto su matrice gustoce te definicije entropije, isprepletenosti i in-
formacije. U drugom se poglavlju izlazu termodinamika i evaporacija crnih
rupa te odredeni aspekti kvantne teorije polja na zakrivljenim pozadinama.
To pokriva osnovne matematicke i fizikalne alate, uz aspekte opce teorije
relativnosti koji su uvedeni u dodatku B, koji su potrebni za razumijevanje
ostatka rada.

Sljedeca dva poglavlja pokrivaju dvije formulacije paradoksa informacija cr-
nih rupa: elementarnu i modernu, te objasnjavaju moguce nacine da se pa-
radoks rijeSi. U tim se poglavljima crne rupe razmatraju kao kvantno me-
hanicki sustavi te se argumentiraju svojstva njihove evaporacije i Hawkingo-
vog zracenja. Detaljno se objasnjavaju ideje komplementarnosti crnih rupa,
AMPS argumenta te problema kloniranja. NajviSe se fokusira na posljedice
AMPS argumenta, te se objasnjava kako je popularno misljenje u znanstve-
noj zajednici sredinom proslog desetljeca zavrsilo na ideji da se na horizontu
crne rupe nalazi takozvani vatrogzid.

U zadnjem se poglavlju opisuju jos neki zahtjevniji pristupi, kao sto su stru-

naste crne rupe te ER=EPR, ali u znacajno manje detalja.

Kljucne rijeci: Opca teorija relativnosti, kvnanta mehanika, statisticka fizika, termodi-
namika crnih rupa, Hawkingovo zracenje, kvantna teorija polja na zakrivljenim poza-
dinama, entropija, informacija, Pageovo vrijeme, paradoks informacije, neunitarnost,

komplementarnost crnih rupa, problem vatrozida, strunaste crne rupe, ER=EPR.



Quantum aspects of black holes

Abstract

The purpose of this work is to explore the modern literature relating to the
quantum aspects of black holes, the information paradox and firewalls. The
terminology necessary to understand the rest of the work is introduced in
the first two sections. The following two sections then present the infor-
mation paradox itself, as well as a few related problems and their possible
resolutions.

The first section presents aspects of quantum statistical mechanics and in-
formation theory, such as density matrices as well as definitions of entropy,
entanglement and information.

The second section introduces black hole thermodynamics and evaporation,
as well as some aspects of quantum field theory on curved backgrounds.
This covers the mathematical and physical prerequisites, alongside appendix
B which goes over the general relativity relevant to the work.

The following two sections present two formulations of the information pa-
radox: the elementary and the modern approach, as well as some of the
numerous ways in which one can attempt to resolve the paradox. In those
sections, black holes are considered as quantum mechanical systems and fe-
atures of their evaporation and Hawking radiation are explored. Black hole
complementarity, the cloning problem and the AMPS paradox are covered in
great detail. The AMPS paradox is thoroughly explored and explained why;,
during the last decade, the idea of firewalls seems to have prevailed as the
most popular solution to the AMPS paradox.

The last section mentions a few of the more advanced approaches, such as

fuzzballs and ER=EPR, but in far less detail.

Keywords: General theory of relativity, quantum mechanics, statistical mechanics,
black hole thermodynamics, Hawking radiation, quantum field theory on curved spa-
cetimes, entropy, information, information paradox, non unitarity, black hole comple-

mentarity, the firewall argument, fuzzballs, ER=EPR.
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1 Uvod

Prva dva poglavlja se sastoje od uvodenja alata koji ¢e biti potrebni za razumjeti for-
mulaciju paradoksa informacija. Uglavnom se uvode standardni pojmovi i rezultati
iz statisticke fizike i kvantne teorije polja na zakrivljenim pozadinama, formulirani
na nacin koji ¢e biti koristan u paradoksu informacija. Bitno je uvesti kvantnu fiziku
u kontekstu opce teorije relativnosti jer paradoks u neku ruku proizlazi iz prividne
nesloge izmedu tih teorija.
Kljucan zakljucak prva dva poglavlja je da se pojam informacije moze dobro definirati
za bilo koji sustav koji je opisan kvantnim stanjem, te da crne rupe u procesu evapo-
racije (kompletnog nestajanja) emitiraju Hawkingovo zracenje kvantnih cestica te da
stoga moraju bar u nekoj mjeri biti adekvatno opisane kvantnom mehanikom.
Sadrzaj paradoksa se po prvi put formulira u poglavlju 4, gdje se tvrdi da naizgled

vrijede dvije nesuglasne tvrdnje:

1. Kvantno mehanicki sustav crne rupe mora evoluirati unitarno. Bududi da je
poceo u Cistom stanju, mora i zavrSiti u ¢istom stanju, ako kvantna mehanika
vrijedi.

2. Kad crna rupa evaporira, preostaje samo Hawkingovo zracenje koje ima terma-

lan spektar i stoga ne moZze nositi informaciju.

Prva tvrdi da konacno stanje evaporacije mora biti Cisto stanje (ono koje nosi maksi-
malnu informaciju) Hawkingovog zracenja, a druga tvrdi da je bas suprotno slucaj -
da konacno stanje ne nosi informaciju uopce.
Iz ovog razmatranja je jasno da je rjeSenje problema netrivijalno - ili treba odba-
citi kvantnu mehaniku ili treba pronadi gresku u opcenitom izvodu Hawkingovog
zracCenja.
Do kraja poglavlja 4 se istrazuju ove opcije, kao i neke alternative, te se priprema za
modernu formulaciju paradoksa informacija u poglavlju koje slijedi.

Poglavlje 5 sadrzi modernu formulaciju paradoksa te pregled povijesnog toka ne-
kih od predlozenih rjesenja.
Moderna formulacija eksplicitno iznosi pretpostavke paradoksa informacije te argu-
mentira kako bi odbacivanje jedne od njih moglo rijesiti problem informacije, bar u
slu¢aju da ne nastanu nove komplikacije. Zatim se prezentira jedna od prvih popular-

nih ideja "rjeSavanja” paradoksa putem komplementarnosti crnih rupa [46], ideje da
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ako se promatraju samo fizikalno moguéi promatraci (dakle ne oni koji putuju brze
od svjetlosti) paradoksa zapravo ni nema. Zatim se objasnjava AMPS argument [50]
koji proturje¢i komplementarnosti i pokazuje da ona nije konzistentna te sugerira
da postoji takozvani vatrozid, barijera visoke temperature koja se pojavljuje na hori-

zontu crne rupe i koja unistava svakoga tko pokusava uci unutra.

U konacnici, u poglavlju 6 se zakljucuje da unato¢ brojnim pokusajima, defini-
tivnog rjeSenja jos uvijek nema te se u znanstvenoj zajednici jos uvijek vrlo aktivno
pokusavaju pronaci novi pristupi rjeSavanju paradoksa, uglavnom modernijim pris-
tupima poput teorije strune ili AdS/CFTa, neki od kojih se vrlo kratko i opisuju.

Dodatak B sadrzi parcijalnu pozadinu opce teorije relativnosti, koja je takoder
preduvjet za razumijevanje formulacije paradoksa. Spominju se i neke elementarne

motivacije za postojanje paradoksa.

2 Statisticka fizika, entropija i informacija

U ovom ¢u poglavlju uvesti relevantne pojmove iz statisticke fizike i
termodinamike potrebne za razmatranja crnih rupa. Ovo poglavlje
koristi rezultate iz apendiksa B.

Pojmovi opisani u ovom poglavlju: matrica gustoce i svojstva, defini-
cija entropije, von Neumannova entropija i primjeri, entropija ispre-

pletenosti, informacija

2.1 Matrica gustoce

Ovo ¢e poglavlje uglavnom sadrzavati rezultate i interpretacije. Uglavnom se prati:
[17], gdje se mozZe pronadi viSe detalja o izvodima.

2.1.1 Zapis matrice gustoce

Za opise statistickih sustava o kojim ne postoji potpuna informacija, u kvantnoj me-
hanici se koriste matrice gustoce. Za potrebe ovog rada, samo ¢emo ponoviti osnovna

svojstva matrica gustoce.



Poc¢nimo s dva sustava A i B, koji su u proslosti interagirali, a sada su razdvojeni.

Oni su zajedno opisani standardnim ¢istim kvantno mehanickim stanjem:

(e, B) (2.1)

gdje su a i g potpuni skupovi komutiraju¢ih opservabli za sustave A i B. Operator

gustoce se onda definira kao:

p=1¥(,B)) (U(, )] (2.2)
ili zapisano u potpunim ortonormalnim bazama: |«),|f3):

p=2_ pillas) @ 16;)) (exl @ (1))

ijkl

= men [V} (Vnl

(2.3)

gdje su |v) stanja definirana kao skup svih parova |a) i |3), a m i n su zdruzeni indeksi
(i7) 1 (Kl).

U (2.3), komponente p,,, se nazivaju “matrica gusto¢e”, a operator s lijeve strane
jednakosti je "operator gustoc¢e”. "Matrica” je ovisna o bazi u kojoj se reprezentira, a
operator nije, ali distinkcija izmedu tih pojmova nece biti bitna za potrebe ovog rada
pa ih od sad nadalje koristim kao da znace istu stvar.

Matrica gustoce se moze zapisati u obliku koji je posebno prigodan za interpreta-
ciju. Kako se radi o hermitskoj matrici/operatoru (po definiciji), on/-a se moze i

dijagonalizirati, Sto daje:

p=>Y_ P i) (2.4)

Interpretacija realnih svojstvenih vrijednosti P; u jednadzbi (2.4) je vjerojatnost da
se sustav nade u stanju .
Ovako definiran operator ocigledno sadrzi potpunu informaciju o cijelom sustavu,

bas kao i W, i racuni se s njim mogu raditi sasvim analogno kao i s valnom funkcijom.



2.1.2 Osnovna svojstva
Osnovna svojstva operatora gustoce zapisanog kao u izrazu (2.4) su sljedeca:

Baza vektora |i) je potpuna i ortonormalna.

p je hermitski operator ~ P, > 0

Trp=1~>, P =1

Ocekivana vrijednost operatora O se za operator gusto¢e racuna pomocu:

N

(0) = T(pO) = Tx(|¥) (2] 0) = (¥ O |¥) (2.5)

ili u ortonormalnoj bazi

©0) =T (3P )il 0) = 3 Rl O ) (2.6)
5. Jednadzba evolucije operatora gustoc¢e u Schrodingerovoj slici glasi:
Odp
i5y = [H,pl 2.7)

gdje je H Hamiltonijan sustava.

Ova svojstva definiraju kako se radi kvantna mehanika, kad se dani sustav opisuje
operatorom gustoce radije nego valnim funkcijama.

Za sada sve izgleda analogno opisu valnim funkcijama, samo s malo (vizualno)
drugacijim pravilima. Prava korist ovakvog pristupa se vidi tek kad postane jasno
da operatori gusto¢e mogu opisivati sustave koje valne funkcije ne mogu — mijesana

stanja.

2.1.3 Cista i mijeSana stanja u zapisu operatora gustoée

Operatori gustoce mogu dati adekvatan opis vece klase kvantnih sustava od valne
funkcije; konkretno, mogu opisati sustave za koje nije sigurno u kojem su (¢istom)
kvantnom stanju.

Operator gustote se moze u potpunosti zadati u bazi, kao u (2.4), tako da se
zadaju vjerojatnosti P; za neku bazu valnih funkcija; dakle bez da se poc¢ne od stanja
VU. Tako zadan operator gustoce se generalno ne moze zapisati u obliku: ¥W* i stoga
generalno matrice gustoce opisuju vecu klasu sustava od valnih funkcija - specifi¢no,

osim sustava s odredenom valnom funkcijom W, opisuju i sustave za koje nije sigurno
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koja im je to¢no valna funkcija. Takvi se sustavi onda eksplicitno zapisuju izrazima
poput (2.4), gdje se (i| uzima kao vektor dualan vektoru [i). Iz ovoga je jasno da je
opis kvantne mehanike pomoc¢u matrica gusto¢e dobro prilagoden statistickoj fizici,
jer se distribuicija vjerojatnost moze eksplicitno ugraditi u opis putem svojstvenih
vrijednosti P,.

Kriterij koji razlikuje Cista od mijesanih stanja je sljedeci:
Definicija 2.1. Kaze se da je sustav zadan matricom gustoce p u ¢istom stanju kada

se njegova matrica gustoCe moze rastaviti na oblik:

p=¥) (Y| (2.8)

U suprotnom, kaze se da je sustav u mijesanom stanju.

Iako je gornji kriterij sluzbena definicija, on se moze izre¢i u operativnijem for-

matu. Matrica gustole p opisuje ¢isto stanje ako vrijedi:

0P =p (2.9)

tj. djelujudi tragom: Trp? = 1. Ovaj je kriterij ekvivalentan pitanju postoji li izbor
baze |i) tako da se koordinatna reprezentacija operatora gustoée (2.4) moZe svesti
na oblik: P, = d;; tj. da se baza moze rotirati tako da je jedan od [i)-eva to¢no Cisto

stanje | V) koje treba opisati.

2.1.4 Isprepletena stanja

Kvantna stanja mogu biti isprepletena, S$to rije¢ima znaci da postoje podsustavi koji
interagiraju, tj. izmedu kojih postoje kvantne korelacije. Koncept isprepletenosti je
povezan s mijeSanim stanjima (i u biti je uzrok zasto ona i postoje), kao Sto ce se
objasniti u tekstu koji slijedi.

Isprepletenost se moZze definirati na sljede¢i nacin:

Definicija 2.2. Definicija isprepletenog stanja
Recimo da imamo sustav AB, koji je opisan Cistim stanjem | V).

Ako se valna funkcija tog sustava ne moze zapisati u obliku:

V) = |¥) , @ V)5 (2.10)



kazemo da je stanje |V) isprepleteno stanje, tj. da su podsustavi A i B isprepleteni.

Primjer isprepletenog stanja su recimo stanja singleta ili tripleta dva spina:

1
V) ap = E(|T>A s £ )4l s) (2.11)

Potpuno je jasno da je ovo stanje kompletno dobro opisano cistim stanjem [¢)) i da
nema potrebe za matricom gustoce.

Razlog zasto su isprepletenost i mijeSanost stanja ipak povezani je jer podsustavi
Aili B zasebno nemaju adekvatne opise pomocu valnih funkcija, ve¢ se mogu opisati
samo mijeSanim stanjima.

Dakle, koncizno receno, veza izmedu pojmova isprepletenosti i mijeSanosti je
dana sljedec¢om tvrdnjom: Opdeniti podsustav sustava opisanog Cistim isprepletenim
stanjem Ce biti opisan mijesanim stanjem. Tu vrijedi istaknuti pocetak tvrdnje: opceniti
podsustavi. Ako se sustav odabere na poseban nacin (recimo ako postoji Cestica koja
nikako ne moZe interagirati s ostatkom sustava), u nekim je slu¢ajevima moguce da
i podsustav bude u ¢istom stanju, ali to nije uobicajena situacija.

Intuitivni razlog zasto je to tako je jer je dio “informacije” o stanju |¥) pospremljen
u korelacijama izmedu podsustava A i B. Drugacije receno, promatramo li A indi-
vidualno, mi zapravo promatramo neizolirani sustav, za koji ishodi eksperimenata
ovise o tome Sto se dogada u B. U tom smislu mi o¢ito nemamo potpuno valjan opis
stanja A, ako istovremeno ne pratimo i stanje B. Stoga ne mozemo biti apsolutno
sigurni u opis A te trebamo posegnuti za statistickim opisom, tj. matricom gustoce.
Konkretna primjena ovog razmatranja na statisticku fiziku bi bila da se za sustav B
uzme “okolina” naseg sustava, s kojom sustav A, koji nam je od interesa, ima iznimno
slozenu isprepletenost. Tada ga nikako ne mozemo opisati ¢istim stanjem, jer je in-
formacija o Cistodi isprepletena s neprativo kompleksnom okolinom, i prisiljeni smo
koristiti matricu gustoce, tj. statisticki opis.

Nalaze se pitanje: Kako se eksplicitno dobije opis nekog podsustava A, ako imamo
ukupno cisto stanje |¥). To se radi uzimanjem parcijalnog traga operatora gustoce

|W) (U] po potprostoru B i biti ¢e opisano u sljede¢em potpoglavlju.



2.1.5 Parcijalni trag i podsustavi

Preostaje pitanje kada se u fizici javlja potreba za mijesanim stanjima. Kao Sto je
ranije spomenuto, jedan primjer je statisticka fizika, u kojoj je cilj opisati sustave s
izrazito velikim brojem stupnjeva slobode koji nekontrolirano interagiraju sa svojom
okolinom i stoga su s njom isprepleteni. Kako se valne funkcije za takve sustave ne
mogu tocno izracunati, oni su a priori opisani matricom gustoce.

Ovo je praktitna motivacija za matricu gustoce, ali nije neophodna jer potreba za
mijesanim stanjima proizlazi iz nas kao opazaca koji ne mozemo izmjeriti to¢nu valnu
funkciju ili savrseno izolirati sustav. Kada bismo mogli, potreba za mijesanim stanjem
ne bi postojala.

S druge strane, primjer koji zaobilazi ovakav prigovor i ukazuje na neizbjeznu
potrebu za mijeSanim stanjima se moze pronaci u opcoj teoriji relativnosti, u pros-
torvremenima s horizontima dogadaja. Ako imamo slozeni kvantni sustav koji pro-
izvoljno podjelimo na dva dijela, te zatim jedan dio ubacimo u crnu rupu, a drugi dio
ostavimo van crne rupe, onda je istina da postoje bar neki promatraci u prostorvre-
menu - konkretno oni koji su unutar crne rupe - koji nikad nece imati pristup dijelu
sustava izvan crne rupe. Takvi promatraci nemaju izbora nego opisivati stanje dijela
sustava koji vide matricom gustoce.

Na primjeru ovog drugog slucaja ¢emo sada uvesti parcijalni trag operatora gustoce
koji se, kao Sto je najavljeno, koristi za dobivanje opisa podsustava isprepletenih sus-
tava.

Recimo da imamo neki sustav AB, opisan valnom funkcijom |V). Nadalje, recimo
da nam je, kao promatracima, samo podsustav A dostupan (jer je sustav B recimo
upao u crnu rupu ili nesto slicno). Mi onda ne mjerimo valnu funkciju |¥) kao $to je
dana gore, ve¢ samo njen dio koji je dostupan iz mjerenja na podsustavu A.

Tvrdnju da nam je dostupan samo dio valne funkcije mozemo uciniti matematicki
preciznijom tako da kazemo da nemamo pristup mjerenjima na potpunom skupu

operatora {O;} za koje vrijedi:
> 0;=14p (2.12)

ve¢ mozemo mjeriti samo neki podskup o C O;. Analogno, postoji drugi podskup

operatora 3 C O, dostupan samo promatracima u podsustavu B, koji zajedno s « ¢ini
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potpun skup operatora. Treba napomenuti da « i § ¢ine potpune skupove operatora
na potprostorima A i B ukupnog Hilbertovog prostora H 4.

Potpun opis stanja |¥) je dan racunanjem ocekivanih vrijednosti na potpunoj bazi
operatora O = (a, ) (u smislu skupa svih uredenih parova), a kako mi kao proma-
traci u podsustavu A nemamo pristup potpunoj bazi, o¢ekujemo da ¢e i stanje kojim
opisujemo sustav generalno biti nepotpuno.

Dobar opis takve situacije se moze izraziti rjecnikom operatora gustoce. Nacin na
koji se dobije opis samo sustava A jest da se uzme parcijalni trag po opservablama

podsustava B:
palaa’) = Trpp = 3 |W(a, B) (¥(c, B)] (2.13)
B

Takvim se postupkom sustav B "odracuna” iz opisa i ostaje nam samo dio operatora
gustoce koji ovisi o opservablama sustava A. Ovaj izraz je poanta ovog potpoglav-
lja - uzimanje traga po podskupu svih stupnjeva slobode mi njih “odra¢unavamo” iz
ukupnog stanja sistema.

Ovakvo uzimanje parcijalnog traga nosi sa sobom neke posljedica, primarno, ne moze
se garantirati da ¢e reducirana matrica gustoée p opisivati Cisto stanje sustava; vec
¢e u najgorem slucaju biti potpuno statisticka mjesavina. Situacija u kojoj ¢e redu-
cirana matrica ipak opisivati Cisto stanje je kada sustavi A i B na pocetku nisu bili

isprepleteni, i stanje ¥ se moze dekomponirati:

U(a, B) = Vala) @ Up(B) (2.14)
U tom slucaju, matrica gustoce glasi:

p=1¥(e, B)) (U(, B)] = [[Wale)) @ [Wp(B)) (Wala)] @ (Wp(5)]]

(2.15)
= [Wa()) (Pa()| @ [W5(8)) (V5(5)]
a uzimanje parcijalnog traga daje:
pa(a,a’) =Trgp =Y [Wa(a)) (Va(a')| @ [¥5(8)) (Vs ()| (2.16)

B



iz Cega, nakon koriStenja potpunosti skupa komutirajuc¢ih opservabli 5 daje:
pala, o) = [Wa(a)) (Pa(d)| @ 1p (2.17)

tj. tocno definiciju matrice gustoce Cistog stanja ¥ 4(«).

2.2 von Neumannova entropija

Sad kad imamo potpun opis kvantne mehanike mijeSanih stanja, bilo bi korisno imati
veli¢inu koja kvantificira tu mijesanost. Ispostavlja se da je takva velic¢ina vrlo sli¢cna
entropiji i koristit ¢e se u opisu paradoksa informacija crnih rupa, pa ju stoga vrijedi
sada uvesti.

Entropija je veli¢ina koja obi¢no mjeri razinu neznanja o sustavu o kojem je rijec.
Ako je sustav sastavljen od stupnjeva slobode koji su nam nepoznati, tj. koje opi-
sujemo statisticki, kazemo da oni fluktuiraju. Entropija se onda ”slikovito” moze
definirati kao volumen (tj. monotona funkcija volumena) konfiguracijskog prostora
unutar kojeg se te fluktuacije dogadaju.

Ta definicija entropije se moze izre¢i na konkretniji nacin, koji ¢e nam biti koristan u

diskusiji o crnim rupama:

Definicija 2.3. Entropija sustava definiranog makroskopskim varijablama
Za sustav u odredenom makroskopskom stanju definiranom makroskopskim varija-
blama (M;, Ms, ..., My) entropija se moZe shvatiti kao logaritam broja mikrostanja

koja reproduciraju zadano makroskopsko stanje.

Matematicki, entropija ima vise definicija, ovisno o detaljima u koje ovdje ne¢emo
ulaziti, ali verzija koja je relevantna za kvantnu mehaniku je takozvana von Neuman-

nova entropija:

S=—-Tr{plnp} ~ — /dxp(x) In p(x) (2.18)

gdje je p neka prikladna distribucija vjerojatnosti koja opisuje u kojem je stanju sus-
tav, a trag predstavlja neki opceniti postupak sumiranja po stanjima sustava, prikla-
dan situaciji. U kvantno mehani¢kom slucaju, p je matrica gustoce, a trag je doslovno
trag po svojstvenim vrijednostima.

Smisao definiranja entropije pomoc¢u matrica gustoce slijedi iz direktne analogije

matematike matrica gustoce sa slikovitom definicijom iz statisticke fizike (Definicija
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2.3):

* Statisticka fizika kaZze: "Neodredenost mikrostanja koje opisuju dano makrosta-

nje odreduje entropiju sustava.”

* S druge strane, u kontekstu kvantne mehanike se moze izre¢i sljedeca tvrdnja:
"Neodredenost valne funkcije koja opisuje neki kvantni sustav izrazen pomocéu

matrice gustoe odreduje kvantnu entropiju tog sustava.”

Ova slicnost sugerira da su matrice gustoc¢e pogodne za opisivanje entropije kvantnih
sustava, tj. vodi nas na definiciju kvantne entropije po analogiji s klasi¢cnom entropi-
jom.

Standardan primjer koji se slaze s definicijom (2.18) slijedi:

Primjer 2.4. Ako se uzme sustav kojem je konfiguracijski prostor: RY, a raspodjela
vjerojatnosti je dana tako da ima konstantnu vrijednost p = 1/Vol(I') na nekom

potprostoru I' dimenzije d. Entropija onda glasi:

1 1 .
S =— /F Vol(T) In (Vol(F)) = In Vol(T") ~ dIn(dimR) (2.19)

gdje je integral dao faktor Vol(T"), koji se pokratio s faktorom ispred logaritma.
Veli¢ina koja se dobije odgovara ”slikovitoj definiciji” od ranije — entropija je (mono-
tona) funkcija volumena konfiguracijskog prostora.

Ovakvo razmatranje vrijedi i u kvantnoj mehanici, u kojoj se konfiguracijski pros-

tor zamjenjuje s Hilbertovim prostorom, a sve ostalo ostaje isto.

Interpretacija gornjen rezultata za opcenitu distribuciju vjerojatnosti je sljedeca:
Izraz (2.18) daje ugrubo broj stanja koja su znacajno zastupljena u toj distribuciji.
(Slika 2.1). Ako uzmemo u obzir sve moguce (normalizirane) distribucije vjerojat-
nosti na kompaktnom nosacu I', konstantna distribucija je maksimalno entropicna.
To ima smisla, jer sve "lokaliziranije” distribucije izgledaju sli¢nije delta funckiji, tj.
¢istom stanju.

Konacno, vrijedi uvesti i mjernu jedinicu entropije (i posljedi¢no informacije) —

bit, koji se definira na diskretnom sustavu s dva stanja:

Primjer 2.5. Uzmimo sustav s dva stanja, npr. izolirani elektron sa spinom gore ili

dolje. Ako ne znamo u kojem je stanju spin, u odsutnosti bilo kakvih magnetskih
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Vjerojatnost zasupljenja

Kriterij znacajno zastupljenog stanja

v LY. Stanja sustava
Entropija mjeri ovaj raspon

Slika 2.1: Tlustracija ”"znacajno zastupljenih stanja” u danoj distribuciji vjerojatnosti

polja, mozemo objema moguc¢nostima pridruziti jednake vjerojatnosti. Von Neuman-

nova entropija onda daje:

== p@)npla) = —(p(t) mp(t) + p(1) mp(4)) =2 =1bit  (2.20)
z=1
Analogno, za sustav od N spinova sa svih 2%V stanja jednako vjerojatnih, ukupna
entropija sustava je:

1 1
S:—Zp(:ﬁ)lnp(m) :—22—N1n2—N:N1n2:Nbitova (2.21)

gdje x predstavlja mogucéa (mikro)stanja sustava, tj. sve moguce konfiguracije N-

spinskog lanca, kojih ima 2%.

2.3 Entropija isprepletenosti

Entropija se obicno definira za sustave o kojima nemamo potpunu informaciju, i
koristimo statisticki opis, ali kao Sto smo ranije naveli, opisi matricama gustoce se
prirodno javljaju i kad opisujemo podsustave isprepletenih cCistih stanja. Stoga, u
svrhu interpretacije argumenata u kasnijim poglavljima sad uvodimo i naziv entropija

isprepletenosti, koja mjeri koliko je dani (pod)sustav isprepleten s ostatkom svemira.
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Klju¢no je imati na umu da termin entropija isprepletenosti nije niSta novo; entro-
pija isprepletenosti je isto Sto i von Neumannova entropija u svakom matematickom
smislu te se tako i definira (izraz (2.18)). Razlika je iskljucivo u situaciji u kojoj se
naziv Koristi. Entropija isprepletenosti eksplicitno spominje isprepletenost i stoga na
nju stavlja fokus - treba se pitati ”s ¢ime je isprepleten nas sustav”, radije nego da se
u duhu standardne statisticke fizike p shvati kao distribucija vjerojatnosti i da se na
isprepletenost s okolinom ”zaboravi” jer ju ne¢emo ni pokusati opisati.

U nastavku ¢emo navesti neka fizikalna i matematicka svojstva koja slijede iz
razmisSljanja o entropiji isprepletenosti te definirati popratne termine kao: termodi-

namicka entropija, krupnozrnata entropija, sitnozrnata entropija i informacija.

2.3.1 Entropija isprepletenosti

Ako postoje dva sustava A i B, i isprepleteni su u stanje ¥(«, ) s matricom gustoce

p, onda se entropija isprepletenosti moze definirati na reduciranoj matrici gustoce:
pa=Trgp (2.22)

koja generalno predstavlja mijeSano stanje.

Definicija 2.6. Entropija isprepletenosti je dana von Neumannovom formulom (2.18):

SvonNeurnann(pA) = - Tr(pA In pA) (223)

i mjera je toga koliko p4 odstupa od Cistog stanja. Ovdje se trag treba shvatiti kao

suma svojstvenih vrijednosti.

Ako je p Cisto stanje, entropija isprepletenosti iS¢ezava:

Sw(p) = =Tr(plup) = =Y (il plupli) = (Y] (J¥) (¥]) n ([) (@) [¢)
: (2.24)

=—1-In1=0

gdje su |i) svojstveni vektori operatora p, te se iskoristilo svojstvo da su p i In p simul-
tano dijagonalizabilni. U predzadnjem koraku smo bazu |i) odabrali tako da jedan

od vektora odgovara to¢no stanju |¢), dok su ostali vektori ortogonalni.
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Tvrdi se da entropija isprepletenosti S,n mjeri koliko su dva podsustava ispreple-

tena i stoga bi svakako trebalo vrijediti da daje istu vrijednost za oba podsustava.

Tvrdnja 2.7. Kad se neki izolirani sustav u ¢istom stanju, opisan s p = |¥) (¥|,
podijeli na sustave A i B, neovisno za koji racunamo entropiju isprepletenosti, u oba

slu¢aja bismo trebali dobiti isti iznos:

Sen(pa) = Sun(pB) (2.25)

Ovo se eksplicitno moze pokazati [2].

Dokaz 2.7.1. Recimo da je ¢ svojstveni vektor operatora p s (realnom) svojstvenom

vrijednosti A

pad~ > pala,a)p(a’) =Y (Z U(a, B) W (o, 5))¢(o/) ~ A (2.26)
o o B

gdje su se ~ koristili u prelazu iz operatorskog izraza u raspis po bazi. Tvrdnja je

da ako se uzme: x(8') = >, ¥(«/, 5')¢* ('), x Ce biti svojstveni vektor pp s istom

svojstvenom vrijednosti:

o' ff (2.27)

gdje se koristilo svojstvo da su p4 i pp hermitske matrice, i time da su im svojstvene
vrijednosti realne.

pa 1 pp imaju iste svojstvene vrijednosti jer postoji bijekcija ¢ — x koja im povezuje
svojstvene vektore.

Kako je Syx(p...) funkcija samo svojstvenih vrijednosti operatora p_, odmah slijedi da
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imaju i iste entropije isprepletenosti.
Ovaj dokaz ovisi o tome da je pocetni sustav p u Cistom stanju, jer bi inace mogao
postojati dodatan sustav C, tako da ABC ¢ini Cisto stanje, te bi podsustavi A i B

mogli s njime imati razlicite isprepletenosti.

Vidimo stoga da vrijedi logi¢no svojstvo - ako su dva sustava A i B medusobno (i
samo medusobno) isprepleteni, onda im je entropija isprepletenosti jednaka.

Ponekad ¢emo spominjati “maksimalno mijesano stanje” ili "maksimalno mijesanu
matricu gustoc¢e”. To stanje opisuje sustav koji je maksimalno isprepleten s vanjskim

sustavom koji je izvan nase kontrole. Definira se na sljede¢i nacin:

N

1 1
paivis = ) il =51 (2.28)

i=1

dakle radi se o jedinicnom operatoru, do na normalizacijski faktor.
Definicija je motivirana maksimalno isprepletenim stanjem; u najjednostavnije

slu¢aju dva identi¢na dvorazinska sustava na Hilbertovom prostoru H,s = H ® H:

1
|¢Maksimalno Isprepleteno> - _2<|T> 0%y |\L> = |\L> ® |T>) (229)
s (Cistom— Syx(pmr) = 0) matricom gustoce:

par = o) @l = 5 (11) (11 14) (1 + 1) (1 @ 1) {1

(2.30)
£ 1) (4 @ W) (1] ) (1 @ 1) 4 )

Ova matrica gustoce opisuje dva sustava koji su maksimalno isprepleteni. Uzmemo

li sada parcijalni trag:

\ 1
Tro pa = Y Tr{(1 @ i) (il)panr} = S U {1+ ) () = paawss (2.31)
=1
preostaje opis samo jednog dvorazinskog sustava koji je "maksimalno mijesan”, u
smislu da svaki stupanj slobode ovisi o jednom stupnju slobode koji smo izbacili
iz opisa, i stoga su svi stupnjevi slobode (u ovom slucaju samo jedan) statisticki
odredeni s jednakom vjerojatnosti. Ovaj se rezultat lako generalizira na slozenije

sustave.
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2.3.2 Veza s termodinami¢ckom entropijom

Kako govorimo o entropiji isprepletenosti, nalaze se pitanje — je li to ista entropija iz
termodinamike / statisticke fizike, i ako nije opcenito, postoji li bar neka poveznica?
Ocigledno je da entropija isprepletenosti nije aditivha po podsustavima — poceli smo
od cCistog stanja s 0 entropije, a nakon subdivizije imamo dva sustava s istom entro-
pijom Syn, koja genericki ne iScezava, osim ako su oba podsustava takoder u Cistom
stanju. Ovo je ocito u kontradikciji s takozvanom termodinamickom entropijom iz
statisticke fizike koja je aditivna po podsustavima i stoga zaklju¢ujemo da se radi o
dvije razlicite fizikalne velicine.

Poznato je iz statisticke fizike da ako se promatra jako mali podsustav nekog
slozenog sustava opisanog s p, reducirana matrica gustole za taj sustav ¢e poprimiti

kanonski oblik [1]:

e_ﬁHpodsustav

PTermalno = 7 (232)

Termodinamicka entropija se onda definira ovako:
STD - Z STermalno<i) = Z PTermalno (2) In PTermalno (2) (2.33)

gdje su 7 indeksi pojedinih malih podsustava koji su svi u termalnoj ravnotezi s os-
tatkom sustava, a preqmaino(?) je reducirana matrica gustoce za taj mali podsustav.
Ovako definirana entropija je po definiciji aditivna po podsustavima.
Termodinamicka entropija nekog sustava se onda moze shvatiti kao limes entro-
pije isprepletenosti gdje sustav shvacamo ”lokalno”, u smislu da zanemarujemo sve
korelacije izmedu razlicitih podsustava. Poanta je ovdje da korelacije medu podsusta-
vima generalno imaju efekt prociS¢avanja ukupnog stanja, nesto sto termodinamicka
entropija ignorira.
Ta se tvrdnja moze vidjeti na sljede¢i nacin: Uzmimo sustav A koji je isprepleten sa

sustavom B. A ¢e imati kona¢nu entropiju isprepletenosti :

Sen(A) (2.34)
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Direktna sumacija bi onda vodila na izraz za termodinamicku entropiju:

STD(AB) ~ SVN(A) + SVN(B) = QSVN(A) (235)

ali uzimanje ukupnog stanja bi vodilo na:

Sin(AB) =0 (2.36)

dakle zaklju¢ujemo da su bas korelacije izmedu A i B odgovorne za razliku izmedu
termodinamicke entropije i entropija isprepletenosti. Ovo je indikacija da je termo-
dinamicka entropija gornja meda entropiji isprepletenosti te da razlika izmedu njih
govori o korelacijama izmedu sustava A i B, tj. mjeri koliko je informacije o ukup-
nom cistom stanju AB posprepmljeno u korelacijama. Ako razlike izmedu entropija
nema, onda su oba podsustava u ¢istom stanju, i razmatrajudi ih individualno se o
ukupnom sustavu moze saznati ista informacija kao i kad ih se gleda zajedno. Ako
je pak razlika izmedu entropija velika, znaci da je klju¢no razmatrati bas korelacije
medu sustavima jer one sadrze znacajan udio ”informacije” o ukupnom cistom sta-
nju.

Dodatna interpretacija razlike izmedu termodinamicke i von Neuamnn entropije ¢e
biti dana u potpoglavlju o informaciji.

Konacno, treba komentirati da se termodinamicka entropija definira drugacije,
ovisno kako definiramo “mali podsustav” u gornjoj definiciji. Ako se za podsustav
uzme "fiksna energije i broj Cestica”, p ¢e poprimiti oblik mikrokanonske distribucije
na prostoru stanja koja zadovoljavaju te uvjete. Analogno se mogu osloboditi jedno

ili oba ta ogranicenja, sto onda vodi na kanonsku i velekanonsku distribuciju.

2.3.3 Dodatna svojstva von Neumannove entropije

Svojstvo koje ¢e nam kasnije trebati je takozvana jaka subaditivnost, koja vrijedi za
proizvoljni sustav opisan matricom gustoce p. Podijeli li se sustav na tri podsustava

1, 21 3, rezultat glasi:

Sun(p) + Sun(p2) < Sunl(piz) + Sen(p2s) (2.37)

16



gdje p13 = Try p predstavlja reduciranu matricu gustoce podsustava 1+ 3, i analogno.
Dokaz se moze pronaci u literaturi [31].
Alternativni rezultat koji se takoder naziva jaka subaditivnost von Neumannove en-

tropije se moze pronaci u [58] i glasi:
Syn(p1) + Sun(ps) < Syn(p12) + Sen(p23) (2.38)

Iz ovog rezultata odmabh slijedi i slaba subaditivnost. U slucaju da za podsustav
2 odaberemo prazan sustav, te da se sustavi 2 i 3 (radi estetskih razloga) u gornjem

rezultatu zamjene, slijedi:

SVN(P) S SVN()OI) + SVN()OQ) (239)

koji kaze da je von Neumannova entropija podsustava uvijek ve¢a od entropije ukup-
nog sustava.

Postoji jos jedno svojstvo isprepletenih sustava koje ¢e biti bitno, a to je monoga-
mija isprepletenosti — tvrdnja da dano kvantno stanje moze biti maksimalno ispreple-
teno samo s jednim drugim Cistim stanjem.

Konkretnije, ako imamo ukupni sustav ABC' s Hilbertovim prostorom H @ H ® H,
te je podsustav AB u ¢istom stanju |¢) , 5, tvrdnja je da reducirana matrica gustoce
Trp papc Ne moZe opisivati sustav u istom Cistom stanju ) ,~ = |¥) 45-

Ovo slijedi direktno iz jake subaditivnosti entropije isprepletenosti. Recimo da uz-

memo ABC' u Cistom stanju |¢), te tvrdimo da vrijedi:

TrB PABC = TrC PABC = ‘¢max> <wmax| (240)

gdje je stanje |tax) dano produktom maksimalno isprepletenih stanja:

1

[Ymax) ap = 2(!T>A Q) p—a®IMp) (2.41)

S

i identi¢no tako, za sustav AC.

Onda iz jake subaditivnosti slijedi:

S(ABC) + S(A) < S(AB) + S(AC) (2.42)
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gdje znamo da su sustavi AB i AC po pretpostavci opisani istim maksimalno ispre-
pletenim Cistim stanjem, i stoga da su im von Neuamnn entropije iste i jednake nuli.

Koristeci da je i ABC' u ¢istom stanju, imamo:

S(A) < 2S(AB) =0 (2.43)

Kako je von Neumannova entropija strogo pozitivna veli¢ina, ovo generalno nije
moguce, osim ako je S(A) = 0. Po jednakosti entropija isprepletenosti onda sli-
jediiS(B) = S(C) = 01i stoga zakljucujemo da je cijeli sustav u ¢istom produktnom
stanju papc = pa @ pp  pc-

Zakljucujemo da jedan sustav ne moze biti istovremeno maksimalno isprepleten s

dva razlicita sustava, i stoga da je isprepletenost monogamska.

2.3.4 Informacija

Informacija u podsustavu A se definira kao razlika izmedu termodinamicke entropije

i entropije isprepletenosti:

I'=Srp(A) — Sin(A) (2.44)

Ideja je ovdje da termodinamicka entropija predstavlja maksimalno neureden pod-
sustav za koji ne poznajemo nikakve korelacije, a entropija isprepletenosti nam go-
vori o koli¢ina korelacija koje smo izgubili kad smo napravili parcijalni trag po os-
tatku sustava. Ako je S,x manja od termodinamicke entropije, znac¢i da su neke
korelacije ipak prezivjele unutar podsustava, i stoga sustav sadrzava bar nesto infor-
macije. Sustav u ¢istom stanju sadrzi maksimalnu koli¢inu informacije tj. savrSeno je
tocno odreden.

Ovako definirana informacije je o¢uvana u svim poznatim zakonima fizike i, kao
sto Susskind tvrdi [2], zakon oCuvanja informacije je najfundamentalniji zakon prirode.

Ta tvrdnja se u klasi¢noj i kvantnoj fizici manifestira na sljede¢i nacin:
Klasi¢no, o¢uvanje informacije se moze izre¢i pomocu Liouvilleovog teorema: "vo-
lumen faznog prostora koji opisuje neki sustav ostaje isti nakon vremenske evolu-
cije”. Kvantno mehanicki, ocuvanje informacije je osigurano unitarnom evolucijom

¢istih stanja, te odredenim teoremima o nemogucnosti skrivanja informacija (eng.
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no-hiding theorem) [19] koji, slikovito govoredi, garantiraju da je je valna funkcija
ocuvana [20]. Nadalje, posljedica sacuvanja informacije je da sustavi ne bi smjeli
modi evoluirati iz ¢istih u mijeSana stanja, jer bi se time gubila informacija.
Ove tvrdnje garantiraju da su ¢lanovi u definiciji informacije (izraz 2.44) oboje ocuvani.
To slijedi jer su oba klasi¢no opisana ansamblima na koje se moZze primijeniti Liouvil-
leov teorem ili u kvantnom slucaju matricama gustoce (u termodinamickom slucaju
maksimalno mijeSanom matricom gustoce, a u von Neumannovom slucaju kojom god
da se dobije uzimanjem reducirane matrice gustoc¢e za podsustav koji promatramo).

Ipak, postoji jedan problem; cini se da je ovakva definicija o¢uvanja informacije u
kontradikciji sa drugim zakonom termodinamike. Drugi zakon termodinamike tvrdi
da termodinamicka entropija raste u vremenu i nejasno je kako to pomiriti s tvrd-
njama o ocuvanju kako su izlozene ovdje. Kombiniranjem ovih tvrdnji, zakljucujemo
da se kolicina informacije povecava u vremenu, Sto naravno nije smisleno. Razlog
zaSto nailazimo na ovaj problem je Sto za definiciju termodinamicke entropije iz iz-
raza (2.33) taj zakon ne vrijedi, i treba se napraviti dodatan korak da se dode do
prave standardne termodinamicke entropije. U svrhu toga, sada ¢emo uvesti sitnozr-
natu entropiju i krupnozrnatu entropiju.

Nazivi ovih entropija dolaze iz toga sto se krupnozrnata entropija zapravo dobiva

uprosjecenjem sitnozrnate entropije po podsustavima i zatim zbrajanjem:

Skrupnozrnata = /dk Pk In Pk (245)

gdje je k neka oznaka podsustava.

Ova procedura uprosjecenja je zapravo ono Sto se radi u statistickoj fizici, gdje je
poznavanje stanja sustava ograni¢eno jer bi mjerenje egzaktnog stanja ukljucivalo
odredivanje to¢ne valne funkcije za ~ 10?° ¢estica. Umjesto toga su poznata samo
neka ogranicenja (recimo broj Cestica ili energija) i posljedi¢cno se uzimaju prosjeci
sustava po ansamblu, rezultat ¢ega je krupnozrnata entropija.

Da bismo ovo vizualizirali, mozemo se posluziti simboli¢cnom slikom ansambla:
re¢i cemo da je naSe nepoznavanje tocnog stanja sustava ekvivalentno uzimanju e-
kugle u faznom prostoru. Ovo svodi (krupnozrnatu) entropiju na volumen faznog
prostora koji te e-kugle obuhvacdaju. Ovaj je pristup u nekom naivnom smislu tocan,

recimo za idealni plin, iako mozda nije savrSena analogija u sloZenijim situacijama.
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Kako bismo ilustrirali primjenu ovih termina, mozemo sada pogledati jednostavan

primjer:

Primjer 2.8. Recimo da nam je dan vrlo sloZen sustav (recimo plin 10?0 fotona)
u tocno odredenom cCistom stanju koje nam nije poznato i zadatak nam je pratiti
evoluciju. On je predstavljen jednom to¢kom u Hilbertovom prostoru i stoga ima
sitnozrnatu, tj. von Neumannovu entropiju jednaku 0.

Mi tom sustavu ne mozemo prakticno odrediti mikrostanje i stoga se drzimo samo
nekolicine makroskopskih parametara koji fiksiraju e—kuglu u Hilbertovom prostoru,
gdje je varijabla ¢ odredena mjerenjima koja jesmo uspjeli napraviti i nije obavezno
mala. Mi unutar te e-kugle njemu pridjeljujemo neku raspodjelu vjerojatnosti; u
ovom slucaju mikrokanonsku — sva su stanja jednako vjerojatna, radi jednostavnosti.
Ta raspodjela implicira da iz nase perspektive taj sustav ima kona¢nu krupnozrnatu,
tj. termodinami¢ku entropiju proporcionalnu ~ €3.

Kako taj sustav evoluira, on ¢e evoluirati unitarno po zakonima kvantne mehanike
i konacno stanje ¢e ponovno biti ¢isto, s O sitnozrnate entropije. Sitnozrnata entropija
je oCuvana.

Iz perspektive statistickog opisa e—kuglom, mi promatramo evoluciju skupa cistih
stanja unutar kugle, i tvrdimo da je entropija sustava dana volumenom Hilbertovog
prostora u koju ta kugla evoluira. Svojstvo iznimno slozenih sustava je “kaoti¢no
ponasanje”, tj. da ¢e bliske tocke (konkretno, one unutar nase e—kugle) u faznom,
tj. Hilbertovom prostoru genericki evoluirati u volumen fraktalnog oblika, dimenzije
ovisne o veli¢ini parametra ¢ [18]. Kako nas nakon evolucije zanima ponovno ispitati
stanje tog sustava, mi ponovno moramo napraviti mjerenje na njemu, Sto svaku tocku
Hilbertovog prostora obuhvac¢a novom e—kuglom. Za fraktalan objekt to daje vrlo ve-
lik volumen, sigurno znacajno veci od pocetne e kugle. U ovom slucaju, krupnozrnata

entropija je porasla u vremenu, u skladu s drugim zakonom termodinamike.

Kompletno analogno ovome, mozemo promatrati i sustav koji od pocetka nije u
¢istom stanju, vec je isprepleten s nekim vanjskim sustavom (recimo okolinom) nad
kojom nemamo kontrolu. Smisao ovog primjera koji slijedi je da se vidi kako postoje
dvije vrlo razlicite raspodjele vjerojatnosti koje ulaze u definicije entropija, te da se

razjasni od kud one potjecu.

Primjer 2.9. Sada zamisljamo da promatramo sustav A koji je u najboljem slucaju
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moguce opisati mijeSanim stanjem p4. To je fundamentalna posljedica Cinjenice Sto
je A isprepleten s okolinom F i ne postoji bolji mjerni uredaj koji bi nam mogao
otkriti o kojem se to¢no stanju radi, bez da proSirimo opis i na okolinu £. U tom je
smislu p, maksimalna informacija koju mozemo dobiti o A vrSenjem mjerenja na A.
Mijesano stanje p4 mozemo vizualizirati kao neki volumen €2 u Hilbertovom prostoru
sustava AF koji obuhvaca sva moguca Cista stanja koja bi uzimanjem parcijalnog

traga po F dala reduciranu matricu gustoce p:
{Q = {|U)} C Hap| Trp W) = pA} (2.46)

Matricu gustoce u ovom slucaju shvac¢amo kao raspodjelu vjerojatnosti stanja sustava
koja je kompletno neizbjezna posljedica kvantne mehanike, tj. nije uzrokovana ne-
adekvatnim mjernim uredajima ili tehnikama, ve¢ samim izborom sustava na kojem
se vr$i mjerenje.

Sitnozrnata entropija A je onda dana ugrubo logaritmom volumena Hilbertovog pros-
tora () iz izraza (2.46), u skladu s primjerom 2.4. Prikaz sitnozrnate entropije je dan
na slici 2.2 u plavoj boji.

Kako matrice gustoce evoluiraju unitarno, volumen Vol{Q2} koji je obuhvaéen na
pocetku ostaje isti i nakon evolucije, iako mu se oblik moze proizvoljno promije-
niti (kao Sto i hoce, za slozene sustave). Egzaktan volumen stanja koja su znacajno
zastupljena u raspodjeli, i stoga sitnozrnata (von Neumannova) entropija, su stoga
egzaktno ocuvani kao posljedica evolucije.

U analogiji s proslim primjer, krupnozrnatu entropiju dobijemo vrSenjem mjere-
nja na sustavu A, uz uvjet da nemamo vremena / alata za izvuci svu informaciju o
sustavu i dobiti to¢no p,4, ve¢ se moramo zadovoljiti samo nekim ogranicenjima na
sustav i pristupom ansambla. Jo$ jednom ansamble modeliramo uzimanjem e-kugli
oko egzaktnog stanja sustava. Kljucna je razlika ovdje Sto je sada egzaktno stanje
sustava ve¢ raspodjela vjerojatnosti p4 na volumenu Vol{Q2}, radije nego toc¢ka u Hil-
bertovom prostoru, pa stoga uzimamo e-kuglu oko svake tocke u raspodjeli.

U Hilbertovom prostoru se ovo manifestira kao uzimanje kugle oko svake tocke koja
predstavlja mijeSano stanje i rezultat je nesto veca kugla (slika 2.2, crveno) koja obu-
hvaca raspodjelu mijesanog stanja (slika 2.2, plavo).

Na slici 2.2 manja kugla (plava) predstavlja sitnozrnatu entropiju koja nastaje zbog
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statisticog opisa mijesanog stanja i kompletno je neizbjezna (osim ako prosirimo
sustav), a veca kugla (crvena) predstavlja krupnozrnatu entropiju koja je posljedica
opisa ansamblima i posljedica je neadekvatnih mjernih uredaja i tehnika.

Evolucija se ponovno dogada analogno proslom primjeru i bliske tocke fraktalno evo-
luiraju ( [18]). VrSenje novog mjerenja obuhvaca ansambl kojim opisujemo sustav
(plavo+¢) novim volumenom e-kugli, koji predstavlja krupnozrnatu entropiju. Krup-
nozrnata entropija stoga raste kako sustav evoluira, u skladu s drugim zakonom ter-

modinamike.
Klju¢no je zapamtiti iz ovih primjera da postoje dvije raspodjele vjerojatnosti:

* Jedna neizbjezna koja potjece iz kvantne mehanike i posljedica je prirode kvant-
nog stanja s kojima radimo - sitnozrnata von Neumannova entropija

* Druga nametnuta nemogucnosti preciznog mjerenja, tj. koristenjem ansambla,
koju je u principu moguce izbjeci ( npr. napretkom u tehonologiji, smisljanjem

novih mjernih tehnika i sl.) — krupnozrnata termodinamicka entropija.

Kvantna mehanika nam daje sitnozrnatu von Neumannovu entropiju koja evoluira
unitarno i ulazi u definiciju informacije, dok nam mjerenje daje uvijek rastu¢u krup-
nozrnatu termodinamicku entropiju koja se pojavljuje u drugom zakonu termodina-
mike.

U vidu ovoga, informacija se onda mora definirati na sljedeci nacin:

I = STherm sitnozrnata — SVN sitnozrnata (247)
gdje je
STherm sitnozrnata — TT{PMMS In PMMS} (248)

entropija dobivena opisivanjem sustava maksimalno mijeSanom matricom gustoce

puvmMs = gl (hipotetskim mijeSanim stanjem, u kojem bi sustav bio da je maksi-

malno isprepleten s nekim sustavom iz okoline), a

SUN sitnozrnata = — Tr{ﬂ In p} (2.49)

je von Neumannova entropija stvarnog stanja p u kojem je sustav pripremljen, koje
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je ili cisto ili mijeSano stanje.

Bitno je primijetiti da se u definiciji obije entropije pojavljuju samo matrice gustoce,
a sitnozrnatost tih entropija osigurava da nema nekog pozadinskog prosjecenja koje
bi uzrokovalo odstupanje od tog opisa (u smislu da nista ne uvodi dodatnu raspodjelu
vjerojatnosti). Stoga mozemo sa sigurnoscu tvrditi da je ovako definirana informacija
obavezno sacuvana u teorijama u kojima matrice gustoce unitarno evoluiraju (npr. u
kvantnoj mehanici).

Fino usrednjena entropija Grubo usrednjena entropija
za kaoti¢m sustav. za kaoticni sustav.

Vremenska
evolucija

Slika 2.2: TIlustracija razlike izmedu sitno- i krupnozrnate entropije. Sitnozrnata
entropija (plavo) zauzima isti volumen u faznom prostoru prije i nakon vremen-
ske evolucije. Krupnozrnata entropija (crveno) nakon vremenske evolucije zadobije
znacajan porast u volumenu faznog prostora.

Vremenska
evolucija

Distinkcija izmedu sitnozrnate i krupnozrnate entropije je bitna za problem in-
formacije crnih rupa. Kad crna rupa evaporira, izgleda kao da se informacija gubi.
Klju¢no je da je ta tvrdnja to€na za sitnozrnatu informaciju, kao $to je tu definirana
i stoga se ne mogze rijesiti pozivanjem na drugi zakon termodinamike, koji tvrdi da
se isto deSava i u generickom sustavu. NaruSenje oCuvanja sitnozrnate informacije
je ekvivalentno narusSenju unitarne evolucija kvantne mehanike i puno je ozbiljniji
problem od samo primjene drugog zakona termodinamike.

Za kraj jos vrijedi napomenuti da kad se u ostatku rada govori o ”informaciji” i
popratnim entropijama, uvijek se misli na sitnozrnate varijante, iako se to moze ne

istice uvijek eksplicitno.
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3 Termodinamika crnih rupa

U ovom ¢u poglavlju izloZiti 4 zakona termodinamike crnih rupa,
uklju¢uju¢i Hawkingovu temperaturu i neke osnovne rezultat koji
slijede.

Pojmovi u ovom poglavlju: cetiri zakona mehanike crnih rupa, en-
tropija crnih rupa, holografska ogranicenja entropije, Hawkingovo

gracenje, evaporacija crnih rupa, Unruh efekt

3.1 Zakoni mehanike crnih rupa i veza s termodinamikom
3.1.1 Cetiri zakona mehanike crnih rupa

Bekenstein je u svom radu [14] predlozio da crne rupe imaju ”entropiju” te da je
ona proporcionalna njihovoj povrsini. Iste godine, Hawking [21] je pokazao da se
povrsina crnih rupa ne smanjuje. Neposredno nakon toga [22] objavljena su i "Cetiri

zakona mehanike crnih rupa” koji glase:

* 0. zakon: Povrsinska gravitacija crne rupe « je konstantna na horizontu staci-
onarne crne rupe

* 1. zakon: 0M = -0 A + Q0J + Q)
gdje je x povrSinska gravitacija, A je povrSina crne rupe, (2 je "kutna koli¢ina
gibanja” i ® je elektromagnetski potencijal crne rupe.

» 2. zakon: PovrSina crne rupe se u fizikalnim procesima moze samo povecavati:
JA>0

* 3. zakon: Crna rupa se ne moze svesti na x = 0 u kona¢no mnogo fizikalno

dopustivih koraka

Slicnost ovih zakona sa zakonima termodinamike je ocigledna. Korespondencija fizi-
kalnih veli¢ina glasi:

M=FE A~ S k~T (3.1)

Razlog zasto su entropija i povrsina te temperatura i povrsinska gravitacija samo pro-
porcionalne je jer je nejasno kako to¢no odvojiti faktor 1/87 u izrazu g-dA. Tocan se

izraz moZze odrediti samo ako imamo ili egzaktan izraz za entropiju ili egzaktan izraz
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za temperaturu. Odgovor na ovo pitanje daje to¢an izracun Hawkingove tempera-
ture, koji ¢e biti tema potpoglavlja 3.2.

U ostatku ovog poglavlja nam preostaje predstaviti neke "rupe” u zakonima meha-
nike crnih rupa te objasniti kako su se one povijesno rijeSile. Po putu ¢emo objasniti
problem naizgledne nesloge drugog zakona termodinamike i drugog zakona meha-
nike crnih rupa, uvesti Hawkingovog zracenje te upotpuniti interpretaciju crnih rupa

kao termodinamickih sustava.

3.1.2 Generalizirani drugi zakon termodinamike

U prisustvu crnih rupa, postoji problem s drugim zakonom termodinamike. Kon-
kretno, uzmemo li sustav konacne entropije, mozemo ga ubaciti u neku crnu rupu i
time ga, kazualno gledajudi, izbrisati iz ostatka svemira, Sto smanjuje entropiju. Ovo
bismo mogli raditi u kojoj god mjeri zelimo, i stoga proizvoljno jako narusiti drugi za-
kon termodinamike. Takvo razmisljanje stoga potice na redefiniciju drugog zakona,
tako da ukljucuje i sugestivno nazvanu entropiju crnih rupa ~ A.

U vidu ovakvog razmisljanja, Bekenstein je u svom radu [15] predlozio poopceni
drugi zakon termodinamike koji glasi: Entropija je monotono povecavajuca funkcija
u vremenu, ali samo ako se definira kao suma uobicajene termodinamicke entropije i
entropije (povrsine) svih prisutnih crnih rupa.

Ocito je da generalizirani drugi zakon funkcionira dok god se povrsina crne rupe
poveca za iznos veli od entropije ubatenog sustava, ili drugim rije¢ima, ovisi o
omjeru entropije i mase sustava koji se ubacuje u crnu rupu. Ako se moze napraviti
vrlo lagan sustav koji ima vrlo visoku entropiju, on bi trebao mo¢i prekrsiti drugi za-
kon termodinamike ubacivanjem u crnu rupu. Ta granica se moze kvantificirati [15],

i glasi:

S — (3.2)

gdje je R radijus sustava koji se ubacuje u crnu rupu. Ovaj rezultat se zove Bekens-
teinova granica (eng. Bekenstein bound).

Ovo ogranicenje je zadovoljeno za veéinu sustava napravljenih od konvencionalne
materije, ali u principu je moguce smisliti sustave (tj. definirati novu vrstu Cestica)

koji imaju proizvoljno visoku entropiju s proizvoljno niskom masom [16].
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Ovakva generalizacija drugog zakona termodinamike naravno zahtjeva da se en-
tropija crnih rupa shvati sasvim ozbiljno, jednako ozbiljno kao i uobicajena entropija
termodinamickih sustava. Ovo onda naravno povladi i pitanje moze li se na nju
primijeniti i neka druga svojstva standardne termodinamicke entropije. Sagledano
iz perspektive statisticke fizike, ovo razmatranje povlaci da je crna rupa zapravo sta-
tisticki fluktuirajuci sustav s brojnim mikrostanjima skrivenim iza horizonta. Ta inter-
pretacija ima i smisla, budu¢i da konac¢no stanje opcenite (Kerr-Newmann, recimo)
crne rupe ne sadrzi nikakvu informaciju o beskona¢nom broju pocetnih konfigura-
cija materije iz koje je mogla nastati (tvrdnja B.6). Adekvatan opis mikrostanja bi
naravno zahtjevao kvantno gravitacijske efekte za opis unutrasnjost crne rupe, jer
opca teorija relativnost ne predvida nikakvu dodatnu strukturu unutar singualriteta
ili na horizontu. Opis modernog pristupa ovom problemu se moze pronaci u zad-
njem poglavlju (potpoglavlje 6.1) o strunastim crnim rupama, te u odgovaraju¢im

referencama.

3.2 Hawkingovo zracenje
3.2.1 Pregled potpoglavlja

Unato¢ sli¢nostima, korespondencija izmedu zakona termodinamike i zakona me-
hanike crnih rupa se dugo vremena nije shvacala sasvim ozbiljno, a ¢ak je i sam
Hawking u svojim radovima [22] prije otkri¢a zracenja crnih rupa tvrdio da je veza
izmedu « i T posljedica cisto formalne sli¢nosti i da se ne treba shvacati previse
doslovno. Razlog tome je Sto se crne rupe nisu mogle shvatiti kao punopravni ter-
modinamicki sustavi koji mogu biti u ravnotezi s drugim (npr. konvencionalnim)
termodinamickim sustavima — u osnovni, zbog toga Sto se mislilo da ne zrace.

U radu [23] Hawking je ipak pokazao suprotno — da pod odredenim pretpos-
tavkama (jaka geometrija, geometrijska optika; detaljnije objasnjene u potpoglavlju
3.2.3), iz perspektive udaljenih promatraca, crne rupe (koje su nastale kolapsom)
zracCe spektrom crnog tijela (do na aproksimacije u Hawkingovom izvodu), s tempe-

raturom:

K
THaWking = % (3.3)

gdje je « povrsSinska gravitacija crne rupe. Bitno je napomenuti da je ovo tempe-

ratura kakvu vidi FIDO (potpoglavlje B.3) promatrac¢ u asimptotskoj beskonacnosti;

26



FIDO promatraci blize crnoj rupi ¢e vidjeti ve¢u temperaturu, kao posljedica crve-
nog pomaka relativno na asimptotske promatrace. Temperatura proizvoljnog FIDO

promatraca na udaljenost r od crne rupe (u asimptotski sfernim koordinatama) glasi:

THawking

(3.4)
f(r)

Tripo =

Ovakav se rezultat dobije iz razmatranja kako stanje bez Cestica evoluira iz prosle
svjetlosne beskonacnosti u buducu svjetlosnu beskonac¢nost, u prostorvremenu u ko-
jem postoji crna rupa. Klju¢no je ustanoviti da buduca svjetlosna beskonacnost nije
potpuna Cauchyjeva ploha, i da stoga ne moze sadrzavati potpunu informaciju o
stanju polja, jer je dio prosao kroz horizont. Kako je opazeno stanje u buducoj svje-
tlosnoj beskonacnosti isprepleteno s onim koje je upalo u unutrasnjosti crne rupe,

ono Sto se detektira je termalni (maksimalno mijeSani) spektar, dan izrazom:

(i Ny (@) [in) = ———— (3.5)

gdje predznak + ovisi o tome radi li se o bozonima ili fermionima, M je masa crne
rupe, a w je frekvencija na kojoj je detektirano zracenje.

Ovaj rezultat, nakon usporedbe s Bose-Einstein ili Fermi-Dirac distribucijom ﬁ,
nalaZze da temperatura zracenja iznosi: § = % = 8w M, tj. tocno Hawkingov rezultat.
Nadalje, moze se pokazati [26] da (do na aproksimacije i pretpostavke u Hawkingo-

vom racunu) ne postoje ni korelacije izmedu razli¢itih modova Hawkingovog zracenja:

1 1
: NOutNO}lt : — .
<1n| w w |1n> eSTI’Mu} q: 1 e8Tl'MUJI :F 1 (3 6)

Takve korelacije bi predstavljale odstupanje od termalnog spektra i smanjile bi von
Neumannovu entropiju Hawkingovih Cestica, Sto bi po definiciji (2.44) ukazivalo na
prijenos informacije.

Kako Hawkingov racun nema te korelacije, slijedi da je Hawkingovo zracenje opisano
termalnom matricom gustoce:

e PH
PTermalno = 7 (3 7)

te ono (bar do na aproksimacije koristene u Hawkingovom izvodu) ne prenosi infor-
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maciju.

Intuitivna slika Hawkingovog zracenja je da se kvantne fluktuacije u blizini ho-
rizonta manifestiraju kao tvorba virtualnih parova. Unutar horizonta crne rupe se
smiju pojaviti Cestice negativne mase (Sto je posljedica okretanja svjetlosnih stozaca
pri prelasku horizonta crne rupe), a izvan horizonta se moraju pojaviti Cestice po-
zitivne mase. Takve dvije Cestice su razdvojene horizontom crne rupe, i u principu
postoje geodezici koji im se ne sijeku. Pozitivho energetski par odlazi u asimptotsku
beskonacnost, gdje je detektiran kao Hawkingovo zracenje, a negativno energetski
par upada u crnu rupu i smanjuje joj masu.

Jedan od posljedi¢nih rezultata Hawkingovog efekta je da ako je crna rupa u
vakuumu gdje nista ne upada u nju, ona ¢e se smanjivati, i nakon dovoljno vre-
mena moguce je da ¢e kompletno nestati. Efekt se moze heuristicki izvesti Stefan-

Boltzmannovim zakonom:

- dM _ 4 9, 1 1
Sto daje izraz tipa:
¢ 3\ 1/3
M) = My(1— (——— (3.9)
( ( tisparavanja ) >

38\ mp

he/G Planckovo vrijeme, i Planckova masa. Ovo vrijeme je izrazito veliko, i za crne

3
Konaéno vrijeme evaporacije dano je s ti, = & <M> ,gdje sutp = /ARG /P imp =

rupe mase Sunca, vrijeme evaporacije je reda veli¢ine 10%° godina; zna¢ajno duze od
otekivanog vremena Zivota svemira od < 10?° godina.

U vidu evaporacije, brzo se uvida sukob s drugim zakonom mehanike crnih rupa,
koji tvrdi da se povrsina crne rupe strogo povecava ili ostaje ista. Spas je ponovno
u Bekensteinovom poopc¢enom zakonu termodinamike, koji nalaze da povrSina crne
rupe + entropija ostatka svemira uvijek raste. Krupnozrnata termodinamicka entro-
pija emitiranog Hawkingovog zracenja dovoljno kompenzira za smanjenje povrsine
crne rupe i ponovno nemamo problema.

Kako sad imamo eksplicitan izraz za Hawkingovu temperaturu, iz koresponden-
cije prvog zakona mehanike crnih rupa s zakonima termodinamike se moze dobiti i

eksplicitna formula za entropiju crne rupe, tj. mozemo to¢no podijeliti onaj faktor
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1 1A

SCrneRupe = ZA ~ Z‘:F
P

(3.10)
gdje je A povrsSina crne rupe (izrazena u jedinicama Planckove duljine na kvadrat), a
[p je Planckova duljina.
Ova se jednadzba zove Bekenstein-Hawkingova entropija crne rupe.

U vidu principa ekvivalencije, bitan je i efekt Unruh temperature, koji nalaze da
promatrac¢ koji akcelerira konstantnom akceleracijom ¢ u ravnom Minkowski pros-
toru, i stoga prati Rindler putanju, vidi vakuumsko stanje s kona¢nom temperaturom

danom izrazom:

a
TUnruh = % (311)

Ovo je u slaganju s rezultatom Hawkingove temperature za izrazito velike crne rupe
za koje je podrucje oko horizonta dobro aproksimirano Minkowskijevim prostorom.
U tom se slu¢aju moze primijeniti ranije spomenut (Dodatak B, jednadzba B.3.4)
limes Schwarzschild—Rindler, i moze se zakljuciti da obije temperature pokazuju
ponasanje 1/+/f(r) u blizini horizonta.

Ugrubo, Unruh efekt se treba shvatiti kao efekt ekvivalentan Hawkingovom zracenju,
koji se javlja kao posljedica principa ekvivalencije za akcelerirane Minkowskijeve pro-
matrace. lako Unruhov efekt ne¢emo eksplicitno koristiti, ponekad ¢emo u Rindler
prostorvremenu spomenuti Hawkingovo zracenje. U tim se situacijama misli na Un-

ruhov efekt.

3.2.2 Kvantna teorija polja u zakrivljenom prostorvremenu, ukratko

Ovo potpoglavlje slijedi [24, 26].

U kvantnoj teoriji polja, polje je predstavljeno nizom vezanih harmonickih oscila-
tora, na razli¢itim polozajima u prostorvremenu, ili alternativno, s razli¢itim valnim
vektorima tj. frekvencijama.

Akcija masivnog skalarnog polja je dana s:

S[¢] = % / d*z[n" ¢(z) . d(x),, + m*(z)?] (3.12)
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ili u impulsnom prostoru; nakon Fourierovog transformata:

Sle] = %/dtdgk[ — GroP—ko + (K +m*)drd_i] (3.13)

za koje je jednadzba gibanja razvezana od ostalih oscilatora:

d2
Z0(t) + (K +m*)gx(t) = 0 (3.14)
Za kvantizaciju polja je obi¢no pogodniji formalizam Hamiltonijana; impuls se defi-

. _ aﬁ . .o .,
niran s ™ = 555, a Hamiltonijan glasi:

/ B = / Pa(r-po— L) = % / Pe(60 — (V6)? — m*é?) (3.15)
ili do na predznak:

1
H = [ d@u(o(x) + (Vo(x))* + m*e(z)*)
2/ (3.16)

1
=5 [ dalr@f + (Vo) + mPo(a))
U impulsnom prostoru, nakon Fourierovih transformaciaj ¢ i 7 imamo:
1 .
H = 5 /dsk,’(ﬂk(t)ﬂ_k(t) + wk(bk(t)gb_k(t)) (3.17)

gdje je wy, = k* + m?.

Kanonska kvantizacija se onda provodi tako da se varijable promoviraju u opera-

tore koji zadovoljavaju kanonske komutacijske relacije:

[é(m’ t)? T (mlv t/)”t:t’ = 163(1" - ZL‘/)
(:12/, t,)] |t:t’ =0 (3]—8)

>
B

S
o

EX
8

N
5

(', t)][i=¢ = 0

ili u impulsnom prostoru: [¢g(t), mp ()] = i6(k + k).
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Obicno se uvode i operatori podizanja i spustanja:

GE (1) = )5 (Fen £ ZE’“) (3.19)

koji zadovoljavaju komutacijske relacije

[ag, (1), a (1)) = 0°(k + k') (3.20)

[, (1), a3, ()] = 0 (3.21)
Vremenska evoucija ovih operatora u Heisenbergovoj slici glasi:
ag(t) = a (0)eF ! (3.22)
Koriste¢i operatore podizanja i spustanja, Hamiltonijan poprima jednostavan oblik:
H= / Pk wglag (t)ay (t) + %53(0)] (3.23)

Hilbertov prostor viSeCesti¢nih stanja se onda gradi standardnom procedurom:

s

Ny, ng,...) = [H %] 0) (3.24)

a vakuumsko stanje je odredeno uvjetom:
a; |0) =0 (3.25)

Invertiranjem definicije (3.19) te koristenjem izraza (3.22), za ¢(t) se dobije:

1 , .
On(t) = —= (e ™* + G ™" (3.26)
k

5

ili nakon Fourier transformiranja u «-prostor:

Pk 1 ke | itk
e [ £ oy o

Ovo je standardna ekspanzija operatora polja u modove.

Op¢ceniti modovi
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Za opcenite jednadzbe gibanja (analogne (3.14)), umjesto eksponencijalnih funk-
cija u definiciji polja moraju se pojaviti opc¢enite funkcije — (vx); modovi — koje ih

rjeSavaju:

3
oz, t) = / %%(v,ﬁ(t)d;eikm + vg(t)age ™ ) (3.28)

Po Hamiltonovim jednadzbama gibanja, uzimanjem vremenske derivacije ovako za-

danog polja daje izraz za 7. Zahtijevanjem da zadovoljavaju (3.18), proizlazi uvjet:

e ()VE(E) — 5 ()uw(t) = 2i (3.29)

koji se moze shvatiti kao normalizacijski uvjet na modove.

Bogoljubovljeve transformacije
Od sad nadalje, notacija za operatore podizanja i spuStanja ¢e se pojednostavniti,
u interesu Citljivosti; indeksi 4, j, k... e predstavljati modove razlicitih frekvencija, a
ovisnosti o varijablama se nece pisati osim kad je eksplicitno potrebno.
Modovi v nisu potpuno jedinstveno odredeni samo ¢injenicom da zadovoljavaju jed-
nadzbu gibanja (3.14) i normalizacijski uvjet (3.29).

Dobar zapis nekog polja glasi:

¢ = (axy + afvy) (3.30)
k

gdje ), predstavlja prikladnu sumacijsku proceduru; u ovom slucaju integraciju.

Uzme li se sad linearna transformacija:

U; = Z(aikvk + ﬂikUZ) (331)

k

za koju slijedi da mora zadovoljiti normalizacijski uvjet (3.29):
Z(Oéika;k — ﬁikﬁ;k) = 0 (3.32)
k

Ovako definirani modovi i dalje zadovoljavaju i jednadzbu gibanja (3.14) (po svoj-
stvu linearnosti) i uvjet normalizacije (3.29), isto kao i modovi v.

Polje se u bazi modova u moze zapisati, ako se definiraju novi operatori podizanja
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i spustanja:

b =Y (afja; — Ba)) (3.33)

J

Polje u novoj bazi modova u glasi:

¢ = (bpug + bju) (3.34)
k
Transformacija modova dana u izrazu (3.31) se zove Bogoljubovljeva transformacija
i odgovara promjeni baze vektorskog prostora.
Opcenita Bogoljubovljeva transformacija mijeSa modove razli¢itih frekvencija, kao
Sto se vidi iz matricnog oblika «;;, i §;x, ali Cesto se u prakticnim situacijama koriste
dijagonalni oblici.
Kvantizacija u zakrivljenom prostoru

Kvantizacija u zakrivljenom prostoru se provodi u kompletnoj analogiji sa slucajem

ravnog prostorvremena, uz primjenu procedure minimalnog vezanja [7] [9]:

* Zamjene se SVi 74 S Jap().
* Obicne parcijalne derivacije se zamjene kovarijantnim derivacijama.
U integralima se umjesto d*z Kkoristi kovarijantni volument d*z\/—g, gdje je g

determinanta metrike.

Nakon ranije navedenih zamjena minimalnog vezanja, za potrebe kvantizacije
onda jos treba odrediti jednadzbe gibanja te definirati modove i operatore podizanja
i spustanja, ali ispasti ¢e da postoje dodatne suptilnosti koje daju vrlo netrivijalne
efekte (specifi¢no, koje generiraju samo Hawkingovo zracenje).

U jednadzbama gibanja, efekt ne-Minkowskijeve geometrije se obi¢no manifestira
u efektivnom potencijalu koji polje osjeca:

( a2 d?

o = =3 ) 6(@) + mip(@)o(x) = 0 (3.35)

Specifi¢no u sluc¢aju Schwarzschildove pozadine, za bezmaseno polje dobije se:

(- Eor (BB g

dt? d_rf 72 73

gdje je r, takozvana kornjacina koordinata, za koju vremensko-radijalni dio metrike
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poprima konformno ravan oblik: (1 — 24)(—d¢* + dr?).

Kako imamo jednadzbu gibanja, ¢ija su rjeSenja modovi, sada bismo htjeli pro-
vesti kvantizaciju polja ¢ uvodenjem skupa operatora podizavanja i spustanja, koji ¢e
nam omoguciti raspis polja po modovima. Tu nailazimo na problem - jedno od os-
novnih svojstava kvantizacije na zakrivljenim pozadinama je da Cauchyjev problem
nije uvijek dobro zadan, i da ponekad treba paziti da se zapravo radi s potpunom
Cauchyjevom plohom. Za detaljniji pregled Cauchyjevog problema u opcoj teoriji

relativnosti vidi [8], poglavlje 3.

Definicija 3.1. Cauchyjeva ploha
Cauchyjeva ploha je hiperploha u prostorvremenu kroz koju svaka kazualna (vre-
menska ili svjetlosna) krivulja, koju je nemoguce produljiti, prolazi jednom i samo

jednom.

U ovoj definiciji uvjetom da je danu krivulju nemoguce produljiti se izbjegavaju
slucajevi kao u Schwarzschildovom prostorvremenu gdje postoji koordinatni singu-
laritet na kojem se ¢ini da geodezici moraju stati.

Intuicija oko Cauchyjevih ploha jest da one efektivno sluze kao "trenutak u vremenu”
i posljedi¢no vrijedi da je za Cauchyjev problem dovoljno na njima zadati pocetne
vrijednosti polja (iznose, derivacije, etc.) kako bi problem bio dobro zadan.
Cauchyjeve plohe se lako mogu zadati na Carter-Penrose dijagramu, jer je konfor-
man i stoga se odmah moze ocitati kauzalan odnos izmedu tocaka. Odabir se onda
svodi na izbor plohe tako da skup svih svjetlosnih i vremenskih krivulja koje prolaze
kroz tu plohu pokrivaju ostatak prostorvremena, tj. kroz koju svaki geodezik prolazi
jednom. Dobri primjeri takvih ploha su recimo linija ©« = —v, koja predstavlja liniju
istovremenih prostornih dogadaja u ¢t = 0; zatim prosla svjetlosna beskonacnost i
konac¢no buduca svjetlosna beskonac¢nost + buduéi horizont crne rupe.

Drugi kljucni aspekt kvantizacije na zakrivljenoj pozadini je da se, ovisno o iz-
boru Cauchyjeve plohe, ne moze jednoznacno definirati Sto je stanje s Cesticom, a Sto
stanje bez Cestica. Uzrok tome je ugrubo $to ne postoji jednoznacna definicija vre-
menske varijable pa se razli¢iti promatrac¢i mogu drasti¢no razilaziti u svojim defini-
cijama vremena i frekvencije. Posljedi¢no je nemoguce jedinstveno definirati modove
i stoga operatore podizanja i spustanja kojima se grade stanja s Cesticama u Hilber-

tovim prostorima razlic¢itih promatraca.
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Slika 3.1: Penrose dijagram crne rupe koja nastaje kolapsom materije (sivo). Pri-
kazuje tri nezavisne Cauchyjeve plohe, oznacene crveno, zeleno i plavo. Da je ovo
vjeCna crna rupa, imala bi prosli horizont iz kojeg bi u principu bilo Sto moglo izadi,
i ovakav bi dijagram bio nepotpun, kao i njegove Cauchyjeve plohe.

Ipak, u stacionarnim prostorvremenima, vremensko Killingovo polje daje univer-
zalnu definiciju vremenske varijable i situacija je spasSena. Kao prototipi¢an primjer,
mozemo uzeti gore definirani potencijal za Schwarzschildovo prostorvrijeme (izraz
(3.36)). Moze se vidjeti da je takva definicija ¢ kao vremenske varijable dobra jer po-
tencijal ur = co tezi u 0, kao V' ~ (’)(r%), a varijabla r, tamo takoder teZi u varijablu
r sfernog Minkowskijevog prostora, kao r. = r + O(Inr). Stoga se valna jednadzba
u Schwarzschildovom prostorvremenu (3.36), za Cauchyjeve plohe koje se nalaze u
r = oo, svodi na obi¢nu Klein-Gordon jednadzbu gibanja u Minkowskijevom pros-

toru, kako bi se i ocekivalo.

Napomena 3.2. Potencijal takoder iS¢ezava u blizini » = 2M i stoga ako se nala-
zimo dovoljno blizu horizonta, i ako je crna rupa dovoljno velika da se ne osjete
velike plimne sile, jednadzbe gibanja se ponovno reduciraju na Klein-Gordonovu jed-
nadzbu, sada u limesu » = 2M. Klju¢na razlika u odnosu na slucaj asimptotske
beskonacnosti je da se sad varijabla r, ne reducira na varijablu r, i stoga su rjesenja

nesto drugacija (razlika se svodi na zamjenu r — r*).

Dodatne potankosti nastaju u prostorvremenima, poput onog koje mi proma-
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tramo, u kojima se dogada kolaps jer ona nisu sasvim stacionarna. Spas za te
slucajeve je u tome Sto ako je materija koja upada u crnu rupu donekle lokalizirana,
svjetlosne beskonacnosti se jos uvijek mogu shvatiti kao asimptotske Minkowskijevoj,
i Schwarzschildovoj, jer opisuju prostor jako daleko od crne rupe, jako davno, prije
nego je iSta pocelo upadati u crnu rupu; ili jako kasno, nakon $to je ve¢ sve upalo. U
tom smislu se onda ponovno dobiva dobar opis crne rupe pomocu Klein-Gordonovih
jednadzbi gibanja koje je trivijalno rijesiti; samo sada u Minkowskijevom odnosno

Schwarzschildovom prostorvremenu.

3.2.3 Kratak opis izvoda Hawkingovog zracenja

Ovo potpoglavlje prati [26].

Osnova Hawkingovog efekta je promatrati kolapsiraju¢u crnu rupu i posljedi¢no
izlazno zracenje u buducoj svjetlosnoj beskonacnosti. Izvod se radi s kvantiziranim
poljima na fiksnoj zakrivljenoj pozadini.

Svi izracuni se rade u aproksimaciji jake geometrije gdje ne postoji reakcija metrike
na energiju kvantnih polja koja se propagiraju u prostorvremenu. Ovo je valjano, dok
god vrijedi da je karakteristi¢na energijska skala geometrije, u ovom slucaju odredena
masom crne rupe M, znacajno veca od energijske skale perturbacije, u ovom slucaju
gustoce energije Hawkingovog zracenja. Konkretan faktor koji kontrolira zakrivlje-
nost proizlazi iz kvantne teorije polja je dan s: %7 << 1, $to je svakako zadovoljeno
za sve realisti¢ne astrofizikalne crne rupe.

U izvodu se promatra prostorvrijeme koje evoluira u vremenu. Pocinje kao prazno
Minkowskijevo prostorvrijeme u kojem postoji radijalno upadaju¢ snop materije mase
M koji putuje iz prosle svjetlosne beskonacnosti prema ishodistu. Ta materija u ne-
kom trenutku upada u ishodiste i tvori Schwarzschildovu crnu rupu (radi jednos-
tavnosti) mase M te je prostorvrijeme od tog trenutka pa do buduce vremenske
beskonacnosti Schwarzschildovo prostrvrijeme. Radi se u Kruskal-Szekeres koordi-
natama, i trenutak u kojem se materija pojavi zovemo v = vy. Radi jednostavnosti
promatramo puls materije koji je savrSeno lokalizirano u trenutku v,. Ovo nije pre-
tjerano pojednostavnjenje, kao Sto se moze vidjeti iz argumenata iz [26].

Nadalje, trenutak vy definira trenutak kad nastane horizont crne rupe. Svjetlosne
zrake koje upadaju u ishodiste » = 0 nakon vy ne mogu vise izbjeci singularitet i

pobjeci u buducu svjetlosnu beskonacnost.
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Slika 3.2: Slika prostorvremena za koje radimo Hawkingov izvod. v, predstavlja upa-
dajuc¢u materiju, a vy predstavlja zadnju vrijednost varijable v za koju ¢e upadajuce

svjetlosne linije uspjeti izbje¢i singularitet.

Izvod se dogada na dvije Cauchyjeve plohe (Slika 3.2.2); jedna pokriva proslu
svjetlosnu beskonacnost I~ (plavo) Minkowskijevog prostorvremena, a druga po-
kriva buducu svjetlosnu beskonac¢nost /™ i buduci horizont H* (crveno) Schwarzsc-
hildovog prostorvremena. Jednadzbe gibanja (3.36) se na tim Cauchyjevim plohama
reduciraju na Klein-Gordon jednadzbe, jer potencijal na njima iS¢ezava, kao sto je
ranije argumentirano.

Specifi¢no, na /~ imamo Minkowskijevu metriku, i stoga konvencionalnu Klein-Gordon

jednadzbu:
(87 =079 =0 (3.37)
ili u Rindler koordinatama (vidi poglavlje B.3.3 za detalje) t + r = (u, ),
0303 = 0 (3.38)
koje su analogne Kruskal-Szekeres koordinatama za ravno prostorvrijeme.

Na I Cauchyjevoj plohi, sa Schwarzschildovom metrikom u Kruskal-Szekeres koor-
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dinatama jednadzba gibanja je takoder Klein-Gordonovog oblika:
00y = 0 (3.39)

U oba slucaja, rjesenje jednadzbe glasi: ¢ = A(uilia) + B(vilio) gdje su A i B
proizvoljne funkcije. Analogno se dobiva i rjeSenje na horizontu, ali ono nam nece
eksplicitno trebati.

Nakon provodenja kvantizacije polja, dobivamo oblik (3.28), gdje su funkcije mo-
dova odredene gornjim jednadzbama.
Na [~ plohi, Hilbertov prostor se definira operatorima podizanja i spuStanja a™, at
pridruzenim modovima u (koje naravno treba razlikovati od Kruskal-Szekeres vari-

jable po indeksu i kontekstu u kojem se pojavljuju). Zapis polja onda glasi:

0= (af"u" +a}"ui™)
' (3.40)
= Z aﬁ"uﬁ” + hermitski konjugirani ¢lanovi (h.k.)
i
Vakuumsko stanje na I~ je odredeno kao stanje anihilirano operatorom a': a™|in >=
0, a pobudena stanja se grade standardno.

S druge strane, na plohama /™ i H* situacija je nesto slozenija. Hilbertov prostor
nije potpun ako se uzme samo jedan skup operatora podizanja i spu$tanja a®*, a®*t'
s nosa¢em na I*. Treba se jo§ dodatno uzeti skup operatora a"°", a"*"T s nosa¢em na
H™, koji komutiraju s onima na /™. Razlog za to je, intuitivno govoredi, $to polje na
I~ ima neku gustocu energije, dio koje moze upasti kroz horizont. Stoga taj dio polja
moZze nositi Cestice, koje ne mogu biti opisane asimptotskim modovima u I zbog
fundamentalno drugacije definicije vremenske koordinate u unutrasnjosti crne rupe.

Potpun skup modova je onda u°* na I* te v"°" na H™*, a zapis potpunog polja glasi:

¢ — § (a;mtulqut + a?utTu?ut* + a?oru?or + alhor’fu?or*)
i

(3.41)
= Z(af”tuf“t +ahrulr 4 hk.)

Ovdje postoje dva vakuumska stanja, |out) anihilirano a°** operatorima (Boluware
vakuum) i |hor) anihilirano a"*" operatorima (Kruskal vakuum). Ova stanja odgo-

varaju stanjima bez cestica kako ih vide promatra¢i na /™ i H*; i oni se generalno
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ne slazu. Sli¢no, oni se generalno ne slazu ni s promatracem na prosloj Cauchyjevoj
plohi /—, definiranim s ™ koji vidi vakum [in), i ba$ ta nesloga je izvor Hawkingovog
efekta.

u™ je kompletna baza rjeSenja (jer je zadana na kompletnoj Cauchyjevoj plohi), ba$
kao i u°"* u""; i stoga mora postojati transformacija koja transformira jednu kom-
pletnu bazu u drugu. Ta se transformacija moze zapisati pomocu ranije spomenutih

(izraz (3.31)) Bogoljubovljevih transformacija:

u;mt — Z(O‘iku;gn + ﬁzkuzn*)
k

hor in out*
u; = E (Varup' + migug™)
k

(3.42)

Veze izmedu koeficijenata se onda dobiju propagiranjem rjesenja kroz zakrivljeno
prostorvrijeme i povezivanjem na plohi v = v, gdje se deSava puls materije i time pri-
jelaz iz Minkowskijevog u Schwarzschildovo prostorvrijeme. Za slu¢aj Hawkingovog
zracenja niti jedan od koeficijenata nece iS¢ezavati (detalji u [26]).

Ove se transformacije mogu invertirati da se dobiju veze izmedu operatora podizanja

i spustanjau I/~ i I, a konacni izraz je oblika:

a = (apay — Brapy') (3.43)
k

Operator broja Cestica na buducoj svjetlosnoj beskonacnosti je dan izrazom:

N = a" e = "(oarai = Buay) (oga)" — Bjap™)
k.l

= E :Oéik%'z@k Taz + BiByay' a f— i By ay, T@z F— Bk ay' a
k,l
2 _int in 2 _in _in * _ant _in * _in _in
= E || “ay Tak + |Bikl"ay ay N - kB, Tak: - Bikagpay ay,
k
(3.44)

Ovaj operator predstavlja mjerni uredaj u buducoj svjetlosnoj beskonacnosti, koji
ne opaza Cestice u vakuumskom stanju pripremljenom lokalno. S druge strane, za

vakuumsko stanje pripremljeno na /—, ovaj operator ¢e generirati konacan doprinos,
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zbog crveno oznacenog ¢lana:
(in| Ng* lin) = |Bu|* # 0 (3.45)
k

Ostatak racuna Hawkingovog zracenja se sastoji od eksplicitnog racunanja [, i nije
pretjerano poucan, pa detalje izostavljamo [26], a komentirat ¢emo samo bitne as-
pekte.

Jedan od klju¢nih dijelova racuna je aproksimacija geometrijske optike, koja
nalaze da se potencijal iz jednadzbe (3.36) moZe zanemariti apsolutno svugdje u
prostorvremenu, a ne samo u blizini horizonta, i u asimptotskoj beskona¢nosti. Ova
je aproksimacija dobra dok god je energija Cestica znacajno veca od potencijala, S$to
vrijedi za izrazito visoko energijske Cestice, i relativno velike crne rupe za koje je
potencijal van horizonta manji.

Hawkingove cCestice se u daljnjem racunu uzimaju kao one koje "u jako kas-
nim vremenima stizu do budude asimptotske beskonacnosti”, jer taj limes odgovara
¢esticama koje kad se evoluiraju u nazad (npr. izrazom (3.36)) prolaze tik uz hori-
zont i stoga se da zakljuciti da su tamo i nastale. Takvi modovi dozivljavaju veliku
koli¢inu crvenog pomaka, jer izlaze iz prostorvremena crne rupe putujuéi uz hori-
zont i stoga za svo detektabilno Hawkingovo zracenje konacnih frekvencija, oni su u
dalekoj proslosti predstavljali modove izrazito visoke frekvencije.

Detaljan racun veze Bogoljubovljevih koeficijenata preskacemo. Nakon uvodenaj

valnih paketa, Wick rotacije, i drugih tehnickih alata, dobije se:
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Bijl (3.46)

|| = e

Iz uvjeta normalizacije (3.32), ”|a|* — |B|*> = 17, zatim proizlazi:

: out |; 1
(in| N |in) = Z|5ik|2 e
k

(3.47)

Usporedba s Bose-Einstein statistikom onda daje Hawkingov rezultat.
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Slika 3.3: Slika predstavlja cestice koje upadaju u blizini kriticnog trenutka vy. Ako
padnu kroz ishodiste nakon tog trenutka (ljubicaste) zavrSe unutar horizonta i u sin-
gulraitetu, a ako upadnu prije tog trenutka (plave) putuju uz horizont do asimptotske
beskonacnosti i izbjegnu singularitet.

3.2.4 Popratni rezultati Hawkingovog izvoda; vakuumi i matrica gustoce

Vrijedi jo§ komentirati vezu izmedu vakuumskih stanja |in) i |out), kao i vakuumskog
stanja na horizontu, |hor) [24]. Poanta ovog potpoglavlja je da ilustrira eksplicitnu
vezu izemdu stanja bez Cestica u svjetlosnoj proslosti i stanja s Cesticama u svjetlosnoj
buduénosti.

Veza izmedu vakuumskih stanja |in) i |out) se dobije zapisivanjem operatora

spustanja a}" preko operatora na I, tj. invertiranjem relacije (3.43):

a)" lin) = (aziaf" + Bas"") [in) = 0 (3.48)

J

$to nakon mnoZenja s a;," daje:

ag" + Z Bt as™t) [in) = 0 (3.49)
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. . . . . —1 .
Sada, definiranjem matrice: Vj, = »_, 85,y , dobivamo izraz:

i ik )

ag™ |in) = Z ijajuﬁ |in) (3.50)
J
ili matri¢no zapisano:
a®? |in) = Va®"* |in) (3.51)

Ovdje se moze prepoznati jednadzba koja nalikuje definiciji koherentnog stanja za
operator spustanja: a |«) = « |«), s operatorski ovisnom svojstvenom vrijednosti.
Napredovati se moze ako se pretpostavi da su vakuumska stanja povezana nekom

operatorski ovisnom funkcijom: |in) = f(a°“t, a®¥") |out). UvrStavanje daje:

af(aout’ aout’[)

a™  lout) = ([a**, ]+ fa**) out) = =22l

lout) (3.52)

gdje se u drugoj jednakosti iskoristilo poznato svojstvo komutatora operatorske funk-
cije i nekomutirajuce varijable, a a®** |out) propada po definiciji vakuumskog stanja

lout). Nadalje, usporedbom s (3.51), dobije se:

of

W |0ut> = VCI,OUtTf |0Ut> (353)

Ova se jednadzba moze "integrirati”, i daje:
out out'l‘ £/ out 1 outf outf
f(a ) = f(a®) exp (Ea Va ) lout) (3.54)

Analognim postupkom se za a"! moZe dobiti jednad?ba za f(a°“t), i ispada konstan-
tan.

Kompletna analiza daje i tocan predfaktor, i kona¢no veza vakuuma glasi:

lin) = (out|in) exp{( Z V,jal"a outT)} lout) (3.55)

lin) vakuum je iz perspektive promatraca u dalekoj budu¢nosti stanje s beskona¢nim
nizom parova Cestica, odredenim koeficijentima « i £3.

Analogni se postupak moze napraviti i u potpunijoj analizi, gdje se u obzir uzmu
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i modovi na horizontu a"°". U takvoj analizi, trebaju se izra¢unati veze izmedu ko-
eficijenata «, 3, v, n, te Bogoljubovljeve transformacije (3.42), kao i veza izmedu
koeficijenata (3.46). Kombiniranjem svega, dobije se eksplicitan oblik matrice V;;, a

rezultat (3.55) se moZe direktno primijeniti, i imamo:

|ZTL> = ((out| X <h07“|) |m> eXp{ (Ze—47erk (aZorT ® aZUtT)> }(|h07"> ® |0ut>) (356)
k
Raspisivanjem eksponencijalne funkcije i djelovanjem na vakuumsko |hor) ® |out)

stanje, dobiva se:
lin >= ({out| ® (hor|) |in) HZe AN | NET) @ | NG (3.57)
kN

Zahtijevanjem normalizacije (in|in) = 1 dobivamo:
({out| @ (hor|) |in) = H\/ — e 8mMwy (3.58)

Smisao ovog izraza je da kvantificira slikovit opis Hawkingovog zracenja kao produk-
cije parova na horizontu crne rupe. Izraz (3.57) nam govori da stanje /~ vakuuma, iz
perspektive promatraca koji promatra tik uz horizont, izgleda kao isprepleteno stanje
Cestica koje upadaju kroz horizont i koje odlaze u buducu svjetlosnu beskonacnost.

Takoder je bitno napomenuti da se u izvodu (u dobivanju veza izmedu Bogolju-
bovljevih koeficijenata) koristi limes v =~ vy, Sto odgovara promatranju ”jako kasnih
vremena” za izlazno zracenje; ali odgovara promatranju ”jako ranih vremena” za
Cestice koje upadaju u horizont crne rupe. Interpretacija toga je da ovdje postoje
korelacije medu cesticama koje rano upadnu u crnu rupu, i onima koje kasno stignu
do buduce svjetlosne beskonacnosti.

Koriste¢i (3.57) moZe se dobiti matrica gustoce |in) (in| za stanje Hawkingovog

zracCenja:

pP= H \/1 — e 8mMuwy \/1 — e—8mMuw, Z o~ 4N Moy (4w N’ Moy
i o (3.59)
587 (oer| ) (e

Ova matrica gustoce je u Cistom stanju, i stoga nema entropiju isprepletenosti, ali kao
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posljedica toga ima nesretno svojstvo da opisuje stanje s Cesticama i unutar i izvan
horizonta, koja nisu simultano opservabilna.

U fizikalno realisti¢nim situacijama, od interesa nam je racunati opservable koje se
nalaze van crne rupe, gdje se nalazimo i mi. Ovdje to odgovara buducoj svjetlos-
noj beskonacnosti, gdje stize formirano Hawkingovo zracenje. Stoga onaj dio stanja
koji upada u crnu rupu ne mozZemo pratiti, jer od njega ne dobivamo nikakve sig-
nale, i treba ih izbaciti parcijalnim tragom. Trag po {N for <Nl’h”| dijelu Hilbertovog

prostora daje o0y i Stoga reducirana matrica gustoce za |out) stanja glasi:
pout = Traor(|in) (in]) = [J(1 — e 57Mer) Y " SmNMen | Nput) (N | (3.60)
k N

e*BH
Z

Sto se moZze interpretirati kao termalna matrica gustoce , gdje je ukupni sustav
sastavljen od beskona¢no mnogo nezavisnih harmonickih oscilatora razlicitih frek-

vencija i stoga se pojavljuje produkt po frekvencijama.

3.2.5 Evaporacija crne rupe

Jedna od posljedica Hawkingovog zracenja, koja ¢e biti kljucna za paradoks infor-
macije crnih rupa je svojstvo crne rupe da zrac¢i Hawkingove cestice, i posljedi¢no
potpuno nestane - evaporira.

Ovo ocito slijedi iz Hawkingovog izvoda jer iz perspektive udaljenost promatraca
crna rupa zraci energiju spektrom crnog tijela, temperaturom 7jj,wking, @ DiSta tu
energiju ne nadomjestava. Dakle crna rupa gubi energiju.

Proces evaporacije je dan izrazom [26]:

_ w 2
wre _%Z/O o2 [T, 1) (3.61)

gdje je T'(w, l) transmisijski koeficijent kroz potencijal Schwarzschildovog prostorvre-
mena, Cesto zvan faktor sivog tijela, koji smo u ranijoj analizi ignorirali, ali moze se
jednostavno ukljuciti [26]. Ovaj izraz je ocekivanje energije w emitiranih Hawkingo-
vih cCestica, po Planckovoj distribuciji Hawkingovog spektra.

Uobicajeno ponasanje faktora sivog tijela je da trne eksponencijalno u angularnom
momentu /, te da raste priblizno kao w Rschwarzschiia = 2wM [26,34] pa se stoga suma

slobodno moze ignorirati u dosta dobroj aproksimaciji, i ovaj integral poprima efek-
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tivan oblik:

dM 2M? [ w3
—_— == d 3.62
dt T /0 YeBo 1 (3.62)

Integrali ovog tipa se standardno racunaju u statistickoj fizici pri ra¢unima s Planc-

kovim spektrom:

< p3dr wt
= 3.63
/0 efr —1 1504 ( )

Sto, uz relaciju za Hawkingovu temperaturu 5 = 87 M daje:

dM 2M? 74 1 1 107°
ST S S SO (3.64)
dt w1544 307207 M? M?
Nakon integracije slijedi:
tevap 0¢ M (3.65)

kao Sto je i najavljeno. Vrijedi ponovno napomenuti da je ova veli¢cina ogromna
(reda 10 godina), i da stoga nije operativno korisna za eksperimentalne provjere

Hawkingovog zracenja.

3.3 Holografska i kovarijantna ogranicenja entropije

Iz razmatranja o crnim rupama moze se misaonim eksperimentom osmisliti ogranicenje
na koli¢inu entropije koju bilo koji dani termodinamicki sustav kona¢ne dimenzije
moze imati.

Zamislimo neku sfernu regiju prostora I', s povrSinom A. Da je I' Schwarzschildova
crna rupa, s povrSinom A, i stoga s radijusom: 2M = R = \/m, onda bi u I'
entropija bila A/4. Uzmimo sada neki termodinamicki sustav kona¢ne dimenzije, s
entropijom S i masom m << M, koji potpuno stane unutar I', koji je ujedno gra-
vitacijski stabilan i ne tvori crni rupu. Zatim, zamislimo da posaljemo sfernu ljusku
materije mase M — m radijalno prema I'. Kad ta ljuska stigne u I', ona ¢e s ve¢ pos-
toje¢im termodinamickim sustavom stvoriti crnu rupu, koja je sad sasvim odredena
sa svoja 3 parametra (M, @, J) (tvrdnja B.6) i ne zna niSta o pocetnoj konfiguraciji,

te ima entropiju A/4. Buduéi da smo na originalni sustav dodali ljusku materije, i
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time uveli nove stunjeve slobode te povecali fazni/Hilbertov prostor, konac¢ni sustav
obavezno ima entropiju ve¢u od pocetnog.

Stoga mozemo zakljuciti sljedec¢e: Entropija bilo kojeg sustava koji stane u konacno
podrucje T je odozgo ogranicena entropijom crne rupe koja obuhvaca podrucje T'.

Ovaj argument zvuci dobro, ali zapravo ima nekih problema; konkretno u po-
dru¢jima svemira gdje se desava iznimno brza ekspanzija ili kompresija prostorvre-
mena (npr. u vrijeme inflacije nakon velikog praska, ili u blizini nekog "velikog
stiska”, kao $to se deSava u nekim kozmoloskim modelima). Generalno, ogranic¢enja
entropije na prostornim hiperplohama nisu moguca i treba se definirati generalnije
ogranicenje na entropiju bazirano na konvergiraju¢im svjetlosnim plohama. Za deta-
lje vidi [25]. Tako definirano ogranicenje na entropiju je “kovarijantno”, tj. ne ovisi o
promatracu, te se ¢ini kao da je kompletno univerzalno, u smislu da se nije naruseno
ni u jednoj fizikalnoj situaciji dopustenoj u opcoj teoriji relativnosti (a i Sire), iako
nije opcenito dokazano da je to slucaj.

Sveukupno, kovarijantno ogranicenje entropije se ¢ini kao dobra indikacija da su
crne rupe u nekom smislu objekti maksimalne entropije, Cija je Bekenstein-Hawkingova
entropija gornja meda na uobicajenu termodinamicku entropiju sustava koji ju je ko-
lapsom mogao stvoriti. Ovo takoder ide u prilog poopéenom drugom zakonu ter-
modinamike, koji nalaze da se Bekenstein-Hawkingova entropija treba tretirati kao
potpuno ekvivalentna uobicajenoj termodinamickoj entropiji.

Ovo nam je diskusija bitna jer ¢e nam omoguditi da u sljede¢em poglavlju o entro-
piji unutrasnjosti crne rupe govorimo kao o gornjoj granici na entropiju Hilbertovog
prostora koji opisuje kvantno mehanicki sustav iz kojeg je crna rupa nastala. Kon-
kretno, posluzit ¢e kao motivacija da se opravda modeliranje unutrasnjosti crne rupe

kao kvantno mehanickog sustava s Hilbertovim prostorom.
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4 Problem informacije crnih rupa - 1. dio: Osnovna

formulacija

U ovom ¢emo poglavlju formulirati problem informacije crnih rupa u ele-
mentarnom obliku i navesti tri oplenita pristupa njegovog rjesavanja.
Izlozit ¢emo prednosti i mane tih rjeSenja i objasniti zasto se jedno
od rjesenja - unitarna evolucija crne rupe u Cisto stanje Hawkingovog
zraCenja - najCeSce pretpostavlja kao to¢no.

[34-36] su moderni pregledni ¢lanci koji se bave tematikom koja ¢e biti
obradena u ovom poglavlju.

Pojmovi opisani u ovom poglavlju: Paradoks informacije crnih rupa, unu-
trasnjost crne rupe, kvantna mehanika, gubitak informacije, stabilni os-

taci, ¢isto stanje Hawkingovog zracenja, Pageovi rezultati, Pageovo vrijeme

U uobicajenoj kvantnoj mehanici, svaki sustav opisan Cistim stanjem valne funk-
cije ¢e evoluirati tako da na njega djeluje unitarni operator koji ¢e producirati novo
Cisto stanje opisano nekom drugom valnom funkcijom. U tom smislu, unitarna evo-
lucija kvantne mehanike ¢uva informaciju — nikad ne evoluira ¢isto stanje u mijeSano
stanje.

Problem informacije crnih rupa je kontradiktoran toj stavci kvantne mehanike i
najjednostavnije se moZe izre¢i na sljede¢i nacin: U prostorvremenu smo u kojem pos-
toji materija mase M koja kolapsira u crnu rupu. Ta materija je u pocetku u Cistom
stanju; ostatak svemira je vakuum iz perspektive Minkowskijevog / Schwarzschildovog
promatraca. Nakon sto se materija u Cistom stanju kolapsira, nastaje crna rupa koja
¢e zbog Hawkingovog efekta gubiti masu i nakon dovoljno vremena potpuno ce nestati.
Sva energija pocetne materije biti ¢e konvertirana u izlazno Hawkingovo zracenje, koje
je po Hawkingovom racunu savrsenog termalno (do na koristene aproksimacije) i stoga
ne moze nositi informaciju. Konacno stanje cijelog sustava je Minkowskijevo prostorvri-
jeme, bez crne rupe, i s puno nekoreliranog Hawkingovog zracenja opisanog matricom
gustole. Cini se da je sva informacija o &istom stanju poletnog sustava izgubljena.
Matematicki, kada se kvantna mehanika radi u prostorvremenu s horizontom javlja
se neunitarna evolucija iz ¢istog stanja poCetne materije u mijesano stanje kona¢nog

Hawkingovog zracenja i informacija o pocetnom sustavu se gubi.
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Ovaj misaoni eksperiment i brojna profinjenja se u literaturi obi¢no nazivaju pro-
blem informacije crnih rupa. Iako je ova formulacija elementarna i laka za razumjeti,
malo je nedorecena, tj. nejasno je iz formulacije Sto je dovoljno pokazati kako bi se
problem rijesio.

Rjesenja ovako izrecenog paradoksa informacije crnih rupa se svode na jednu od

tri opcije:

1. Informacija je fundamentalno izgubljena kad crna rupa evaporira.

2. Crna rupa se u nekom formatu stabilizira pred kraj evaporacije i formira se
stabilan ostatak evaporacije; objekt koji sadrzi pocetnu informaciju.

3. Hawkingovo zracenje odnosi informaciju iz crne rupe nekim mehanizmom male
kvantno gravitacijske korekcije ili kao posljedica aproksimacija napravljenih u

Hawkingovom izracunu. Evolucija je ipak unitarna.

U znanstvenoj zajednici postoji (vec¢inski) konsenzus da se najsigurnije drzati trece
opcije i vec¢ina popularnih rjeSenja su upravo mehanizmi kako unitarizirati Hawkin-
govo zracenje, tj. implementirati smanjenje sitnozrnate entropije (definirane u pot-
poglavlju 2.3.4) Hawkingovog zracenja na nulu (potpoglavlje (4.1)). U ostatku ovog
poglavlja (potpoglavlja (4.3) i (4.4)) ¢emo spomenuti neke razloge zasto su prve
dvije opcije manje popularne te pokazati neke preliminarne rezultate koji sugeriraju
da bi blage modifikacije Hawkingovog spektra mogle dati poZeljan rezultat unitari-
zacije.

Prije nego krenemo na gore navedene slucajeve, treba uvesti pretpostavku koja
¢e se koristiti u argumentima koji slijede - unutrasnjost crne rupe je isprepletena s
Hawkingovim zraCenjem, i time je dobro opisana nekim kvantno mehanickim susta-

vom na Hilbertovom prostoru.

4.1 Unutrasnjost crne rupe mora biti dobro opisana Hilbertovim

prostorom

U diskusiji paradoksa informacije trebati cemo govoriti o ponasanju mijeSanog stanja
Hawkingovog zracenja. Kad se govori o mijeSanom stanju, pokazat ¢e se potrebno
moci nesto rec¢i i o ve¢em sustavu Hawkingovih Cestica + ostatka svemira, koji je
opisan cCistim stanjem. Kako se Hawkingov izvod deSava u potpuno praznom pros-

torvremenu (nakon kolapsa) u kojem postoje samo crna rupa i Hawkingove Cestice,
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jedini je izbor da su one isprepletene s crnom rupom, sto je u skladu s izrazom (3.57)
koji vodi na slican zakljucak.

Razumno je stoga pretpostaviti da je unutrasnjost crne rupe opisana Hilbertovim
prostorom, na kojem postoji mijeSano stanje isprepleteno s vanjskim Hakwingovim
zraCenjem. To je sadrzaj pretpostavke najavljene krajem proslog potpoglavlja.

Ta pretpostavka ima i neke posljedice na interpretaciju entropije crne rupe. Ona
kaze da se moze govoriti o stanju na Hilbertovom prostoru u unutrasnjosti crne rupe.
Ovo je u (naizglednom) sukobu s tvrdnjom da je crna rupa savrseno opisana sa samo
tri parametra M, @), J koji toc¢no odreduju stanje cijelog sustava.

Ovo se onda moze interpretirati kao odnos izmedu makrostanja i mikrostanja termo-
dinamickog sustava, u kojem je makrostanje opisano s malim brojem makroskopskih
parametara M, (), J koji opisuju "prosjecno” stanje brojnih stupnjeva slobode u sus-
tavu, dok je mikrostanje specifi¢no stanje na unutrasnjem Hilbertovom prostoru koje
vanjski promatrac¢ ne moze razluciti.

Takva interpretacija crnih rupa je u slaganju s ranijom indikacijom (potpoglavlje 3.3)
da su crne rupe u nekom smislu granic¢ni slucajevi termodinamickih sustava, gdje
se sad mikrostanje ne moze razluditi; ne samo u principu, zbog eksperimentalnih
ogranicenja, ve¢ i sasvim doslovno, jer je unutrasnjost skrivena iza horizonta za vanj-
skog promatraca.

Bekenstein-Hawkingova entropija crne rupe u ovom kontekstu poprima standardnu
termodinamicku interpretaciju razine degeneracije mikrostanja za dano makrostanje.

Ovo naravno nije univerzalno prihvacena hipoteza i svakako ima rjeSenja pro-
blema informacija koja mu se direktno protive (npr. stabilni ostaci evaporacije koje
¢emo spomenuti u potpoglavlju 4.3), no u vecini rjeSenja koja ¢emo razmatrati se
uzima kao pretpostavka. Stoga ¢emo dalje u radu udiniti isto, osim u primjerima
gdje eksplicitno ne navedemo suprotno.

Sada smo spremni krenuti na prvu od tri predlozena rjeSenja paradoksa: pri-
hvacanje gubitka informacije. U njemu se pretpostavka uvedena u ovom potpoglavlju

nece koristiti, no pojavit ¢e se u potpoglavljima koja slijede kasnije.
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4.2 Prihvadanje gubitka informacije

Hawking je nakon otkric¢a zracenja crnih rupa i prvih formulacija paradoksa zagova-
rao fundamentalan gubitak informacije neunitarnom evolucijom matrice gustoce iz
¢istog stanja u mijeSano [40]. Prijedlog je bio da se evolucija deSava pomoc¢u dolar
matrice $, takoder zvane matrica super rasprsenja (eng. superscattering matrix).

Operator $ zadovoljava svojstvo neunitarne evolucije u smislu:
Tr{p’} =1 = Tr{($p)*} #1 4.1)

i manifestira se kao popravka na uobiCajenu evoluciju matrice gustoce (preuzeto

iz [39], stranica 383., izraz (1.4)):
Owp =ilp, H) + dHp (4.2)

gdje je 0 H dodatni ¢lan koji predstavlja popravku na uobic¢ajenu evoluciju i djeluje
kao linearna transformacija na operator p.

Razvoj potpune teorije modificirane kvantne mehanike s neunitarnom evolucijom
je slozen posao i prepustamo ga literaturi [39], pogotovo jer nam u ostatku rada nece
trebati.

Ipak, problemi nastaju kad se takva teorija potpuno razradi [41], kao Sto se i
ocekuje za bilo koju teoriju koja mijenja neku od osnovnih pretpostavki kvantne me-
hanike. Izmedu ostalog, tako fundamentalna promjena morala bi imati posljedice i
na uobicajenu kvantnu mehaniku koja se moze raditi u laboratoriju; posljedice koje
se ne opazaju. Na primjer, kad se radi s $-matricom, mogu se pojaviti izolirani sustavi
u kojima nije sacuvana energije [41].

Pod uvjetom da se vjeruje da je prava teorija kvantne gravitacije holografska, do-
datna potvrda da neunitarna evolucija vjerojatno nije pravi put je sukob s AdS/CFT
dualnosti, koja nalaze da je teorija gravitacije dualna nekoj bazdarnoj teoriji. Crna
rupa odgovara nekom stanju na Hilbertovom prostoru konformne teorije polja koje
svakako unitarno evoluira pa stoga i crna rupa mora unitarno evoluirati. MozZe
se argumentirati da bi ovo trebalo vrijediti i na asimptotski ravnim prostorvreme-

nima [35,69].
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4.3 Stabilizacija crne rupe na Planckovoj skali i stabilni ostaci

Jedna opcija kojom se gubitak informacije moze pokusati izbjeci je da se uvidi da
efektivna teorija polja i specificno Hawkingov racun prestaju biti valjani kada je crna
rupa iznimno mala; konkretno kad joj je masa priblizno Planckove skale (1073° m, tj.
10~®%ukg). Za tako malu crnu rupu, podruéje oko horizonta bi moralo biti dovoljno
blizu singularitetu da bude u rezimu kvantne gravitacije i stoga svi klasi¢ni racuni
prestaju biti valjani.

Bududi da je nepoznata tocna teorija kvantne gravitacije ne znamo to¢no $to se tamo
dogodi, ali jedna mogucnost je svakako da se crna rupa stabilizira i prestane evapo-
rirati. Takve stabilne crne rupe Planckove dimenzije nazivamo stabilnim ostatcima
(evaporacije) (eng. stable remnants).

Pretpostavimo li formaciju stabilnih ostataka, gubitka informacije nema; ona je
samo sadrzana iza horizonta i stoga je nedostupna vanjskim promatrac¢ima, ali joS$
uvijek je tu. Ako netko uskoci u takvu crnu rupu (zanemarujudi problem promatraca
dimenzije Planckove duljine) moc¢i ¢e joj u principu pristupiti [55, 56].

Jedan elementaran problem je sto smo u kolapsu u stabilan ostatak mogli poceti

od objekta koji je u pocetku bio proizvoljno velik i stoga imao proizvoljno veliku
Bekenstein-Hawkingovu entropiju. Stabilni ostaci stoga moraju imati beskonacan
broj kvantnih mikrostanja kako bi mogli podrzati tako visoku entropiju, a to ima loSe
posljedice na njihovo ponasanje u kvantnoj teoriji polja. Specificno, uzrokovalo bi
da amplituda tvorbe takvih virtualnih parova divergira u svim uvjetima i stoga bi se
reflektirala u eksperimentima koje mozemo raditi na nizim energijama [34].
Ovo je podrzano i AdS/CFT dualnosti, koja nalaze da holografska entropija mora
biti bas brojanje mikrostanja sustava, i stoga tako mali objekt s proizvoljno visokom
entropijom ne bi trebao postojati. Naravno, nije poznato mora li kvantna teorija
gravitacije biti holografska i stoga ovo ne mora nista znaciti.

Unato¢ postojeéim problemima s ovim pristupom, postoje raznoliki modeli koji
vode na jednako raznolike rezultate. Jedna opcija je postojanje novorodenih svemira
(eng. baby universes) - asimptotski ravnih regija prostovremena proizvoljno velikog
volumena do kojih se dolazi prolaskom kroz stabilni ostatak, nalik na crvoto¢inu
[42,43].

Potpuna obrada stabilnih ostataka je jako opS$irna tema i stoga potpuniji tretman

ostavljamo preglednom radu [42] o stabilnim ostacima.

51



4.4 Izbacivanje informacije pred kraj Zivota crne rupe

U ovom je rjesenju ideja da se pred kraj evaporacije sva informacija moze izbaciti
kroz nagli izboj zracenja ili kroz "otkrivanje singulariteta” ili nesto slicno. To bi se
moglo dogoditi kad dimenzija crne rupe postane toliko mala da joj je masa uspore-
diva s Planckovom masom. Tada karakteristicna skala geometrije vise nije znacajno
veca od povratne reakcije zracenja na metriku (ovo je aproksimacija jake geometrije
koja se koristila u izvodu Hawkingovog zracenja, potpoglavlje (3.2.3)) i Hawkingov
racun prestaje vrijediti.

U ovom pristupu se ne spominje Kkoji je tocno kvantno gravitacijski efekt na djelu, jer
se moZze, uz relativno blage pretpostavke kvantne mehanike (potpoglavlje 4.1) po-
kazati da izbacivanje informacije pred kraj evaporacije nije moguce. To ¢e biti tema
ostatka ovog potpoglavlja.

Naravno, taj se zakljutak moze zaobici ukoliko se dopuste modifikacije kvantne me-
hanike (vise o tome pred kraj potpoglavlja).

Kako bi se pokazalo zasto ovaj argument ne moze raditi (za standardnu kvantnu
mehaniku), treba promatrati prvih N cestica Hawkingovog zracenja koje izlaze iz
crne rupe, i izracunati njihovu reduciranu matricu gustoce, tj. entropiju ispreplete-
nosti.

Za pojedinu cesticu s asimptotskom frekvencijom w, po izvodu Hawkingovog zracenja
vrijedi da je opisana reduciranom matricom gustoce: p;, za koju entropija ispreplete-

nosti ne iS¢ezava:
SVN(N = 1) = TI'1 (pl In pl) 7£ 0 (43)

Ova tvrdnja slijedi iz izraza (3.57) s fiksnom frekvencijom w; = w; svaka Hawkingova
Cestica ima svoj par na drugoj strani horizonta, s kojim je isprepletena. Trag se radi
po potprostoru Hilbertovog prostora s fiksnom frekvencijom w.

Nadalje, kako pretpostavljamo da je Hawkingovo zracenje nekorelirano, svaka
sljedeca Cestica je nezavisna od prosle i stoga je ukupna matrica gustoce za dvije

Cestice Hawkingovog zracenja: p; = p; ® p;. Njihova matrica gustoce eksplicitno
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onda glasi:

SiN(N =2) =Tr{(p1 ® prIn[p1 ® p1]) }
=Tr{{p @ pm[(lnp @ 1)+ (L1 @Inp)]}}
=Tr{([mn @ p][L @ Inp1])} + Tr{([p1 ® pi][ln p1 @ 1])} (4.4)

= Tr{(p1)} Te{(p1 In p1)} + Tr{(p1 In p1)} Tr{(p1)}

=2Tr{(p1Inp1)}

gdje smo koristili svojstvo In funkcije:

mM(AB)=lmAR1g+1,®InB (4.5)

za dijagonalizabilne matrice A i B, te svojstvo traga Tr(A ® B) = Tr A Tr B.

Analogno, za prvih N cestica Hawkingovog zracenja slijedi rezultat:

Sn(N) = N Tr(py Inpy) (4.6)

tj. entropija isprepletenosti Hawkingovog zracenja raste linearno s brojem emitiranih
Cestica.

Mogu¢ nacin emisije informacije bi bio da kako se crna rupa smanjuje i priblizava
Planckovoj masi Hawkingov izra¢un postane nepouzdan, i mozda se dogodi neki
novi efekt gdje umjesto linearnog rasta, entropija isprepletenosti naglo padne na 0.
To bi znacilo da te zadnje Hawkingove Cestice, izbacene u kvantno gravitacijskoj
fazi, sadrze korelacije s ostalim, ranije izbacenim Cesticama Hawkingovog zracenja,
i u tim korelacijama je zapisana sva informacija o po¢etnom sustavu. Te bi Cestice
onda naglo procistile stanje emitiranog Hawkingovog zracenja, konacan bi sustav
ponovno bio opisan Cistim stanjem, i unitarna evolucija ne bi bila narusena (samo bi
u medustanju gdje postoji crna rupa bilo nemoguce izmjeriti Cisto stanje, jer je dio
njega kauzalno odvojen od ostatka iza horizonta; ali nista zato).

Ovo zvuci sasvim moguce, ali postoje razlozi zasto se ova linija razmisljanja odba-
cuje, a svi se svode na ogranicenje na koli¢inu informacije koju crna rupa dane povrsine
moze sadrzavati. Izlazno zraCenje ima entropiju jer je isprepleteno s nekim stupnje-
vima slobode u unutrasnjosti crne rupe, kao Sto smo argumentirali u potpoglavlju

(4.1). Takoder je poznato da ako su sustavi A i B medusobno isprepleteni, oba sus-
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tava imaju istu entropiju isprepletenosti (izvedeno u dokazu (2.7.1)) i stoga crna
rupa ima entropiju isprepletenosti koja raste linearno s vremenom.
S druge strane, ako pretpostavimo da je interpretacija povrSine (i stoga entropije)
crne rupe, kao volumena Hilberotovog prostora u unutrasnjosti crne rupe, to¢na(tvrdnja
koja se uzima kao to¢na u vidu holografskog ogranicenja na entropiju te AdS/CFTa;
potpoglavlje 3.3) onda nailazimo na sukob jer ta krivulja povrsSine kao posljedica
evaporacije (izraz 3.62) pada u vremenu.

Sad imamo dvije krivulje; entropiju isprepletenosti vanjskog zracenja, koja raste
linearno u vremenu; i velicinu Hilbertovog prostora koji sudjeluje u isprepletenosti i

koja pada u vremenu kao povr$ina: Mg(1 — ——)*3. Ove dvije krivulje se u nekom

evap
trenutku moraju presjeci, i to se svakako dogodi prije nego se ude u rezim nevalja-
nosti Hawkingovog izvoda.

Da bismo to vidjeli, trebamo eksplicitnu formulu za von Neumannovu entropiju jedne
Hawkingove Cestice, te zatim znamo da je entropija N Hawkingovih Cestica, bar do
na aproksimacije koriStene u Hawkingovom izvodu, dana s N S,y (N = 1), kao $to je
izvedeno ranije. Krivulju pada povrSine naravno ve¢ imamo, stoga nju ne moramo
ponovno racunati.

Pomo¢u izraza (3.57) mozemo izracunati reduciranu matrica gustote za jedan

par Cestica s definiranom frekvencijom w:

=1 Do (Mler|e (M| p|Mlery oMoy

miwmFw M;M#1

— H \/1 — e 8T Muy \/1 — e~ 8mMuw, Z e747rNMWkef47TN/MUJl (47)

kLmiwm#Aw N,N',M;M#1

(A [N NP ) (M5 (2

Nakon koristenja dobivenih delta funkcija i malo sredivanja dobivamo:
p1= /1 o 6_87eref87er ‘1Zor> <1Zor’ ® ‘1ZUt> <13Jut| (48)

Ova matrica gustoce ima strukturu projektora, i stoga funkcije koje nju sadrzavaju u

argumentu, poput In p;, poprimaju posebno jednostavan dijagonalan oblik:

flaP) = Zcz-(a P) = ZciaiPi = (Zcia’)P = f(a)P (4.9)

7 7 7
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gdje a predstavlja skalarni faktor v/1 — e 8Mwe=8™Mw 5 P predstavlja projektor
) (18| @ 1) 1z
Koristeéi ovo, ratunamo von Neumannovu entropiju za vanjsku &esticu 1), 3to

daje:

Sun(N =1) = —y/1 — e 8mMue=8TMe I {1 /] — e=8nMweSTM@y Ty 1 out) (194
1
= —+\/1— e—STere—SﬂMw |:_ In (1 o e—87er) — 8tMw (410)

2
—8mMw

~ g 8TMw [—e i + 87TMQJ:| ~ 8T Mwe ™M«  O(e10mMw)

Entropija crne rupe prati krivulju:
S = r*M? (4.11)

Da bismo dobili vrijednost M na kojoj crna rupa ima manju entropiju od ukupne
entropije Hawkingovog zracenja koje je do tada emitirano, moramo izracunati jed-

nakost:
w2 M? = N(M) 87 Mwe ™M (4.12)

gdje je lijevo ovisnost povrisne (entropije) crne rupe o masi, a desno entropija ispre-
pletenosti Hawkingovog zracenja koja je emitirana do trenutka kad crna rupa ima
masu M. Sada trebamo ocijeniti red veli¢ine w i N.

Za w to moZemo vrlo grubo napraviti, tako da uzmemo red veli¢ine Hawkingove

temperature:

1

~ (4.13)

W

Analogno, treba ocijeniti broj Cestica N koji je emitiran do trenutka kad crna rupa
ima masu M.
Prvo ¢emo procijeniti broj Cestica koju crna rupa mase M jo$ mozZe izraciti do kraja
evaporacije. U ovu svrhu, moZemo se posluZiti operativnim izrazom za snagu zracenja
crne rupe (3.62), gdje u podintegralnoj funkciji spustimo potenciju w u brojniku za
jedan. To odgovara racunanju ocekivanja broja umjesto energije izracenih Cestica, tj.

to¢no ono $to Zelimo.
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Integriranjem tog izraza, dobivamo:

(4.14)

dN 2M*? /°° w? 2M? 2((3) 1073
g dw - _ ~—
dt T Jo

a e -1 7 BaM)3P T M

© 1
n=1 nz

gdje je ((3) Riemannova zeta funkcija {(z) = > i iznosi otprilike ~ 1.2.
Sad ovaj izraz mozemo kombinirati s izrazom (3.62) iz racuna ovisnosti energije o

vremenu u potpoglavlju 3.2.5:

dM 107°
% ~ — 2 (4.15)
Uzimanjem omjera ove dvije jednadzbe dobivamo:
dN -3
- dN 10
= —— & M =10*°M 16
o = gar "~ 105 (416)
S$to se onda moze integrirati:
N(M) ~ 10°M? (4.17)

Ovaj rezultat nam daje broj Cestica koje ¢e crna rupa pocetne mase M emitirati do
kraja svog zZivota.
Analogno, ako crna rupa pocne od M, i zavrs$i na masi M, broj emitiranih Cestica u

tom intervalu je dan s:
AN o< (MZ — M?) (4.18)
Sad mozemo sve uvrstiti u jednadzbu (4.12):
w2 M? = (M2 - MQ)SWM%{S”MJ@ (4.19)
Sto nakon invertiranja daje:

(72 + O(107 1)) M? = 8 Mie ®" (4.20)
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tj. uvrStavanjem brojeva:
M o< M10~° (4.21)

Kako je M, ovdje izrazeno u Planckovim jedinicama, za realisticnu crnu rupu mase
reda solarne mase M, o< 10*¥mppa 0OvO je jo$ uvijek vrlo, vrlo daleko od rezima
nevaljanosti Hawkingovog izvoda M o O(mpianck)-

Dakle, kad se krivulje u izrazu (4.19) presjeku, crna rupa vise ne sadrzi dovoljno
Hilbertovog prostora da bi mogla biti isprepletena u potrebnoj dozi s Hawkingovim
zracenjem koje je ve¢ izaslo. Kad se ude u rezim nevaljanosti Hawkingovog izvoda,
crna rupa ima toliko malen Hilbertov prostor da on nikako ne moze sadrzavati svu
informaciju potrebnu da se reproduciraju potrebne korelacije o po¢etnom stanju.

Ova analiza ukazuje da, pod danim pretpostavkama, procesi u kojima se infor-
macija ne pojavljuje do pred sam kraj evaporacije nisu realisti¢ni jer se negdje u
procesu smanjivanja crne rupe izgubi moguc¢nost da ta koli¢ina informacije uopce
bude sadrzana unutar nje.

Bolja linija razmisljanja bi vjerojatno bila da postoji kontinuirani efekt kroz cijeli
proces evaporacije, i da ga je Hawkingov izvod iz nekog razloga zanemario u aprok-
simacijama ili promasio jer se koristila nepotpuna teorija gravitacije. Ovo ¢e biti tema

sljedeceg potpoglavlja.

4.5 Male korekcije Hawkingovog zracenja

Ovaj pristup je najblizi klasicnom pristupu objasnjavanja “gubitka informacija” u
klasi¢noj mehanici: Neovisno koliko brzo gurnemo neki predmet po stolu, nakon do-
voljno vremena, on Ce stati zbog trenja. Konacno stanje je uvijek isto; nema informacija
o pocetnoj brzini predmeta, informacija je izgubljena.

Naravno, znamo da ovo nije to¢no, informacija jos uvijek postoji, samo je zapisana u
vrlo kompleksnom formatu; u gibanju zagrijanih Cestica stola i predmeta te njihovim
korelacijama, koje je prakti¢no gledaju¢i nemoguce dekodirati. Analogno tome, vje-
ruje se da bi informacija o poCetnom stanju sustava mogla biti zapisana u jako finim,
ali brojnim korelacijama u prividno termalnom spektru Hawkingovog zracenja, koje
bi nosile svu informaciju o pocetnoj konfiguraciji.

Osnovna ideja je da aproksimacije napravljene u Hawkingovom izvodu izgube
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male korelacije koje su mozda prisutne i potencijalno nose informaciju. Alterna-
tivno, takve bi korekcije mogle dolaziti od kvantno gravitacijskih korekcija; ako su
one dovoljno snazne/brojne da za vrijeme zivota crne rupe uspiju prenijeti dovoljno

informacija o poCetnom stanju materije da "prociste” konac¢no stanje.

4.5.1 Ocjena velic¢ine korekcija Hawkingovog spektra, pomo¢ni teorem

Racun finih kvantnih korekcija bi ukljucivao racunanje egzaktne kvantno gravitacij-
ske S-matrice, Sto je danas ocito nemoguce. Umjesto toga, procjenjuje se koliko bi
velike korekcije trebale biti da mogu prenjeti potrebnu koli¢inu informacija, i onda
se provjerava jesu li takve korekcije razumne u kontekstu kvantne gravitacije te mo-
raju li biti prevelike da bi bile konzistentne s efektivhom teorijom polja koriStenom u

Hawkingovom izvodu.

Tvrdnja 4.1. Uvodenje eksponencijalno malih (~ e~“2#) popravki za ocekivane vri-
jednosti jednostavnih opservabli (ugrubo - onih koje uklju¢uju malen broj korelacija)
je dovoljno da bi se Hawkingovo zracenje ucinilo unitarnim, a da istovremeno ostane
konzistentno s efektivnom teorijom polja.

Uvodenje takvih popravki za jednostavne opservable rezultira proizvoljno velikim
korekcijama za ocekivanja slozenih opservabli, kao Sto su entropija isprepletenosti

Hawkingovog spektra.

Za dokazati ove tvrdnje trebamo pokazati rezultat o generickom Hilbertovom

prostoru konacne dimenzije:

Teorem 4.2. Uzmimo Hilbertov prostor H, kona¢ne dimenzije dim(H) = N o €7, s
bazom {|i) }, gdje je S "entropija Hilbertovog prostora”, ¢iji je eksponent proporciona-
lan dimenziji. Neka je A proizvoljni hermitski operator na tom Hilbertovom prostoru,
koji predstavlja neku fizikalnu opservablu. Ne postoje nikakva daljnja ogranicenja na
operator.

Nasumicno odabrano Cisto stanje izvrijednjeno na opservabli A izgleda kao maksi-

malno mijesano stanje, opisano matricom gustoce p,q; = %]l.

Dokaz 4.2.1. Da bismo dokazali Zeljenu tvrdnju prvo se moramo uvjeriti da je ocekivanje
te opservable uprosjeteno po svim ¢Cistim stanjima: (| A|¢)|, jednako racunanju

otekivanja za maksimalno mije$ano stanje, dano s: (A) = Tr{(pmna.A)}. Ako ovo
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vrijedi, to je ve¢ dobra indikacija da proizvoljno cisto stanje "izgleda” kao maksimalno
mijesano stanje.

To ipak nije definitivni pokazatelj, jer je sasvim moguce da ocekivanja operatora A
proizvoljno jako osciliraju za razlicita Cista stanja ¢, ali da su oscilacije centrirane bas
tako da prosjek po svima daje maksimalno mijeSano stanje. Stoga treba izracunati

varijaciju uprosjecenja po Cistim stanjima u odnosu na maksimalno mijeSano stanje:

(Y] AlY) — Tr{ pmasA}?, koje ¢e onda ograniciti koliko jake varijacije mogu biti.
Ispasti ¢e da je ovisnost ~ -, dakle sto je Hilbertov prostor veci, oscilacije su manje,
i proizvoljno Cisto stanje je sve sli¢nije maksimalno mijesanom stanju.

Kre¢emo na dokaz:
1) Baza |i) se moZe odabrati tako da je operator A dijagonalan u njoj. Proizvoljni

vektor ¢ onda glasi: |¢) >= ). a; |i), a oekivanje operatora A za takav vektor glasi:
(Y| Aly) = Z o Ay (4.22)

Uprosjecenje po svim cistim stanjima u Hilbertovom prostoru se onda radi integri-
ranjem po svim moguc¢im koeficijentima «; u raspisu stanja ¢, tako da ta integracija
|2

zadovoljava uvjet: ) .|o;|* = 1. To se moZe kompaktno zapisati uvodenjem Haar

(mikrokanonske) mjere:
dp = a dondas...daydady 5(2’04212 =1) (4.23)

gdje je a normalizacijska konstanta koja osigurava [ du = 1. Ova se mjera naziva
mikrokanonskom jer sva Cista stanja tretira s istom konstantnom vjerojatnosti a.

Racun prosjeka onda glasi:
Wl ATy = /du Z|az| Ay (4.24)
Treba primijetiti da je mjera ;. simetri¢na u svim parovima koeficijenata «;a;, i stoga

za nju vrijedi: [dploy|? = [dps(Joa]? + s> + ... + |an|?) = & [ dp. Primjenom

ovog rezultata na gornji izraz slijedi:

— 1
OTATT = [ du> A (4.25)
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Kako su A;; samo svojstvene vrijednosti operatora A, one ne ovise o komponentama
nekog vektora u Hilbertovom prostoru, i moze se slobodno iskoristiti [ du = 1, da se

konac¢no dobije:
WIAL)]y = ZAM = Tr{ A} = Te{ (pmarA)} (4.26)

Ovime smo uspjesno pokazali prvi od dva rezultata.

Sad jos preostaje izvrijedniti varijaciju [< ¥|A|Y > — Tr{(pmasA4)}]?, analognom
procedurom, koriste¢i mikrokanonsku mjeru.

Raspisujuci, dobivamo:

/ﬁuz]mfmﬁ<wMﬁ><ﬂAU>

ij

— 2 Tt{(prmacA) au|? < ilAli > + Tr{(pmazA)}’] (4.27)

2 1
= /dﬂ ZAiiAjj<|0¢i|2|04j’2 - N|04i|2 + m)
ij

Tu se javlja jedna malo slozenija suma po jedini¢noj sferi, za koju se dobije:

9 1
%;WJKM %;NUV+D&f+ﬂ @”Nuv+n (4.28)

Detaljniji racun ovog tipa se radi u kasnijem poglavlju, pomocu jednadzbi (5.28,5.29).
Opcenita procedura racunanja suma poput ove se obraduje u dodatku C.

2 . 1 .o . 4 .o .
> ilail? = & >_, znamo od ranije, i kona¢no se dobije:

0ij 1 1
[<wm¢>_ﬂmm#m%i/wg;%&mNmﬁ4fﬁwN+m_Nﬂ

ol

[ Tl"{ (pmazAz) } - Tr{(pmawA> }2]

(4.29)

d
PN

gdje se koristilo [ du = 1, $to slijedi iz normalizacije Haar mjere.
Rezultat nam govori da varijacija ocekivanja operatora A u proizvoljnom ¢istom sta-

nju izgleda identi¢no ocekivanju za maksimalno mijesano stanje, do na varijacije od
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tog rezultata koje su reda veli¢ine ﬁ ; a kako dimenzija Hilbertovog prostora raste,
te fluktuacije teze u 0.

Stoga imamo rezultat — za Hilbertove prostore velike, kona¢ne dimenzije, koristenje
maksimalno mijeSane matrice gustoce za racunanje ocekivanih vrijednosti je ekviva-

lentno koristenju nasumicno odabranog ¢istog stanja:

(1 A1) = TH{ (pmar )} + O(57) (4.30)

Kao Sto smo ustanovili ranije, entropija kvantnog sustava je proporcionalna In N, i

stoga se moze pisati % x e~*. Time je potetna tvrdnja pokazana. [J

Primjer 4.3. Vrijedi napomenuti da ovaj teorem vrijedi samo ako stanje 1) odaberemo
nasumicno, ne prilagodavaju¢i ga za operator A, tj. vrijedi “za prosjetno stanje na
H”.

To moZemo vidjeti za operator A = 10 |¢)) (¢b|. Ako se za stanje sada odabere bas |¢),
ocekivanje ¢e dati O(10) i svakako ¢emo imati narusenje O(e~) ograniéenja.

S druge strane, ako se odabere proizvoljno stanje |k = 5), iz neke nasumicne baze
{|k)} na H, koja nema nikakve veze sa zapisom operatora A, onda teorem ponovno

vrijedi. U toj se bazi |¢)) da zapisati kao:

) = (klv) k) (4.31)

k

Za nas$ proizvoljni izbor stanja, |k = 5), prijeklop je konkretno dan s (5|¢)). Ako je baza
doista nasumicno odabrana, u principu ocekujemo da ¢ée |¢)) imati neiSCezavajuce
prijeklope s ve¢inom vektora iz baze te da ni s jednim od njih nece biti u pretjerano

dobrom slaganju. Normalizacijski uvjet glasi:

N

> k) =1 (4.32)

k=1

i ako se pretpostavi da ne postoji (k| takav da: (k|v) ~ 1, odmah imamo < k[ >~
(’)(\/LN) za sve |k) u bazi, pa tako i (k|¢). U tom slucaju ocekivanje operatora A

ponovno poprima trnuée ponasanje, u skladu s teoremom.
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4.5.2 Ocjena velic¢ine korekcija Hawkingovog spektra, primjena na Hawkingov

spektar

Sada je vrijeme da ovaj teorem primijenimo na stanje Hawkingovog zracenja. Kada
crna rupa potpuno evaporira (ovaj teorem se moze primijeniti samo nakon potpune
evaporacije, kad je stanje zracenja po pretpostavci ponovno Cisto) sve Sto ostane je
visoko korelirano Hawkingovo zracenje u Cistom stanju.
Kako je potrebno konacno vrijeme da crna rupa potpuno nestane, za ocekivati je da
¢e ona emitirati i konac¢an broj Hawkingovih Cestica, $to znaci da je Hilbertov prostor
Hawkingovog zracenja konacne dimenzije. (Eventualno se moZemo ograniciti na
neku donju energiju ispod koje Hawkingove Cestice ni ne mozemo detektirati.)
Iz gornjeg teorema onda mogemo zakljuciti da cak i ako je cijeli sustav u cistom stanju
on ¢e nam izgledati kao da je u maksimalno mijeSanom stanju, dok god ne mozemo
mjeriti odstupanja od Cistog stanja eksponencijalno mala u entropiji pocetne crne rupe.
Ovaj argument dolazi s fusnotom: Oslanja se na to da je Cisto stanje [¢)) koje
opisuje stanje kona¢nog Hawkingovog zracenja "nasumi¢no” stanje na Hilbertovom

prostoru, s obzirom na opservablu koju pokusavamo mjeriti.

Primjer 4.4. Da bismo tu izjavu kvantificirali, sad ¢emo napraviti generalnu ana-
lizu promatraca koji ima pristup ograni¢enom broju Hawkingovih Cestica M < N.
Cilj nam je vidjeti koliko on informacije o ¢istom stanju zracenja moze dobiti i pos-
ljedi¢no, koliko njegova mjerenja na svim A —Cesticnim operatorima mogu biti sli¢na
operatoru projekcije |1) (1| (koji bi znacajno narusio teorem iz proslog potpoglavlja).
Za pocetak trebamo napraviti raspis po bazi operatora u Hilberotovm prostor u
Hawkingovog zracenja.
Stanje |¢), tj. operator gustoce [¢) (1| sadrzi potpunu informaciju pa stoga i infor-
maciju o korelacijama izmedu bilo kojeg broja Hawkingovih Cestica. Uvedimo bazu
jednocesti¢nih stanja |i), gdje je ¢ indeks koji ide od 1 do N i predstavlja individualne
Hawkingove Cestice. Ukupan Hilbertov prostor je onda dan kao direktni produkt N
Hilbertovih prostora harmonickog oscilatora: H = H; ® ... ® H . Operator |i) (¢| se

onda moZe zapisati kao:

N N
[O) @I =D " D iy i de) (s o (4.33)
k=1 \i1..4g9,x=1
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gdje se javlja raspis po bazi svih k-Cesti¢nih operatora. Prva suma zbraja po razlic¢itim
1-, 2-, ..., N-CestiCnim potprostorima, a druga suma prolazi kroz sve moguce k-
Cesti¢ne operatore.

Pretpostavka je sada da za opcenito pocetno stanje materije, koeficijenti ¢;, ;,, za
sve k € [1, N| ne iS¢ezavaju i poznavanje tih koeficijenata nam daje informaciju o
Cistodi stanja. Ova tvrdnja je u skladu s tvrdnjom kvantne mehanike, da nam pozna-
vanje nedijagonalnih elemenata matrice gustoc¢e daje informaciju o ¢istom stanju.
Poanta ovog raspisa je da se uvidi kako [¢) (1| sadrzi sve moguce korelacijske funk-
cije. Ako je nama kao promatracu izvan crne rupe dostupno tek M < N cestica, mi
mozemo promatrati najviSe M CestiCne operatore, i nedostajati ¢e nam informacija
o |¢) (¢| (fj. neCemo imati sve koeficijente ¢ s k > M; prva suma u izrazu 4.33 ¢e
biti odrezana na M za nas). Nas$ opis stanja |¢)) u toj situaciji nece biti potpun, i bilo
kojem pokusaju konstrukcije projektora |¢) (v)| ¢e nedostajati operatori s vise od M
Cestica.

Kako bismo aproksimativno odredili koliko je opis takvog promatraca nepotpun mo-
ramo odrediti koliko on odstupa od cCistog stanja, a za to trebamo vidjeti koliki je udio
koeficijenata c_. izostavljen u odnosu na toc¢an opis (izraz 4.33). Aproksimacija nas-
tupa u tome Sto je nejasno kako ¢e se koeficijenti ¢;, ;,, ponasati u opéenitom slucaju.
Oni mjere doprinos k-Cesti¢nih korelacijskih funkcija i njihov iznos eksplicitno ovisi o
pocetnom stanju materije. Kako bi napravili grubu ocjenu, mozemo pretpostaviti da
su svi koeficijenti otprilike podjednako zastupljeni, tj. da su svi ¢;, ;,, za sve izbore
k i sve izbore i__istog reda velic¢ine. U tom slucaju iznos pojedinih koeficijenata nije
bitan i zanima nas samo koliko ih ima koje smo izostavili ako promatramo najvise
M Cestitne korelacije. Pod pretpostavkom da je kona¢nom promatracu dostupno

svih N Cestica, a on mjeri najvise M cCesti¢cne korelacije, znaci da za dani koeficijent

N

M)2 opcija koeficijenata (ovo je

c.. s 2M indeksa takav promatra¢ ima red velicine (
aproksimativan izraz). Kako bismo razumjeli ponasanje broja koeficijenata, mozemo
pogledati graf te funkcije u ovisnosti o M (slika 4.4).

Iz ovoga se moze zakljuditi da ¢e vanjski promatra¢ s razumnom sigurno$¢u moci
rekonstruirati poCetno Cisto stanje tek kad se iz crne rupe emitira velik udio Cestica
(reda veli¢ine svih koje ¢e se ikad emitirati, M > N/2). Toc¢na granica naravno nije
jasna i ostavljam tu analizu sljede¢em poglavlju, kada ¢emo saznati da je granica

dana Pageovim vremenom (potpoglavlje 4.5.3).
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Slika 4.1: Graf ponaSanja broja koeficijenata za danu vrijednost N o~ O(100);
povecavanje N cini prijelaz ostrijim, ali ne mijenja generalno ponasanje. PovrsSina
ispod grafa je proporcionalna broju koeficijenata koje promatrac koji mjeri M_, N/2
i M. -Cestitna stanja moze izmjeriti. Vidimo da tek kad se prede M = N/2 imamo
rezim u kojem je vecdina stanja obuhvacena.

Poanta cijele diskusije je u tome da ¢e promatrac izvan crne rupe prvi put biti u prilici
konstruirati operator koji je slican operatoru projekcije |¢) (| (i time narusSiti teorem
od ranije) tek kad se iz crne rupe emitira znacajan udio Cestica (za sada nije jasno

koji je to¢no kriterij za “znacajan udio Cestica”).

Znacajne korekcije na termalni spektar se stoga po prvi puta mogu uopce detekti-
rati tek kada je crna rupa izracila znacajan udio Hawkingovih cestica koje ¢e ukupno
izraciti. Pokazati Ce se da taj trenutak odgovara trenutku kad crna rupa izraci polo-
vicu svoje pocetne entropije (potpoglavlje 4.5.3) .

Zakljucak ovog cijelog argumenta je sljedec¢i: Hawkingov izracun mijeSanog sta-
nja je toCan za jednostavne opservable (korelacijske funkcije malog broja cestica),
do na popravke eksponencijalne u entropiji crne rupe. U tom rezimu entropija is-
prepletenosti zracenja opravdano linearno raste. To prestaje biti dobar opis kada
se promatraju korelacijske funkcije veceg broja Hawkingovih cestica (M Z N/2).
Takve korelacijske funkcije bi mogle imati proizvoljno velike popravke u odnosu na
termalne, medusobno nezavisne korelacijske funkcije koje predvida Hawkingov spek-

tar.
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4.5.3 Pageovo vrijeme

Indikacija da se nesto posebno mora dogoditi na pola vremena evaporacije moze se
potvrditi generalnim razmatranjima svojstva isprepletenih sustava u nasumi¢no oda-
branim Cistim stanjima.
Izvodi tih rezultata su dosta tehnicki zahtjevni, a nisu pretjerano poucni, pa ¢u u
ovom potpoglavlju samo objasniti rezultate Pageovih (i popratnih) radova [29] [32]
[33].
Ipak, jedna stvar koje trebamo biti svjesni je da ovi rezultati vrijede u slicnom rezimu
kao i rezultat prethodnog potpoglavlja; kada se sustav nalazi u nasumicno odabra-
nom cistom stanju po Haar mjeri, a ne u specijalno odabranom stanju prilagodenom
podsustavu A ili B.

Osnovna motivacija je da ako se sustav u Cistom stanju p = [¢) (¢| podijeli na
podsustave A i B, ti podsustavi ¢e genericki imati ve¢u entropiju od ukupnog sus-
tava. Ova izjava se matematicki moZe izraziti svojstvom slabe subaditivnosti von

Neumannove entropije (2.39):
S(A)+ S(B) > S(A+ B) (4.34)

Page je predlozio izracunati prosje¢nu entropiju isprepletenosti, za manji od dva sus-
tava; gdje “prosjecno” znaci uprosjeceno po svim Cistim stanjima u Hilbertovom pros-
toru, koriste¢i Haar mjeru du od ranije.

Dimenzije podsustava su dim(A) = m i dim(B) = n, a dimenzija ukupnog prostora je

onda dim(A ® B) = mn. Page je za uprosjetenu entropiju "pogodio” formulu:

— L A |

S(A = = - —

( )’\1/1> Sm,n L om
k=n-+1

(4.35)

gdje je S(A)|jy> = [du[ — Tr(palnpa)].
Ako se dodatno uzme da ni jedan podsustav nije pretjerano malen, tj. da oba obu-

hvadaju razuman broj stupnjeva slobode: 1 << m < n, ova se formula pomocu

1

aproksimacije: fozl =~ In(N) + v + 75 svodi na:

S —Inm— 2 (4.36)
' 2n
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Treba uzeti u obzir da je Inm maksimalna entropija podsustava A, bududi da ona

odgovara uzimanju uniformne distribucije vjerojatnosti ps = #(A)]l 4 na cijelom A
(primjer 2.4). Prosje¢na entropija isprepletenosti za podsustav B je naravno ista kao
i za podsustav A, kao $to znamo iz tvrdnje 2.7.

Postoje i brojni rezultati za standardnu devijaciju entropije, i ona je reda O(+) za
velike sustave [32], Sto ponovno znaci da ne o¢ekujemo da Ce rezultat za entropiju
Sm,» ZNacajno ovisiti o tome koje Cisto stanje odaberemo.

Iz ovog rezultata slijedi da ako je ukupni sustav u nasumi¢no odabranom ¢istom
stanju, mali podsustav tog sustava, za koji je m << n, ima entropiju koja je priblizno
maksimalna, i dana standardnom Boltzmannovom formulom Inm. Ovo potvrduje re-
gultat iz prethodnog potpoglavlja, koji tvrdi da ako se promatra malen sustav, tj. kore-
lacije izmedu samo nekolicine Cestica u Hawkingovom zracenju, te ¢e korelacije izgledati
kao da su opisane maksimalno mijesanim stanjem. Ovo je u konzistentno s tvrdnjom
da Hawkingovo zracenje moze biti, globalno gledano, vrlo drugacije od maksimalno
mijesanog stanja.

Iz definicije informacije (2.44) se onda takoder da zakljuciti da podsustav A nosi

informaciju reda:

I(A) = Sterm(A) — Syn(A) ~ Inm — (Inm — m) — ™ bitova (4.37)

2n 2n

u svojim internim korelacijama. Podsustav B analogno nosi:

m nom .
I(B)=Inn — (Inm — %) =In - + 5 bitova (4.38)

u svojim internim korelacijama. Ukupni sustav ima In nm informacije jer je u ¢istom
stanju, Sto povlaci da u korelacijama izmedu podsustava A i B mora biti posprem-

ljeno:
[korelacije(A, B) — [(AB) - I(A) — [(B) =2lnm — % (439)

Ako je A izrazito malen podsustav m << n, on ¢e sadrzavati jako malu koli¢inu infor-
macije o ukupnom ¢istom stanju, i stoga je smisleno da je dobro opisan maksimalno
mijeSanim stanjem.

Iz ovih rezultata se moze ocitati jedna posebno bitna Cinjenica — kada su sus-
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tavi A i B jednakih veli¢ina, oni individualno ne sadrze niti jedan bit informacije
(sadrze po pola bita svaki), a sva informacija je skrivena u korelacijama izmedu sus-
tava A i B. Takvo razmisljanje primjenjeno na evaporaciju crne rupe, gdje je sustav
A Hawkingovo zracenje izvan crne rupe, a B Hilbertov prostor materije unutar crne
rupe, nalaze da do trenutka kad je pola crne rupe evaporiralo, niti jedan bit informa-
cije nije prenesen u Hawkingovom gracenju koje je do tada izaslo. Ovo je posebno bitno
u slu¢aju crnih rupa jer ne postoji promatrac koji moze raditi mjerenja na sustavima
A i B istovremeno, i stoga su korelacije izmedu njih uvijek nedostupne, a ponekad je
bas u tim korelacijama vecina informacije o ukupnom cistom stanju.

Cisto iz perspektive sustava Hawkingovog zracenja, tek nakon §to je crna rupa na
pola evaporirala (u smislu pola entropije) se moze ocekivati da Ce iz nje izi¢i prvi bit
informacije, u smislu da se moze ocitati iskljucivo iz dostupnog podsustava A.

Do tog trenutka ne ocekujemo, u vidu ove analize, nikakvo znacajno odstupanje od
maksimalno mijeSanog stanja kao dobrog opisa Hawkingovog spektra, sto potvrduje
da je trenutak tpyg. = ts—g,/2 poseban.

Entropija sustava Hawkingovog zracenja se ocekuje da Ce rasti do tpaee manje vise
linearno, u skladu s ranijom analizom (izraz 4.6) za maksimalno mijesano stanje, na-
kon cega se mora poceti smanjivati jer se informacija pocne emitirati u Hawkingovo
gracenje tj. Hawkingovo zracenje se pocinje prociséavati. Nadalje, nakon tp,s. uloge
sustava A i B se zamijene, unutrasnjost crne rupe postaje manji podsustav i razumno
bi bilo ocekivati da je ovisnost entropije o vremenu stoga simetri¢na oko tp,g.. Ovo
nije obavezno egzaktno jer su sustavi unutar i izvan horizonta dosta razli¢iti, ali u

prvoj aproksimaciji je otprilike to¢no.
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Entropija isprepletenosti Hawkingovog zracenja

Pageovo vrijeme Vrijeme

Slika 4.2: Entropija isprepletenosti se o¢ekuje da ¢e linearno rasti do Pageovog vre-
mena, nakon Cega se mora krenuti spustati prema 0, u kona¢nom vremenu koje

odgovara potpunoj evaporaciji crne rupe.

Ovisnost entropije o vremenu u evoluciji kvantnog sustava zove se Pageova krivu-
lja i za crnu rupu je (u prvoj aproksimaciji) prikazana na slici (4.2).

Konacno, postoji jo$ jedan pomo¢ni rezultat o Hilbertovim prostorima koji bi tre-
bao vrijediti [58], a biti ¢e nam koristan u analizi u sljede¢em poglavlju:
Recimo da uzmemo sustav u nasumi¢no odabranom cistom stanju (ponovno, Haar
mjera) i podjelimo ga na tri podsustava A, B,C' s dimenzijama a,b,c. Tvrdnja je
da ako vrijedi hijerarhija dimenzija: 1 << ¢ << b < a, posebice mali sustav C
mora biti najvise isprepleten sa veéim od dva preostala sustava, A. Ovo je smis-
leno jer je svakako isprepleten s ostatkom sustava (A 4+ B), a ako smo u nasumi¢no
odabranom/prosjecnom c¢istom stanju, isprepletenost bi trebala biti otprilike uni-
formno rasporedena izmedu preostalih stupnjeva slobode u ostatku sustava. Stoga
ocekujemo da ¢e omjer isprepletenosti C's A i B biti reda omjera stupnjeva slobode
s kojima se C' moZe ispreplesti, tj. O(3).
Ako je ovo razmatranje to¢no, onda odmah slijedi da su Hawkingove Cestice emi-
tirane prije Pageovog vremena, kada je unutrasnjost crne rupe veci od dva sustava,
primarno isprepletene s crnom rupom; a nakon Pageovog vremena, kada je ve¢ emiti-
rano Hawkingovo zraCenje vedi sustav, primarno su isprepletene s tim Hawkingovim

zracenjem. Ovo ponovno ide u korist tvrdnji da se informacija nakon Pageovog vre-
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mena pocinje emitirati iz crne rupe i da se korelacije nalaze sve viSe i viSe u samom

Hawkingovom zracenju.

4.5.4 Zakljucak

Ovo potpoglavlje je sadrzavalo niz argumenata u korist tvrdnji da se procis¢avanje
konacnog stanja Hawkingovog zracenja dogada tijekom procesu evaporacije.

Popis argumenata je sljededi:

1. Generalan rezultat kvantne mehanike je da informacija iz sustava u proizvoljno
odabranom ¢istom stanju poc¢ne izlaziti tek kad je on na pola evaporirao. Ovo
se dodatno protivi modelima u kojima se informacija oslobodi pred kraj evapo-
racije kad kvantno gravitacijski efekti postanu bitni.

2. Postoji distinkcija izmedu jednostavnih i slozenih opservabli. Eksponencijalno
male modifikacije jednostavnih opservabli (kao korelacije izmedu dvije Hawkin-
gove Cestice) su dovoljne da unitariziraju Hawkingov spektar i generalno ne
ocekujemo da ¢emo takve detalje mo¢i detektirati.

3. Ne postoji ogranicenje na veli¢inu popravki koje sloZzene opservable, koje ukljucuju
velik udio Cestica Hawkingovog zraCenja, mogu imati. U takvim sloZenim op-
servablama se ocekuje da je pospremljena informacija o poCetnom sustavu ma-
terije crne rupe.

4. Informacija se iz crne rupe pocinje emitirati kad Hawkingovo zracenje preuzme
otprilike polovicu stupnjeva slobode originalne crne rupe, tj. kad je crna rupa
napola evaporirala. Taj trenutak se naziva Pageovo vrijeme tp,ge.

5. Prije Pageovog vremena, nije moguce uopce napraviti mjerenje koje bi otkrilo
informaciju o pocetnom stanju materije koja je stvorila crnu rupu, jer jo$ uvi-
jek nije izasao dovoljno velik broj Cestica da se na njima izmjeri tako sloZena
opservabla.

6. Nakon Pageovog vremena opis Hawkingovog zracenja kao sustava u maksi-

malno mijeSanom stanju prestaje vrijediti jer tada ono vec¢ nosi informaciju.

Paradoks naravno nije razrjeSen, jer iako su Pageovi argumenti bazirani na vrlo
generalnim pretpostavkama kvantne mehanike, specijalno za crne rupe ne iskljucuju
neke druge moguc¢nosti pred kraj kolapsa, tipa da se dogodi stabilizacija i da velik

dio informacija zauvijek ostane unutar crne rupe; jer nije dan specifican mehanizam
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unitarizacije, samo generalno razmatranje toga sto bi trebalo biti moguce. Takoder
se ne iskljuCuju narusenja nekih pretpostavki koje su koriStene u ovim argumentima;
izmedu ostalog kvantne mehanike, efektivne teorije polja i principa ekvivalencije.
Moguc¢nosti ovih narusenja ¢e biti tema sljedeceg poglavlja i biti ¢e baza moderne

formulacije paradoksa informacija crnih rupa.

5 Problem informacije crnih rupa - 2. dio, moderna

formulacija i vatrozid

U ovom ¢u poglavlju dati modernu formulaciju problema informacija
crnih rupa i komentirati neka od (vrlo brojnih) mogucéih rjesenja, ko-
jima je cilj izbje¢i stabilne ostatke evaporacije i fundamentalan gubitak
informacije. [34-36].

Pojmovi opisani u ovom poglavlju: Komplementarnost crnih rupa, pro-
blem kloniranja u prostorvremenu s crnom rupom, AMPS argument, mo-

nogamija isprepletenosti, paradoks slabe subaditivnosti, vatrozidi

Moderna formulacija paradoksa crnih rupa (preuzeta direktno iz [35]) glasi ovako:
Paradoks se sastoji od tvrdnje da lista vrlo razumnih pretpostavki ne vrijedi u pros-
torvremenu u kojem se nalazi crna rupa.

Popis pretpostavki paradoksa informacija je sljedeci:

PI1 Evolucija svih (izoliranih) procesa je unitarna, pa tako i kolapsa + evaporacije
crne rupe.

PI2 Nema stabilnih ostataka evaporacije crnih rupa. Crne rupe evaporiraju do kraja.

PI3 Ne postoji fizikalni efekt koji se iz crne rupe prostire u okolni vakuum i nosi
informaciju o mikrostanju crne rupe. Taj fizikalni efekt se u literaturi Cesto
naziva kvantno gravitacijska ili mekana kosa, gdje "mekana” znaci da ju nije
moguce opaziti van rezima kvantne gravitacije.

PI4 Efektivna teorija polja je valjana na udaljenostima ve¢im od O(lpjanck) 0d hori-
zonta (tj. izvan prosirenog horizonta).

PI5 Efekti kvantne gravitacije su (eksponencijalno) potisnuti u okolini horizonta.
Intuitivno govoreci - na horizontu se ne vide efekti kvantne gravitacije, jednako

kao ni nigdje drugdje u prostoru daleko od singulariteta.
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Ako je ijedna od ovih tvrdnji neto¢na, onda postoji argument koji koristi tu neto¢nost
da pokusa rijesiti problem informacije.

Do tog zakljucka, i posljedi¢no ove liste se naravno doslo radeéi unatrag — prvo su se
kroz godine formulirala razna rjeSenja problema informacije, a zatim se sastavila ova
lista, za koju se smatra da obuhvaca cijeli raspon moguc¢ih zaobilaznica.

Ovu listu pretpostavki ¢u, kako bih se lakse referirao na njih kasnije, nazvati pret-
postavke PI ili samo PI, Sto oznacava: pretpostavke (u formulaciji) paradoksa/problema
informacije.

Kao sto se argumentiralo u proslom poglavlju, razumno je odbaciti opcije da je
unitarnost narusena te da postoje stabilni ostatci evaporacije. Zbog toga se njih pone-

kad ni ne spominje i ostaje skup pretpostavki koje nazivamo profinjeni PI, koji glasi:

PPI1 Ne postoji fizikalni efekt koji se iz crne rupe prostire u okolni vakuum i nosi
informaciju o mikrostanju crne rupe. Nema “mekane kose”.
PPI2 Efektivna teorija polja je valjana izvan prosirenog horizonta.

PPI3 Efekti kvantne gravitacije su (eksponencijalno) potisnuti u okolini horizonta.

Ovo je "efektivna” formulacija paradoksa informacija koja se koristi u modernim ra-
dovima o paradoksu informacije.
U ostatku ovog poglavlja ¢u razraditi jedno od predlozenih rjeSenja paradoksa

informacija, a u sljede¢em ¢u poglavlju spomenuti neke druge opcije.

Napomena 5.1. U ovoj se listi stavka o mekanoj kosi takoder cesto ignorira jer jo$
uvijek nije sasvim jasno kako bi se paradoks informacije uopce razrijesio narusi li se

ta pretpostavka [60].

Konkretno, iako je mekana kosa konzistentna s cijelim izracunom Hawkingovog zracenja
jo$ uvijek nije jasno moze li se u korelacije izmedu mekane kose upisati dovoljno in-

formacija da se kona¢no stanje procisti.

5.1 Komplementarnost crnih rupa i problem kloniranja

Ovo potpoglavlje uglavnom slijedi rad [46].

Jedan od klju¢nih problema s unitarizacijom stanja Hawkingovog zracenja je da
ne postoji konkretan mehanizam kojim se unitarizacija desava.

Pristupimo li najjednostavnijom linijom razmisljanja, razmatranje hipoteze da

Hawkingovo zracenje uspjeSno odnosi informaciju iz crne rupe vodi na udvostrucenje
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informacije. Kad ubacimo sustav u crnu rupu, on ¢e se nalaziti unutar crne rupe, ali
¢e informacija o njemu takoder biti izbacena iz crne rupe Hawkingovim zracenjem.
Udvostrucenje kvantnih stanja je u kontradikciji s teoremom o zabrani kloniranja iz
kvantne mehanike (teorem 5.2) i on predstavlja problem koji potpuna slika procesa
unitarizacije Hawkingovog zracenja mora rijesiti.

Ovaj argument kloniranja ¢emo detaljnije sagledati u ovom potpoglavlju, pokazat
¢emo da je dobar prigovor na unitarizaciju te ¢emo ukazati na smislene nacine da ga

se izbjegne.

5.1.1 Kloniranje u prostorvremenu crnih rupa

U kvantnoj mehanici je vrlo jednostavno izreci i dokazati teorem o zabrani kloniranja
kvantnih stanja unitarnim operatorima, i stoga ¢emo prvo objasniti taj teorem, a

zatim ¢emo ga primijeniti na crne rupe.

Teorem 5.2. U kvantnoj mehanici se moze pokazati da je nemoguce imati operator
koji “klonira” kvantno stanje [)).

Pod kloniranjem se misli sljede¢e: Promatramo dva identi¢na kvantna sustava, u
smislu da imaju identi¢ne Hilbertove prostore 7. Dodatno, dopustamo da postoji i
sustav U s Hilbertovim prostorom 7 koji predstavlja bilo kakav pomo¢ni kvantno
mehanicki uredaj koji je potreban za uspjesno kloniranje. Ti se sustavi nalaze u stanju
V) ® |e) @ |Uy), gdje je prvi sustav u nekom specificnom stanju |¢) koje nam je od
interesa, a ostatak sustava je u proizvoljnom stanju |e) ® |U,) koje nije povezano s
|1). |e) se treba shvatiti kao "prazno stanje” na koje ¢e se |¢)) klonirati, a |Uj) se treba
shvatiti kao "spremno stanje uredaja za kloniranje”.

”Kloniranje” bi onda znatilo da se nekom unitarnom operacijom K : H ® H @ Hy —

H ® H @ Hy stanje |¢) ® |e) ® |Uy) moZe transformirati na sljede¢i nacin:
K 1) ® le) ® |Up) = <™ |9) @ [9)) ® |Uy) (5.1)

za bilo koje pocetno stanje |¢)). Kako su sva stanja definirana do na fazu, dopusta se
sloboda faze, koja ovisi o po¢etnim stanjima [¢)) , |e) , |U) na koja operator K djeluje.
Stanje |U,) je neko konacno stanje uredaja za kloniranje i opéenito se dopusta da
ovisi o [1)).

Tvrdnja ovog teorema je da ne postoji univerzalni operator K, koji klonira
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opcenito stanje [¢): [¢)) ® |e) @ [Uo) = [¢)) ® [¢)) @ [Uy).

Dokaz 5.2.1. Dokaz gornjeg teorema slijedi iz klju¢nog uvjeta da operator K mora
biti isti za bilo koji par stanja. PoCinje se uzimanjem dva normalizirana stanja za koja

se pretpostavlja da ih A uspje$no klonira:

K¢) ® le) ® |Up) = @) |9} @ |[¢) @ [Uy) (5.2)
K|¢) ®|e) ® |Up) = @) |6) @ |¢) @ |Uy) (5.3)

Ovdje je klju¢no da su stanja |¢)) i |¢) po pretpostavci razlic¢ita i normalizirana, ali su
osim toga sasvim opcenita. Stoga vrijedi: |(¢]¢)| < 1.

Sljedece se pogleda produkt stanja (5.2) i (5.3), koji glasi:

(811} (ele) (UolUo) = ({91 @ {el @ (Uol ) (1) @ le) @ V) )
= (9] @ (e ® (Ul KK [¢) ® |e) ® |Ub)
= emilatbetor-eeti) (6] @ (6] @ (Ul)(14) @ 1) @ U)
= ettt =awath) (o) (Uy|U,)

(5.4)

gdje se u drugoj jednakosti iskoristilo da je operator K po pretpostavci unitaran.
Uzimanjem modula prvog i zadnjeg reda iz izraza (5.4) te koristenjem normalizacije

stanja |e) i |Up), dobiva se:

[{@l)] = Kelv) " Us|Uy)l (5.5)

to jest:

1= [{@lD)[(UslUy)]| (5.6)

Kako po pretpostavci nema nikakvog posebnog odnosa izmedu stanja |v), |¢), a ni
|Uy) te |Uy), odmah vrijede nejednakosti: [(p|¢)| < 11 [(Uy|Uy)| < 1. Odmabh slijedi
da je izraz (5.6) opcenito nemoguce zadovoljiti, osim ako se stanja |¢) i |¢)) ne oda-
beru na vrlo poseban nacin (npr. da su ista), sto je u kontradikciji s pretpostavkom
da je moguée klonirati proizvoljno kvantno stanje jednim te istim operatorom K.

Stoga zakljucujemo da je nemogucde klonirati op¢enita kvantna stanja unitarnom evo-

lucijom. [J
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Spremni smo sada krenuti na primjenu za crne rupe. Radimo u Schwarzschildo-
vom prostorvremenu crne rupe koja evaporira. Prostorvrijeme predstavljamo Penro-
seovim dijagramom, na slici 5.1 i ideja je odabrati potpunu Cauchyjevu plohu (koja
predstavlja trenutak u vremenu) takvu da kroz nju ista informacija, tj. isto kvantno
stanje, prolazi dva puta, kao sto je prikazano na slici 5.2. Dodatno, u interesu ¢e nam
biti da ta Cauchyjeva ploha koju odaberemo ima dodatna "lijepa” svojstva (definirana
u nastavku ovog potpoglavlja), koja ¢e osigurati da se argument o kloniranju moze
provesti koristec¢i standardnu kvantnu mehaniku.

Z’+

"Trenutak” evaporacije crne rupe

Slika 5.1: Carter Penrose dijagram prostorvremena evaporirajuce crne rupe

Udvostrucenje informacija kroz Cauchyjevu plohu je moguce u prisustvu crnih
rupa bas zbog specifi¢nih svojstava geometrije iza horizonta crne rupe, gdje ¢ postaje
prostorna, a r vremenska koordinata. Ta zamjena dopusta da se, slikovito govoreci,
lijepa Cauchyjeva ploha dovoljno ”savine” u konformnom dijagramu da informacija
kroz nju prode dva puta (za detalje vidi [37], [45]).

Za potrebe daljnje diskusije, treba definirati sto su takozvane lijepe Cauchyjeve
plohe, ili lijepa rezanja prostorvremena (engl. nice slices). Svrha ¢e im biti definicija
podrucja prostorvremena koje bi trebalo biti dobro opisano efektivhom teorijom polja
i kvantnom mehanikom, tako da smo sigurni da je sve $to radimo na njima valjano.

Bududi da Zelimo pratiti dinamiku ujedno unutar i izvan crnih rupa, zelimo na-

metnuti neka razumna ogranicenja koja Cauchyjeve plohe moraju zadovoljavati, tako
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Slika 5.2: Primjer kako informacija o kvantnom stanju moze dva puta pro¢i kroz istu
Cauchyjevu plohu. Materija (plavo) i izlaze¢e Hawkingovo zraCenje (zeleno) oboje
prolaze kroz Cauchyjevu plohu (crveno). Pretpostavlja se da Hawkingovo zracenje
nosi informaciju o upadajucoj materiji.

da na njima svugdje mozemo primijeniti efektivnu teoriju polja, bez jakih utjecaja
kvantne gravitacije. Ukratko, Zelimo sljedeca svojstva za nasa lijepa rezanja prostor-

vremena [45]:

* Moraju biti Cauchyjeve plohe, dakle svugdje prostorne hiperplohe, takve da ih

svaka kauzalna linija mora presje¢i samo jednom.
* Moraju imati lijepa svojstva, sto znaci da moraju imati malu intrinzi¢nu i ek-

strinzi¢nu zakrivljenost, te stoga biti dobro aproksimirane ravnim prostorvre-
menom. Ovo bi svojstvo bilo naruseno kad bismo dopustili da se plohe unutar

horizonta proizvoljno priblize singularitetu.
* Na velikim prostornim udaljenostima r — oo, Cauchyjeve plohe moraju teziti

Cauchyjevim plohama u prostorvremenu Minkowskog ¢ = const., i stoga se ¢

moZe koristiti kao parametar koji ih jednozna¢no odreduje.
* Cijelo prostorvrijeme van horizonta treba biti pokriveno unijom svih Cauchyje-

vih ploha. Ovo nije moguce unutar horizonta zbog zahtjeva da plohe budu
lijepe i stoga moraju ostati razumno daleko od singulariteta, tj. od trenutka u

evaporaciji crne rupe kad ona postane Planckove dimenzije.

Pod uvjetom da su sve ove pretpostavke zadovoljene, efektivna teorija polja je valjana

na svim plohama. Eksplicitna konstrukcija ovakvih ploha se moze pronaci u raznim
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¢lancima [37,38,44,45]. Slika (5.3) je primjer jednog skupa lijepih rezanja.

Z’+

jJr

?

Slika 5.3: Primjer lijepih rezanja prostorvremena koja ostaju daleko od singulariteta
crne rupe. Crvena linija je "zadnja” lijepa ploha, jer po definiciji ne postoje lijepe
Cauchyjeve plohe koje pokrivaju cijelu unutrasnjost crne rupe.

Osnovna mana ovakvih rezanje je Sto ne pokriva cijelo prostorvrjieme, ali to u
principu nije bitno za potrebe ovog potpoglavlja.

Kljucno svojstvo lijepih rezanja koje sad Zelimo iskoristiti je da kroz dijelove unu-
tar horizonta crne rupe mora proci sva materija koja je ikad upala u crnu rupu. S
druge strane, kroz vanjski dio istih tih ploha mora pro¢i sva materija koja odlazi u
asimptotsku beskonacnost prostorvremena; specificno svo Hawkingovo zracenje.

Ove dvije tvrdnje, u kombinaciji s pretpostavljenom unitarnosti Hawkingovog zracenja

vode na problem kloniranja u blizini horizonata:

Tvrdnja 5.3. Kloniranje kvantnih stanja crnim rupama
Zamislimo da imamo dva promatraca, A i B, u prostorvremenu kolapsirajuce i zatim
evaporiraju¢e Schwarzschildove crne rupe.

Promatra¢ A je FREFO tipa i upada u crnu rupu, neposredno nakon materije
koja ju je stvorila. On moze opaziti Cisto stanje materije prije nego Sto upadne u
singularitet.

Promatrac B je FIDO tipa, i ostaje izvan horizonta te sakuplja Hawkingovo zracenje

koje izlazi iz crne rupe. Nakon $to je do¢ekao Pageovo vrijeme, svojim kvantnim
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racunalom pocinje dekodirati informacije o pocetnom stanju materije, koje je sada
u crnoj rupi. Nakon Sto je gotov s dekodiranjem, B u svojoj kutiji Hawkingovog
zraCenja ima pripremljeno Cisto stanje poCetne materije.

Cini se da nakon $to promatra¢ B dekodira informaciju o poéetnom stanju mate-
rije (a neki argumentiraju da dekodiranje nije ni potrebno [2]), on je siguran da ima

isto kvantno stanje koje se nalazi unutar crne rupe.

Narusenje principa zabrane kloniranja kvantnih stanja je u direktnoj kontradikciji
s unitarnom evolucijom crnih rupa i s oCuvanjem informacija.

Pretpostavimo li da kvantna mehanika vrijedi, prava unitarna evolucija, u duhu
teorema 5.2 ne bi dopustila da se informacija klonira u prisustvu crnih rupa.
Problem Kkloniranja stoga postavlja dodatno ogranicenje na to¢nu teoriju unitarne
evolucije crne rupe. To¢an model bi, osim definiranja mehanizma unitarizacije, tre-
bao imati ugradeno rjeSenje i za problem kloniranja.

Stoga, pitanja poput: ”“Klonira li nasa unitarna teorija evaporacije crne rupe informa-

ciju?” mogu posluziti kao provjera je li dan pristup na dobrom tragu.

5.1.2 Postava komplementarnosti crnih rupa

Komplementarnost crnih rupa je promjena u nac¢inu razmisljanja o Cauchyjevim plo-
hama, za koji se smatralo da je dobar korak u rjesavanju problema informacije crnih
rupa. Jedan od razloga za to je Sto rjeSava problem kloniranja (tvrdnja 5.3). Nakon
dugogodisnje debate u znanstvenoj zajednici, pokazalo se da to ipak nije tako i da
je logicka posljedica komplementarnosti postojanje vatrogida na horizontu. Vatrozidi
se smatraju jednim od modernih rjesenja problema informacija i opisati ¢emo ih u
potpoglavlju 5.2.

Osnova komplementarnosti crnih rupa je stara ideja [46], koja u osnovi tvrdi da
se od teorije ne smije ocCekivati da daje konzistentne opise fizike za promatrace koji
ne mogu postojati. Primjer takvog promatraca je netko tko moze istovremeno raditi
mjerenja unutar i izvan crne rupe. Komplementarnost tvrdi da izjave poput: “unu-
trasnjost crne rupe + Hawkingovo zracenje je sustav u Cistom stanju” ne znace nista
jer nitko u tom trenutku ne moze opaziti to Cisto stanje.

Ovo vodi na zaklju¢ak da se Hilbertov prostor u kvantnoj gravitaciji ne smije faktori-
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zirati na podrudje unutar i izvan crne rupe:
H 7é 7_lin ® Hout (57)

ve¢ da ovisi o promatracu koji ¢e opis Hilbertovog prostora biti adekvatan.

Komplementarnost crnih rupa se temelji na Cetiri pretpostavke koje se ¢ine sasvim
razumne, no pokazuje se da one nisu medusobno konzistentne osim ako se uvede
zahtjev ekvivalentan izrazu (5.7).

Pretpostavke komplementarnosti crnih rupa su sljedece:

K1 Iz perspektive udaljenog promatraca, formacija i evaporacija crne rupe se moze
u potpunosti opisati kvantnom teorijom polja, tj. postoji S—matrica koja opisuje
unitarnu evoluciju upadajuc¢e materije u izlazno Hawkingovo zracenje

K2 Dok god se drzimo izvan prosirenog horizonta r = 2M + ¢, oCekuje se da vrijedi
efektivna teorija polja.

K3 Za udaljenog promatraca, crna rupa se treba shvatiti kao kvantni sustav s Hil-
bertovim prostorom H gy kojem je dimenzija jednaka eksponenciranoj Bekenstein-
Hawkingovoj entropiji - dim(Hpp) ~ e”B4.

K4 Upadajuéi promatra¢ pri prelasku horizonta ne vidi nista neobi¢no, horizont nije

(lokalno govoreci) posebno mjesto u prostorvremenu.

Prve tri pretpostavke se opcenito prihvacaju kao dosta razumna svojstva semiklasi¢ne
gravitacije. Cetvrta pretpostavka je u osnovi princip ekvivalencije i ne o¢ekuje se da
¢e u ovom formatu biti narusena. Treca je mozda najvise sporna, ali ako se crne rupe
pokusavaju modelirati u kvantnoj fizici, to je manje viSe najgeneralnija stvar koja se
moze pretpostaviti (potpoglavlje 4.1).

Vrijedi napomenuti da su pretpostavke 1, 2 i 4 zapravo pretpostavke PI - 1, 415 -
kojima je na samom pocetku poglavlja formuliran paradoks informacije, izrecene na
malo drugaciji nacin.

Za argument treba razmotriti prostorvrijeme evaporirajuce crne rupe, s tri spe-
cifi¢cne Cauchyjeve plohe, prikazane na slici 5.4. Promatraju se tri Cauchyjeve plohe:
1, Yhvap = 2in ® Xout 1 2, izmedu kojih se pretpostavlja da vrijedi unitarna evolu-
cija u smislu da se od jedne do infinitezimalno susjedne plohe moze do¢i unitarnom
—iHt

vremenskom evolucijom U = e !, gdje je Hamiltonijan H odreden efektivhom te-

orijom polja za materiju s kojom radimo.
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Slika 5.4: Slika prostorvremena evaporirajuce crne rupe, s tri Cauchyjeve plohe od
interesa oznacene plavo. Y predstavlja pocetni trenutak, Yr predstavlja konacni
trenutak, a Xg., = Xm ® You predstavlja trenutak evaporacije.

Tvrdnja da efektivna teorija polja vrijedi blizu singulariteta na Xg,,, mozda zvuci
sporno, bududi da je neposredno prije trenutka evaporacije crna rupa iznimno mala,
masa joj je bliska Planckovoj masi i stoga je moguce da se i u blizini horizonta javljaju
kvantno gravitacijske korekcije. Kljucno je da kad se kaze efektivna teorija polja, misli
se na teoriju polja koja ukljucuje kvantno gravitacijske korekcije na jednadzbu evolu-
cije teorije polja u ravnom prostorvrmenu. Eksplicitna konstrukcija takvih korekcije
je dana za dvodimenzionalni model dilatonske gravitacije u [46]. Toc¢na teorija za
Cetiri dimenzije je naravno nepoznata, jer ovisi o teoriji kvantne gravitacije, a pret-
postavlja se samo da je evolucija stanja u njoj unitarna.

Kako je po drugoj pretpostavci svugdje izmedu X i Yoy efektivna teorija polja
valjana, mi mozemo ¢isto stanje |¢(Xr)) unitarno evoluirati unatrag u Cisto stanje

|X(Zout)). U trenutku evaporacije kvantno stanje sustava je stoga dano produktnim
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stanjem:

|p(Xm)) @ [X(Xou)) (5.8)

te se unitarna evolucija deSava samo izmedu stanja |x(Xow)) 1 [#(2F)):

Ulx(Eout)) = |¥(Xr)) (5.9)

Problem je sada u tome $to imamo dvije unitarne evolucije, jednu koja nalaze da
se matricom S mozZe evoluirati iz stanja |¢)(X;)) u stanje [)(Xr)), i drugu koja nalaze
da se operatorom U moze evoluirati iz stanja |x(Xou)) u isto kona¢no stanje. Iz
toga slijedi da u produktnom stanju |¢(35,)) ® |x(Zout)), dio stanja unutar crne rupe
|¢(X1m)) ne sadrzi nikakvu informaciju o pocetnom sustavu, i uopce nije potreban
za unitarnu evoluciju. Dio pocetnog stanja |¢)(3;)) koji unitarnom evolucijom upada
kroz horizont crne rupe mora pri prelasku horizonta istisnuti svu informaciju o stanju
pocetne materije koja kolapsira u crnu rupu tako da ista zavrsi vani. Ovo znaci da
horizont funkcionira kao barijera informaciji, tj. da ju reflektira van crne rupe, sto je
ocito u dosta ekstremnom sukobu s pretpostavkom da se na horizontu crne rupe nista
posebno ne moze dogoditi, tj. s principom ekvivalencije. Stoga se mora zakljuciti da

princip ekvivalencije i unitarna evolucija nisu medusobno konzistentni.

5.1.3 Tvrdnja komplementarnosti crnih rupa

Pretpostavimo li da je unitarna evolucija to¢na, mora slijediti da neka od pretpostavki
iz gornjeg argumenta ne vrijedi.
Tvrdnja komplementarnosti crnih rupa je da je greska u argumentu bila kad smo
Hilbertov prostor u trenutku evaporacije podijelili na Yo, ® 1., tj. kad smo pokusali
stanje u trenutku evaporacije opisati produktnim stanjem: |¢(X1,)) ® |x(Xout)). Tvrdi
se da nema smisla pokuSavati opisati stanje ujedno unutar i van horizonta, jer ne
postoji promatra¢ u nasem svemiru koji moZe oba stanja opaziti istovremeno.
Umjesto toga se predlaze da se jednostavno prihvati da ne postoji konzistentan
opis za mirujuce promatrace izvan crne rupe, i za promatrace koji upadaju crnu rupu,
i da je sasvim prihvatljivo da takvi promatraci ne mogu dati konzistentne opise, jer

nikad ne mogu medusobno iskomunicirati razliku u opisima.
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FREFO promatrac koji upada u crnu rupu ne vidi da se iSta posebno dogada pri
prelasku horizonta. Informacija upada kroz horizont zajedno s njim i nakon dovoljno
vremena upada u singularitet.

S druge strane, miruju¢i FIDO promatrac¢ izvan crne rupe vidi horizont kao mem-
branu koja reflektira informaciju iz upadajuce materije u obliku Hawkingovog zracenja.
On vidi da upadajucoj materiji treba beskona¢no dugo vremena da upadne do hori-
zonta crne rupe, i stoga se pretpostavlja da postoji ranije spomenuti prosireni hori-
gont; 2 + 1 dimenzionalna ploha koja obuhvaca horizont te mu se nalazi blizu (u
Schwarzschildovom slucaju, na » = 2M + €). 1z perspektive FIDO promatraca, upa-
daju¢a materija do proSirenog horizonta stize u kona¢nom vremenu.

Udaljenost proSirenog horizonta od horizonta crne rupe je odredena specificnostima

kvantno gravitacijske teorije i reda veli¢ine je Planckove duljine:

lMembrana X lPlaan (5 1 0)

Prosireni horizont, tj. ta membrana apsorbira upadajucu materiju, interagira s njom
i reemitira informacije u obliku modificiranog, unitarnog Hawkingovog zracenja.
Ideja o proSirenom horizontu ne ulazi u kontradikciju s Hawkingovim izvodom jer je
u tom izvodu jedna od pretpostavki da se Hilbertov prostor moZze zapisati kao produkt
dijela izvan i unutar horizonta; nesto Sto ovaj pristup eksplicitno negira. Princip
ekvivalencije takoder jos$ uvijek vrijedi, jer ako se FIDO promatrac izvan crne rupe
odludi ipak skociti u crnu rupu, za njega ¢e membrana nestati u procesu akceleracije
relativno na horizont.

OgraniCenje na ovaj pristup je da membrana generalno ne moZze nastati kao pos-
ljedica efekta semiklasi¢ne aproksimacije gravitacije. Razlog za to je Sto, po principu
ekvivalencije, FIDO promatra¢ okolicu horizonta velike crne rupe vidi kao Rindler
prostorvrijeme (vidi potpoglavlje B.3.4 ili [2]), za koje se ne ocekuje da postoje lo-
kalni kvantno gravitacijski efekti jer je skala zakrivljenosti tamo znatno manja od
Planckove skale. Prosireni horizont se stoga mora stvoriti nekim nelokalnim kvantno
gravitacijskim efektom koji zna gdje se nalazi horizont crne rupe; ploha koja nije
odredena lokalnim svojstvima, ve¢ globalnim ponasanjem svjetlosnih geodezika.

Vrijedi napomenuti da komplementarnost u principu rjeSava problem kloniranja

u prostorvremenima s horizontom jer tvrdi da ni jedan promatra¢ ne moze opaziti
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viSe primjeraka istog kvantnog stanja te da ako postoje dva promatraca koji se ne
slazu oko polozaja tog kvantnog stanja, ne postoji nacin da si to medusobno jave
prije nego jedan od njih upadne u singularitet.

Ove tvrdnje nisu rigorozno dokazane, ali se vjerovalo da su to¢ne u vrijeme kad se
komplementarnost smatrala najboljim pristupom problemu informacije crnih rupa,
na temelju brojnih primjera [49].

Jedan od tih primjera ¢emo sada razmotriti. U njemu postoje dva promatraca,
jedan FIDO tipa, izvan crne rupe i jedan FREFO tipa koji upada u crnu rupu. FIDO
promatrac¢ ¢e informaciju o kvantnom stanju FREFO promatra¢a mo¢i prikupiti iz
Hawkingovog zracenja, a FREFO promatrac¢ ¢e moci obaviti mjerenja na sebi i time
doznati svoje kvantno stanje. Ti se promatraci ocito ne slazu oko polozaja informacije
i ako si uspiju to medusobno javiti nekim fizikalnim signalom, to bi bilo ekvivalentno
kloniranju informacije tj. kvantnog stanja. Tvrdnja komplementarnosti je u ovom
slu¢aju da takav signal ne postoji i da ¢e jedan ili oba promatraca upasti u singulari-
tet prije nego signal drugog promatraca do njih stigne.

U primjeru koji slijedi ¢emo se ograniciti na perspektivu FIDO promatraca izvan crne
rupe koji nakon $to iz Hawkingovog zracenja prikupi informaciju o FREFO proma-
tracu, uskace u crnu rupu i presrece svjetlosni signal koji je FREFO promatrac pos-

lao [2]:

Primjer 5.4. Problem: Uzmimo FIDO promatraca A koji lebdi negdje izvan proSirenog
horizonta crne rupe i FREFO promatraca B koji upada kroz prosireni horizont te sa
sobom nosi neku koli¢inu informacije.

A vidi kako B upada kroz prosireni horizont koji pocinje emitirati Hawkingovo
zracenje, koje A prikuplja. B prozivljava svoj upad kroz horizont bez ikakvih pro-
blema i ¢im prode kroz horizont, Salje svjetlosni signal duz horizonta (u Penroseovom
dijagramu) o svom stanju.

Kada je A prikupio informaciju o sustavu B iz Hawkingovog zracenja, on skace
kroz horizont i presrece signal koji je sustav B poslao pri upadu kroz crnu rupu. A
sada ima dvije kopije iste informacije, tj. kvantno stanje je klonirano. Stoga, ako se
ovakav eksperiment moze napraviti, komplementarnost nije ni dobar model unitari-
zacije Hawkingovog zracenja, jer je u direktnom sukobu s kvantnom mehanikom.

Javlja se i direktan sukob s tvrdnjom komplementarnosti - da svaki promatrac¢

moZe kongistentno zakljuciti da on ima jedinu kopiju informacije o danom kvantnom
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stanju. Cim je promatra¢ A prikupio informaciju iz Hawkingovog zracenja, on je
morao zakljuciti da ta informacija nije mogla upasti u crnu rupu. Ako se sad ispostavi
da je on mogao presresti signal promatraca B, onda znamo da zaklju¢ak promatraca
A nije konzistentan s eksperimentom, tj. da komplementarnost nije konzistentna s
eksperimentom.

Rjesenje: Kako bismo duplicirali ikakvu informaciju, A mora cekati dovoljno dugo
da crna rupa zapravo emitira jedan bit informacije, dakle barem Pageovo vrijeme

(potpoglavlje 4.5.3) koje je reda vremena evaporacije crne rupe [30]:
tpage OC M> (5.11)

Ako si promatrac¢ A Zeli dati najbolju Sansu da zapravo stigne prikupiti signal proma-
traca B, on Ce se pozicionirati najblize Sto moze horizontu crne rupe, tek izvan Sirine
membrane [yiembrana-

Ako se ograni¢imo na podruc¢je blizu horizonta, mozemo se posluziti Rindlerovim
koordinatama p,n (potpoglavlje B.3.4). U ovim koordinatama, promatrac¢ A skace u

crnu rupu na sljede¢im koordinatama:

tPa e _
n > ﬁ 08 M2 = TPage (512)
1% Z lMembrana (513)

Lokalne Rindler koordinate za upadajuceg promatraca poprimaju oblik Minkowski-
jevih koordinata svjetlosnog sto$ca (tj. metrika je oblika ds® = —dxtdx™ + r?dn?);

konkretno z* = pe®", za koje ovi uvjeti postaju:

.T+ = Pen Z ll\/Iembranae?7Page (514)

ZE+fL’_ = p2 Z ll%/[embrana (515)

Moguce rjeSenje bi bilo da Pageovo vrijeme nastupa toliko kasno da ako promatrac
A ceka da dobije neku informaciju iz Hawkingovog zracenja te tek onda uskoci kroz
horizont, njegova ¢e putanja kroz unutrasnjost crne rupe uvijek biti bas takva da
upadne u singularitet prije nego sto do njega stigne signal koji je promatrac¢ B poslao.
U ovom primjeru to nije slucaj, ali se sli¢na logika koristi u nekim drugim primjerima

[49] [57].
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Singularitet se u ovim koordinatama nalazi na:
zTrT = p? = M? (5.16)

Sto definira hiperbolu u ™ > 0,2~ > 0 kvadrantu prostorvremena.
Koordinata =~ na kojoj promatra¢ A upada u singularitet je stoga omedena odozgo,

koriStenjem izraza (5.16) i (5.14), sto daje ( [2], izraz (9.2.8)):
x~ < Me Page (5.17)

Za detaljan izvod ovog rezultata, koriste¢i Kruskal-Szekeres koordinate vidi 4. po-
glavlje rada [49].

Taj bi zakljucak sada trebao ograniciti vrijeme koje slobodno padaju¢i promatrac
B ima da emitira signal o svojem stanju, prije nego sto A upadne u singularitet. Pro-
blem je Sto opcenito nije moguce odrediti vezu izmedu vlastitog vremena promatraca
B i koordinata u, v, to jest x~ i ™ u blizini horizonta, osim ako mu se zna to¢na pu-
tanja u Kruskal-Szekeres koordinatama.
Kako bismo izbjegli racun tih putanja, sada ¢emo argumentirati, kao sto se (presutno)
napravilo i u [2], da je upadaju¢i promatrac priblizno svjetlosna Cestica. Kada bi upa-
dajuci promatrac bio svjetlosnog tipa (tj. ne bi imao masu), on bi upadao po putanji
v = const., u o< 7 i imali bismo direktnu korespondenciju izmedu vlastitog vremena i
koordinate u, koja odgovara koordinati z~ u lokalnim Rindler koordinatama.
Ovo za Cestice s masom nije slu¢aj. One putuju po drugacijoj putanji, koja je opéenito
funkcija i % i 2™ i stoga je njihovo vlastito vrijeme vece od vrijednosti z~. Pretpos-
tavljamo da je taj efekt povecanja vlastitog vremena, za promatraca mase manje od
M (jer u suprotnom B ne bi mogao stati unutar crne rupe), neznatan u usporedbi s
eksponencijalnim faktorom e~ * iz izraza (5.14).

Uz ovu pretpostavku 75 ~ x~ sada mozemo, koriste¢i izraz (5.17), uspostaviti

ogranicenje na vlastito vrijeme upadajuceg promatraca:
Arp < Me™™ (5.18)

Ovaj izraz predstavlja vrijeme koje promatra¢ B ima da emitira informaciju o svom

kvantnom stanju duZz osi x*, tako da stigne presresti promatrata A prije nego Sto
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upadne u singularitet.
Da bi promatra¢ B uspio poslati signal u tako kratkom vremenu, on mora koristiti
fotone valne duljine manje od cAt, tj. energije veée od 3;, Sto povladi da sustav B

sadrzi energiju:

6M2
Ep>——>M (5.19)

gdje je u eksponentu masa izrazena u jedinicama Planckove mase. Dobivena energija

je znacajno veca od mase crne rupe i promatra¢ B sam po sebi ne stane u crnu rupu.

Pageovo vrijeme

Putanja promatraca A

Slika 5.5: Slika putanja iz primjera. Vidimo da kad promatra¢ A uskace u crnu
rupu nakon Pageovog vremena, singularitet se nalazi na vrijednosti x~ koja je vise
negativna od one na kojoj je upao kroz horizont za sve kauzalne putanje unutar crne

rupe.

Ovaj primjer je indikativan Sto se tice generalnog ponasanja kad se u komplemen-
tarnosti crnih rupa pokusava klonirati informacija [49].

Primjer naveden ovdje (primjer 5.4) i oni u [49] sugeriraju da komplementar-
nost ima potencijal izbje¢i problem kloniranja i biti dobar korak prema mehanizmu

unitarizacije Hawkingovog zracenja, no ispast ¢e da pazljivo razmatranje argumenta
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komplementarnosti ipak vodi na probleme, konkretno na postojanje vatrozida, koji

Ce biti tema sljedeceg potpoglavlja.

5.2 Argument za vatrozide i AMPS paradoks

Argumenti o vatrozidima su poceli kao pokusaji konstruiranja mehanizma kojim se
komplementarnost crnih rupa manifestira, a ispalo je da su konstruirali protuprimjer;
tj. ustanovili su da upadajuci promatrac¢ ne moze bezazleno preci preko horizonta te
da bi morao susresti visokoenergijski vatrozid i izgorjeti, bas kao Sto i FIDO promatrac
vidi.

U radu [50] je iznesen takozvani AMPS argument, nazvan po inicijalima autora
rada. Konkretno, ustanovljeno je da su pretpostavke komplementarnosti medusobno
nekonzistentne i da stoga komplementarnost ne moze biti cijela prica.

Argument ugrubo ide tako da se pokaze kako Hawkingovo zracenje mora biti

maksimalno isprepleteno s viSe sustava istovremeno te se zatim iskoristi monogamija
isprepletenosti da se zakljuci kako je to nemoguce. To onda vodi na zakljuc¢ak da sve
pretpostavke komplementarnosti ne mogu istovremeno biti to¢ne te da se bar jedna
mora odbaciti.
Time se dobije da su "razumne” pretpostavke komplementarnosti (pocetak potpo-
glavlja 5.1.2) medusobno nekonzistentne i stoga komplementarnost ne moze biti
potpuno rjeSenje problema informacije. Nadalje se argumentira da bi odbacivanje
bilo koje od prve tri pretpostavke imalo drasti¢ne posljedice na valjanost efektivne
teorije polja i kvantne mehanike. Stoga se odbacuje princip ekvivalencije, sto vodi na
postojanje vatrozida na horizontu, ¢ak i za promatrace koji upadaju kroz njega.

Kako je iskaz samog AMPS argumenta dosta sloZen, organizirat ¢emo ga u neko-

liko koraka, tako da ga je lakse pratiti. Ti se koraci ugrubo sastoje od sljedeceg:

e Pomoc¢ni rezultat za iskaz ostatka izvoda

FIDO i FREFO promatraci i rekonstrukcija maksimalne isprepletenosti Hawkin-

govog zracenja

Maksimalna isprepletenost Hawkingovog para na horizontu i pojava vatrozida

* Monogamija isprepletenosti primijenjena na prethodna dva zakljucka
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5.2.1 Pocetna postava AMPS argumenta i preliminarni pomo¢ni rezultat

Sada ¢emo izre¢i AMPS argument na nacin koji je predstavljen u originalnom radu
[50].
Za pocetak se pretpostavlja da postulati komplementarnosti crnih rupa (pocetak potpo-
glavlja 5.1.2, K1-K4) vrijede.
Imamo crnu rupu koja nastaje kolapsom cistog stanja |1)),. Koriste¢i prvu pret-
postavku komplementarnosti, slijedi da je kona¢no Hawkingovo zracenje takoder u
¢istom stanju |¢) koje je evoluiralo iz pocetnog stanja nekom unitarnom transforma-
cijom.

Za pocetak treba napraviti veliku digresiju, da se izvede pomo¢ni rezultat koji ¢e
nam trebati u formulaciji paradoksa.
Cisto stanje Hawkingovog zratenja se moze podijeliti na one ¢estice koje su iz crne
rupe emitirane prije Pageovog vremena (od sad zvane rani potprostor, dimenzije N_),
i one emitirane nakon Pageovog vremena (od sad zvane kasni potprostor, dimenzije

N.):
Zl ® |1) (5.20)

gdje je {|¢). } ortonormalna baza vektora kasnog potprostora, a {|¢;)_} je neki skup
od N. stanja koja razapinju rani potprostor, ali koja nisu obavezno ortonormalna.
Suma ovdje ide po dimenziji kasnog potprostora i stoga se pretpostavlja da vrijedi:
N- < N_. Ta ¢e tvrdnja biti opravdana nakon dokaza koji slijedi, u napomeni 5.6.
Razlog zasto dekompozicija ovako izgleda je jer kad se odabere ortonormalna baza
kasnog potprostora, niSta ne garantira da ¢e ta baza biti jednostavno isprepletena u
1 : 1 odnosu s nekom ortonormalnom bazom na ranom potprostoru. Konstrukcija
koja se ovdje radi u biti kaze: generalno postoji neka doza isprepletenosti izmedu
kasnog i ranog Hawkingovog zraCenja, i mi ¢emo rani potprostor opisati skupom
vektora |1;) _ koji su odabrani kao bas oni koji daju toc¢ne isprepletenosti s kasnim
ortonormalnim skupom.

Ovo se puno eksplicitnije moze vidjeti opiSu li se stanja {|+/;)_} ortonormalnom ba-
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zom {|j)_}. To onda daje standardni oblik opcenitog isprepletenog stanja:
) = i li)s @) (5.21)
tj

Poanta je sada promotriti razliku projekcije na stanje ranog i stanje kasnog zracenja,
za koju Ce se ispostaviti da su iste, do na popravke reda: O(%—z). Argumentirati Ce se
da se one mogu zanemariti za realne crne rupe s % ~ 0 i da se stoga iz projekcije na

prostor ranog zracenja neSto moze zakljuciti o prostoru kasnog zracenja i obratno.

Tvrdnja 5.5. Za nasumic¢no odabrano cisto stanje (po Haar mjeri) vrijedi da je razlika
izmedu projekcije na stanje u kasnom potprostoru i na stanje u ranom potprostoru

Hawkingovog zratenja reda veli¢ine O(2).

Dokaz 5.5.1. Za potrebe dokaza promatramo operator:

(PL= N> PL? = (li), (il @ 1o) = No (L @ [ (W)

"= (i) (]~ No i) (])’

(5.22)

tj. njegovu ocekivanu vrijednost po mikrokanonskoj Haar mjeri du, definiranoj ra-
nije u izrazu (4.23). Tu se dakle ponovno pretpostavlja da je sustav u proizvoljno
odabranom ¢istom stanju, koje nije posebno dobro prilagodeno bazi odabranoj za
dekompoziciju Hawkingovog zracenja.

Operator se moze raspisati, koristeéi svojstva projektora P? = P, no treba uzeti u

obzir da stanja |¢;) _ nisu normirana:

(P — N.PL)? = Pi?2 £ N2Pi2 2N, PLP!
= PL+ N2 _(W|ih;) PL — 2N, PLP!
= ()5 (il @ 1) (5.23)
+ N2 i) o (Us @ i) o (i)
—2N5([2), LG @ (i) o (W)

88



Izracun ocekivane vrijednosti onda daje:

GRS ARTES SR WA (TRRTES S

a

N2 (i) (15 @ o) (i) (5.24)
_2N>(‘i>> ><Z| ® ‘¢z>< <<wz| >} ’b>> X |¢b><

Sto nakon malo preuredivanja daje:

(W1 (P = NP [0) = (il | (1= No _(ulib) )? + N2 30| ) [?] - (5.25)
i#b
gdje se koristila ortogonalnost [i)_ te se uzelo u obzir da [+);) _ nisu ortogonalni niti
normalizirani. Nadalje, suma ) , je podijeljena na dijagonalni dio i = j i nedijago-
nalni dio, radi lakseg nastavka racuna.

Taj rezultat sad joS treba usrednjiti po Haar mjeri:

(0| (PL — N.PL)2 )
(Wilbi)

N /d” (L= N (i) 2+ N2 30| _(wily) ] (5.26)
J#i

ili, ako se v; zapiSe u ortonormalnoj bazi |¢;) _ = >, cir |k) _:

N<
JRZA GRS S
kl

N> N<

+ N2 hciCntin Kl . (mln)

Jj#i klmn

(5.27)

Ovdje je bitno primijetiti da su granice u sumama razlicite, jer je suma po j dosla od
produkta dva [¢) stanja, a suma po klmn od raspisa stanja |¢;) po ortogonalnoj bazi.

Da bismo izracunali ovo ocekivanje, trebamo dva pomoc¢na rezultata:

- 1
* p— * p— 2 p— .2
CovCed /d,u/ CapCed /dﬂ(sacébdlcab‘ d1m(7—l< ®H>>6a05bd/du (5 8)
CZchdC:fcgh = /dMCZchdC:fcgh = (5ac(5bd5egafh + (Sag(sbh(sceédf) /d/fb|cab’4
1 (5.29)
= (04c0pd0eq0 0aqgObh0ceOdr ) = d
(9acOnadeqOsn + dagon df>d1m(H<®H>)2/ a

gdje je dim(H. ® H~) = N_ N, te se koristila simetrija Haar metrike na zamjene pa-
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rova indeksa koeficijenata c. Vise detalja o ovom ra¢unu se moze pronaci u dodatku
C, konkretno u izrazima (C.72) i (C.75).
Zatim, da bi se izvrijednila jednadzba (5.26) tj. (5.27), treba izracunati tri ocekivane

vrijednosti:

N<

No (Wil = N>~ cipea (k). (5.30)
kl
N<

Ng( <<77Z)Z|¢Z><)2 = Ng Z C?kcilcjmcin <<k|l>< <<m|n>< (531)

klmn
N> Nc

N2 Z | ¢’|¢J |2 - N2 Z Z kC]lcijm <<k|l>< <(m|n> (532)

i#£j j#i klmn

Primjenom (5.28) na ocekivanje (5.30), uz identitet ZkN < 0 = N. imamo:

_ . i
N< chkcu (kll). = N5 Z/d,u chcik = Ns Z NN, 5kk/d,u

M (5.33)
N<N> 522 Z(skk — 5” =1

Drugi, malo sloZeniji ¢lan se dobije racunanjem (5.32) pomocu (5.29):

N2 Z Z/dﬂ Csz]kC Cim = N2 i Z (Szj(skk(sjz(smjr:[;‘]\f;ékméﬂ(Skm)

j#i km ]752 km

S0+ w0

< i

(5.34)

Konacno, zadnja ocekivana vrijednost (5.31) se moze brzo ocitati iz gorenjeg rezul-

tata za (5.32), ako se stavi i = j, umjesto i # j odmah na pocetku:

Ni Z/dﬂ CiCikCimCim = Ngz (G O - )/dﬂ

N2ZN2
Nz Z Okk Z O + 0i Z Ok )i = N<—1—1) o
Uvrstavanjem svega natrag u (5.26) dobivamo:
WL NoPLPR) g, Nk D) Noo1) Mo 5.36)

(Wili) N N.
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Sto je najavljeni rezultat. [

Analogno, i znacajno jednostavnije se moze izracunati i ocekivana vrijednost sa-

mog operatora:

(W] (P — NoPL) [y) (5.37)

koja nakon malo raspisivanja te koristenja izraza (5.28):

M Ns N

(| (P = NoPL) [y) = / dp | D0 (Waltha) o — No Y | (thalthi)
a=1 a=1

a >

g
(5.38)

Stoga, ako djelujemo projektorom |+/;) _ _(3/;| na rani potprostor nasumic¢no odabra-
nog stanja Hawkingovog zracenja |¢), to ¢e djelovanje do na ¢lanove reda O(, /%—z)

izgledati kao djelovanje projektorom |i)_ u prostoru kasnog zraCenja:

(W] (PL — NoPL) o) ~ 0+O< x—) (5.39)

to jest:

Nadalje, skup projektora {|i). .(i|} je dobra baza za operatore u potprostoru kasnog
zracenja, i stoga se ocekuje da se u principu kombiniranjem operatora [+/;) _ _(;| u

ranom potprostoru moze projicirati na bilo koji potprostor kasnog zracenja.

Napomena 5.6. Prije nego nastavimo dalje, treba jos komentirati pretpostavku AMPS
argumenta da je broj Hawkingovih cestica emitiranih nakon Pageovog vremena N-
znacajno manji od broja Hawkingovih Cestica emitiranih prije Pageovog vremena N
[50]. To je smisleno bududi da se prosje¢na energija Hawkingovih kvanta povecava
kako se masa crne rupe smanjuje pa ¢e u drugoj polovici evaporacije biti stvoren ma-
nji broj Cestica vele prosjecne energije. Ova pretpostavka je bitna jer nam dopusta da

ustanovimo vezu izmedu ranog i kasnog Hawkingovog zracenja, tj. da zanemarimo

¢lanove reda O ( \/%:j
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Konkretan primjer primjene gornjeg rezultata e se koristiti u nastavku dokaza:
Zamislimo da u kasnom potprostoru postoji kvant Hawkingovog zracenja frekvencije
w. Po drugoj pretpostavci komplementarnosti crnih rupa za promatraca u asimp-
totskoj beskonacnosti vrijedi efektivna teorija polja i stoga on tom modu moze pri-
druziti jedinstven operator spustanja b,,. Tim se operatorom onda definira operator
broja Cestica b b, u tom specificnom modu u kasnom potprostoru. Analogno se moze
napraviti za svaki mod kasnog Hawkingovog zracenja.

Koriste¢i tvrdnju koju smo dokazali (dokaz 5.5.1) i posljedi¢no izraz (5.40), od-
mabh slijedi da se u ranom potprostoru moze konstruirati neki operator ]5<7w koji ima
efekt projekcije ukupnog stanja |¢) na potprostor razapet modovima b, u kasnom
potprostoru. Konkretno, uzmimo, kao i u dokazu, ortonormalnu bazu kasnog pot-
prostora {|i). }, te odaberimo |i = 1,)_ kao stanje kasnog Hawkingovog zracenja u
kojem postoji samo jedan kvant frekvencije w. KoriStenjem raspisa iz dokaza, postoji
stanje |¢,,) _ u ranom potprostoru, koje je isprepleteno samo s |1,,), i koristedi izraz

(5.40) dobivamo:

1 1
Yl G0lt) = 3 b (Ll +0(y 557 (5.41)

Iz ovoga slijedi da ako promatra¢ skupi Hawkingove Cestice koje su emitirane prije
Pageovog vremena, U ranom potprostoru, on Ce imati pristup svim operatorima:
|Yw) . (¥|. Tvrdnja 5.5 onda kaZe da je to vrlo sli¢no (za izrazito velike crne rupe
prakticki isto) tome da rani promatra¢ ima pristup kasnom potprostoru razapetom
operatorima |1,). (1| te da stoga moZze odrediti hoce li u buduc¢nosti biti emiti-
rana Hawkingova cestica frekvencije w.

Dodatno je bitno ustanoviti da se dani mod Hawkingovog zracenja moze evolu-
irati unatrag do proSirenog horizonta jednadzbama sli¢nim izrazu (3.36), uz trivi-
jalnu razliku da ¢e tamo imati vecu frekvenciju zbog plavog pomaka

(5.42)

W= Wy =W

Ovo je opravdano aproksimacijom geometrijske optike, koja je opisana u potpoglavlju
3.2.3, koja u osnovi tvrdi da se Hawkingove cestice gibaju po svjetlosnim linijama u

prostorvremenu i da je jedini efekt potencijala crveni pomak frekvencije, pod uvjetom
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da su dovoljno visoke energije da se potencijal crne rupe u njihovoj jednadzbi propa-
gacije (u Schwarzschildovom slucaju recimo izraz (3.36)) moze zanemariti. Ovo nam
dopusta da zaklju¢imo kako FIDO promatraci blizu horizonta takoder mogu opaziti
identican spektar (visoko energijskog) Hawkingovog zracenja te posljedi¢no do¢i do
istih zakljucaka o stanju kasnog Hawkingovog zracenja. Jedina je razlika u odnosu
na asimptotskog promatraca plavi pomak frekvencije, koji se lako odracuna.

U daljnjem postupku, kad razmatramo FIDO promatrace blizu horizonta, ograni¢avamo
se na podrucje manje udaljenosti od Rscnwarzschild, ali znacajno vece od nekoliko Plan-
ckovih duljina, da ostavimo prostora za potencijalne efekte kvantne gravitacije na

horizontu.

5.2.2 FIDO i FREFO promatraci; rekonstrukcija maksimalne isprepletenosti

Hawkingovog zracenja

Za pocetak treba skrenuti pozornost na diskusiju o FIDO promatra¢ima u prostorvre-
menu Schwarzschildove crne rupe u potpoglavlju 3.2.3 i konkretno na izraz (3.41)
koji nalaze da se polje u prostorvremenu s horizontom mora razviti po dva skupa
operatora podizanja i spustanja - jedan skup b"" pridruzen modovima na horizontu
i drugi skup b°“* pridruzen modovima u buducoj svjetlosnoj beskonacnosti. Razlog
za to je Sto treba definirati operatore na potpunoj Cauchyjevoj plohi (za definiciju
vidi npr. [8]) koja garantira da ¢emo na njoj mo¢i opisati sve fizikalne cestice u
prostorvremenu (tj. da nam niSta nee promaknuti, recimo tako da upadne kroz
horizont). Potpunija diskusija kvantne teorije polja u zakrivljenoj pozadini se moze
pronaci u [24] i [26].

Mi ¢emo u ovom poglavlju i nadalje operatore FIDO promatraca oznacavati s b,

tako da raspis polja glasi:
¢ = > (B ud™ + b ulr + hk) (5.43)

Kutne koordinate su potisnute u interesu kompaktnosti notacije.

Prebacimo se sad u perspektivu upadaju¢eg FREFO promatraca koji prelazi hori-
zont i upada u crnu rupu, nakon Pageovog vremena. Pod uvjetom da je on sjedio is-
pred crne rupe od njenog nastanka, on je mogao prikupljati rane Hawkingove Cestice

te rekonstruirati stanje kasnog Hawkingovog zraCenja iz njih. Stoga on u principu
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moze ustanoviti, za danu kasnu Hawkingovu Cesticu |i)_, s kojim je specifitnim sta-
njem ranog zraCenja |1;) _ ona isprepletena. Stovi$e, Hawkingova ¢estica mora s tim
stanjem biti maksimalno isprepletena, bududi da vrijedi dekompozicijom iz izraza
(5.20), koji opisuje maksimalnu isprepletenost.

Sada treba ustanoviti Sto takav promatrac vidi kad upada u crnu rupu, i zaklju¢ak
¢e biti da vidi skup stanja koja su isprepletena preko horizonta; tj. vidi to¢no Hawkin-
gove parove dane izrazom (3.57). Iz ovoga ¢e slijediti da smo uspjeli konstruirati
promatraca koji istovremeno moze opservirati isprepletenost neke specifi¢ne kasne
Hawkingove Cestice s nekim podskupom ranog Hawkingovog zracenja tako da ceka
ispred crne rupe i prikuplja rano zracenje, te zatim skoci u crnu rupu zajedno s tim
Hawkingovim parom i opservira maksimalnu isprepletenost predvidenu s (3.57), sto
je u kontradikciji s monogamijom isprepletenosti.

Opis perspektive upadajuceg promatraca sada slijedi. Konacan je cilj ustvrditi formu

maksimalne isprepletenosti, nalik (3.57).
Koristeci Cetvrtu pretpostavku mozemo zakljuciti da dok god se promatra¢ nalazi
daleko od singulariteta, nalazi se na lijepim Cauchyjevim plohama i stoga lokalno
vrijedi efektivna teorija polja. Takav promatrac ne vidi horizont kao mjesto na kojem
se desava beskonacna dilatacija vremena ve¢ su mu sve koordinate tamo kontinu-
irane. Stoga on cijelo prostorvrijeme opisuje na jednoj povezanoj Cauchyjevoj plohi
s jednom bazom modova te odgovaraju¢im skupom operatora podizanja i spustanja
a,, koji detektiraju upadajuce Cestice.

Sljedece ¢e nam trebati veza izmedu operatora podizanja i spustanja FIDO i
FREFO promatraca. Kao Sto je poznato iz izvoda Hawkingovog zracenja (potpoglavlje
3.2.3), operatori podizanja i spusStanja su, za razli¢ite promatrace s razli¢itim izbo-
rima modova, povezani Bogoljubovljevim transformacijama (izrazi (3.31) i (3.42)).

Veza operatora glasi:

b, = Z(Oéww/%/ + @mal/) (5.44)

wl

Za promatrace s razli¢ito odabranim modovima (kao sto su FIDO i FREFO proma-
trac), koeficijenti « i S oba nisu jednaki nuli i mogu se eksplicitno izracunati.
Racun koji sad treba napraviti je zapravo to¢no ra¢un Hawkingovog zracenja [24],

i stoga se rezultati mogu preuzeti iz ranijeg poglavlja o tom izvodu (izrazi (3.46) i
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(3.47)), da se zakljuci:

’aww’ | - e4WMUJi

Buowr| (5.45)

1
2
Z’/wall = eSﬂ'MUJ . 1 (5.46)

Treba uzeti u obzir da ovo odreduje operatore « i 5 do na relativnu fazu e*.

Primjenom izraza (3.43) za eksplicitan oblik veze operatora dobivamo:

1 ,
b= T ¢+ al) (5.:47)
e TIVIW

Invertiranjem relacije (3.43) za a,, dobivamo:

1 )
a,, = W(&”M“’ewbz — bw) (548)

Po razmatranjima iz poglavlja o izvodu Hawkingovog zracenja (izraz (3.57)), iz ove
eksplicitne relacije se moze dobiti veza izmedu vakuuma koje vidi promatrac koji
upada kroz horizont, s operatorima « i promatrac koji miruje izvan horizonta, s ope-

ratorima b (izraz (3.57)) i ta veza glasi:

|Oa >— NH Ze—émNka
k N

Y N (5.49)

Ovaj korak rastavljanja prostora na podrucje unutar i izvan horizonta je u nekoj mjeri
u sukobu s komplementarnosti, koja nalaze da ovakva stanja nisu opservabilna i da
ih se stoga ne treba razmatrati.

Ipak, sve u svemu ovo je standardni rezultat — promatrac koji upada kroz hori-
zont vidi vakuum opisan kao produkt lijevog i desnog stanja Cestica na Rindlerovom

horizontu, i njega ¢emo Kkoristiti u argumentima koji slijede.
5.2.3 Maksimalna isprepletenost Hawkingovog para na horizontu i pojava va-
trozida

Sad ¢emo argumentirati da bilo kakvo odstupanje od maksimalne isprepletenosti, dane
Hawkingovim stanjem (5.49) uzrokovalo nastajanje Cestica na horizontu.

Literatura se u ovom trenutku poziva na tvrdnju da ¢e horizont za upadajuceg pro-
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matraca biti stanje bez Cestica ako i samo ako je njegovo Minkowskijevo vakuumsko
stanje dano u Rindler koordinatama kao maksimalno isprepleteno stanje (5.49). Ovo
je smisleno, bududi da je opis Minkowskijevog vakuuma na Rindler Hilbertovom pros-
toru (po principu ekvivalencije) dan to¢no s (5.49). Neko odstupanje od toga mora
znaciti da se za FREFO promatraca tu ne radi o Minkowskijevom vakuumu.
Konkretno, tvrdi se da je takva isprepletenost jedino Sto sprjetava da se na Rindler
horizontu (a po pretpostavci ekvivalencije, i horizontu prave crne rupe) generira be-
skonac¢ni skok u tenzoru energije i impulsa [53] i stoga divergentno zracenje koje
izlazi iz horizonta, iz perspektive upadajuceg promatraca.

Ta tvrdnja se moZe heuristicki izvesti [34] ako Minkowskijevo vakuumsko stanje

(5.49) zamijenimo direktnim produktom:

p— pL @ pr (5.50)

reduciranih matrica gustoc¢e pp = Trg p i pgr = Try p. Ovakvo stanje, po konstrukeiji,
za promatrace u lijevom i desnom Rindler kvadrantu izgleda identi¢no kao vakuum-
sko stanje i stoga promatraci strogo ograniceni na te potprostore lokalno ne bi smjeli
moci vidjeti ikakvu razliku. Razlika moze nastupiti tek u podruéju gdje reducirane
matrice gustoCe prestaju biti dobar opis prostorvremena - pri prelasku horizonta. S
druge strane, ¢im predemo horizont, u novom smo kvadrantu Rindler prostora, u
kojem je opis reduciranom matricom ponovno valjan, i stoga ne o¢ekujemo nikakvo
odstupanje od vakuuma. Ovako se moZze zakljuciti da odstupanje od vakuuma moze
nastupiti tocno na horizontu i da je stoga odredeno distribucijom slicnom delta funk-
ciji.

Klju¢no je uvidjeti da je fundamentalna razlika izmedu ovako definiranog produk-
tnog stanja, i stanja zracenja iz Hawkingovog izvoda (5.49) u isprepletenosti koju
dvije strane horizonta posjeduju. U ovom je slucaju isprepletenost 0, a u (5.49)
je isprepletenost maksimalna. Stoga se Cesto kaZze da je maksimalna isprepletenost
zraCenja preko horizonta ono sto horizont ¢ini glatkim.

Potpuniji tretman nastajanja vatrozida se moze pronaci u [54], gdje se izvodi di-
vergencija u tenzoru energije i impulsa na horizontu kad se poremeti isprepletenost
Minkowskijevog vakuuma.

Ovo sve skupa znaci da je Cetvrta pretpostavka komplementarnosti - princip ekviva-
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lencije - ovisna o tome da je izlazno zracenje b°** maksimalno isprepleteno s ulaznim

zratenjem b"" .

5.2.4 Monogamija isprepletenosti primijenjena na prethodna dva zakljucka

AMPS argument sada nailazi na kontradikciju u postulatima komplementarnosti, koji
kazu sljedece:

Prvi postulat tvrdi da je Hawkingovo zracenje opisano Cistim stanjem. Ovo u kom-
binaciji s Pageovom krivuljom, i ranijom analizom o ranom i kasnom potprostoru
zraCenja znaCi da za svaki kasni Hawkingov kvant |i)_ postoji neko rano stanje
Hawkingovog zraCenja |¢;) _ s kojim je on maksimalno isprepleten.

S druge strane, Cetvrti postulat je (po [53]) ekvivalentan tome da je svaka izlazna
¢estica Hawkingovog zracenja maksimalno isprepletena s odgovaraju¢om upadaju¢om
Cesticom; jer ako nije tako, horizont je visokoenergijsko more Cestica za upadajuceg
promatraca i princip ekvivalencije je narusen.

Po drugom postulatu, na cijelom podrucju izvan horizonta vrijedi efektivna teorija po-
lja. To znaci da se moze odabrati Hawkingova Cestica iz kasnog potprostora Hawkin-
govog zracenja koja se slobodno moze evoluirati unatrag kroz zanemarivi potencijal
Schwarzschildovog prostorvremena, do podrucja relativno blizu horizonta. Za takvu
Cesticu istovremeno vrijede dvije stvari; vrijedi da je ona maksimalno isprepletena
isklju¢ivo s nekim potprostorom ranog Hawkingovog zraenja |¢;)_, jer je ukupno
stanje Cisto po pretpostavci unitarnosti; i s druge strane da je maksimalno ispre-
pletena s upadaju¢im kvantom Hawkingovog zracenja, po pretpostavci da princip
ekvivalencije vrijedi.

Monogamija isprepletenosti (poglavlje 2.3.3) nalaze da je ovakva situacija nemoguca
i stoga smo suoceni s izborom — mozemo birati izmedu unitarnosti kona¢nog Hawkin-
govog zracenja ili principa ekvivalencije. MoZemo argumentirati da su sve pretpos-
tavke komplementarnosti crnih rupa na neki nacin koristene u ovom izvodu, i stoga
je moguce da bi izbacivanje bilo koje od pretpostavki moglo izbjeéi ovakvu kontra-
dikciju. U osnovi se razli¢iti argumenti za rjeSavanje AMPS paradoksa svode na izbor
pretpostavke komplementarnosti koju treba narusiti te objasnjenja zasto je to najbolji

izbor.
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5.2.5 Pojednostavljen AMPS argument; paradoks jake subaditivnosti

U interesu rezimiranja cijelog argumenta u ¢itljivijem i malo pojednostavljenom for-
matu sada ¢u izloziti elementaran postupak baziran na valjanosti Pageove krivulje.
Argument je moguce izreci vrlo jednostavno:

Pretpostavljamo da Pageova krivulja vrijedi za evaporiraju¢u crnu rupu.

Uzmimo da imamo ukupni sustav ABC' u Cistom stanju. C' je unutrasnjost crne rupe,
B je Hawkingov kvant emitiran u rezimu kasne crne rupe, nakon Pageovog vremena,
a A je N kvanta Hawkingovog zracenja emitiranih prije B.

Tvrdnja Pageove krivulje je da sustav AB s N plus prvim Hawkingovim kvantom
mora imati manju von Neumannovu entropiju od samog sustava A s N Hawkingovih

kvanta, tj.:
Sap < Sa (5.51)

S druge strane, po Hawkingovom racunu (izraz 3.57) sustavi B i C' moraju biti mak-
simalno isprepleteni i to vodi na zakljucak da je BC (Cisto stanje Spc = 0.
Koriste¢i ekvivalentan zapis jake subaditivnosti von Neumannove entropije (izraz

(2.37)) imamo:
0
Sap+Sgc > Sa+ Sc > Sa (5.52)

Sto je u direktnoj kontradikciji s prvom nejednakosti koja se dobila iz Pageove krivu-
lje. Naravno, problema ne bi bilo kada ne bismo istovremeno smjeli koristiti Pageovu
krivulju i zakljuciti da je BC' sustav u Cistom stanju.
Zakljucak je slican AMPS argumentu — ne mozemo istovremeno imati unitarnu evo-
luciju i maksimalno isprepleteno stanje preko horizonta crne rupe.
Unitarna evolucija se u argumentu pojavila kad smo pretpostavili da je Pageova kri-
vulja valjana, tj. da je kvant Hawkingovog zracenja emitiran nakon N-tog isprepleten
s prethodnih NV kvanta i da je stoga entropija Syp < S4.

Mathur je u radu [37] pokazao da je ovakav argument otporan na mala odstupa-

nja od maksimalne isprepletenosti izmedu kvanta B i C, tj. da zakljucak prezivljava.
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5.2.6 Zaklju¢ak AMPS argumenta

Tvrdnja AMPS paradoksa je sljedeca: Sve Cetiri pretpostavke komplementarnosti cr-
nih rupa, koliko god se razumne Cinile, ne mogu biti istovremeno to¢ne. Od barem
jedne moramo odustati. U radu [50] tvrde da je najkonzervativniji pristup odustati
od principa ekvivalencije i prihvatiti da upadajuc¢i promatrac¢ naleti na more visoko
energijskih Hawkingovih Cestica pri prelasku horizonta i tamo izgori.
Naravno, postoji moguc¢nost i da se u argumentu iskoristila neka skrivena pretpos-
tavka koju je lakse odbaciti.

Pretpostavimo li da skrivenih pretpostavki nema, u principu se AMPS paradoks

moze rijeSiti na jedan od Cetiri nacina:

1. Odustajemo od unitarnosti evolucije, informacija je fundamentalno izgubljena
u procesu evaporacije crnih rupa.

2. Odustajemo od valjanosti efektivne teorije polja izvan horizonta.

3. Treba drasti¢no promijeniti kvantno mehanicki opisa crnih rupa.

4. Odustajemo od principa ekvivalencije; na horizontu postoji fizikalni vatrozid

kojeg oba promatraca vide.

Razlog zasto se originalno predlozilo odustajanje od principa ekvivalencije je jer
svi ostali izbori zahtijevaju drasticne modifikacije fundamentalnih principa fizike; pri-
marno kvantne mehanike.

1) Prvi izbor je odustati od unitarne evolucije, i stoga prihvatiti gubitak informacija.
Vec je argumentirano zasto ovo nije poZzeljno, iako postoje razlozi zasto se ovo jos
uvijek zagovara i ukljucuju na primjer formulacije kvantne gravitacije integralima po
putovima koji se sumiraju po razli¢itim topologijama prostorvremena [71].

2) Drugo rjesenje je odustati od valjanosti efektivne teorije polja u podruc¢jima male
zakrivljenosti, daleko od singulariteta crne rupe. Da bi ovaj pristup razrijeSio para-
doks, potrebno je da kvantna teorija polja ima velike kvantno gravitacijske korekcije
u podrudjima male zakrivljenosti. Modeli ovakvih efekata uklju¢uju nenasilnu nelo-
kalnost [61] , ER=EPR [62] te direktni modeli vatrozida iz teorije struna [63]. Ni
jedan pristup nije sasvim uspjesan jer obi¢cno ukljucuje jako puno nepozeljnih pret-
postavki ili radi samo u specijaliziranim situacijama.

3) Treca pretpostavka zahtijeva da se unutrasnjost crne rupe moze modelirati kao

kvantno mehanicki sustav — tako da je opisana nekim Hilbertovim prostorom. Ova
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pretpostavka je podrzana argumentima iz holografije koji nalazu da je entropiju crne
rupe tocno interpretirati kao interne stupnjevi slobode dualnog termalnog stanja u
konformnoj teoriji polja, a argumentiralo joj se u korist i u potpoglavlju 4.1.
Odustati od ove pretpostavke implicira drasticnu modifikaciju kvantne mehanike (i
holografije) i ukljucuje npr. postavljanje konacnih uvjeta za valnu funkciju na singula-
ritetu [59].

4) Cetvrta pretpostavka je jedina je koja nije zasnovana na nekom fundamentalnom
principu kvantne mehanike i stoga je jedina koja se moze donekle bezazleno narusiti.
S druge strane, princip ekvivalencije je (povijesno) iznimno bitan koncept i nije mala
stvar potpuno odustati od njega.

Kompletniji popis razlicitih rjeSenja se moze pronaci u radovima [57], [36].

5.2.7 Prihvate li se vatrozidi, sto s komplementarnosti?

Neposredno nakon objave AMPS rada se smatralo da se komplementarnost ipak moze
spasiti i da se vatrozidi mogu izbjeéi; i to primjenom argumenta dosta slicnog Sus-
skindovom, iz potpoglavlja o komplementarnosti 5.1.3. Ukratko, tvrdilo se da pro-
matraci kao Sto su opisani u originalnom iskazu AMPS argumenta ne mogu postojati,
ali da je razlog za to dosta suptilan i da ga je stoga teSko konstruirati. Pokusaji su se
radili argumentima sli¢cnim onima u radu [49].

Ovo se pokazalo neto¢no, a argument ¢emo ugrubo objasniti u sljede¢em pri-

mjeru.

Primjer 5.7. Tvrdnja [57] je da mozda upadaju¢i promatra¢ ne moze opaziti is-
prepletenost ranog Hawkingovog zracenja A s kasnom Hawkingovom Cesticom koja
nastaje na horizontu B i istovremeno tu isprepletenost s upadaju¢om Hawkingovom
cesticom C. Ako je ovo istina, onda bi se moglo argumentirati da problema funda-
mentalno nema, jer je jedino Sto je bitno da sve istovremeno opazive entropije budu
konzistentne, tj. da vrijedi monogamija isprepletenosti samo medu istovremeno opa-
zivim sustavima. OCito je da promatra¢ u buducoj asimptotskoj beskonacnosti sva-
kako ne moze opaziti upadajucu Cesticu, pa njega nema potrebe ni razmatrati.
Odmah se moze zakljuciti jedna stvar, a to je da upadajuc¢i promatra¢ moze saku-
piti bar neku koli¢inu informacija o stanju ranog zracenja A, i stoga da moze skupiti

parcijalnu informaciju o isprepletenosti B i A. Razlog zasto je to moguce je jer on
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moze Cekati izvan crne rupe i sakupljati bitove neko vrijeme i dok god ne ¢eka pre-
tjerano dugo, jos uvijek moze uskociti u crnu rupu i napraviti potrebna mjerenja da
uspostavi maksimalnu isprepletenost izmedu B i C.

Pitanje je sad samo koliko Hawkingovih cCestica izvan crne rupe zapravo mora de-
tektirati da dobije dovoljno informacija o isprepletenosti B i A da narusi jaku su-
baditivnost. Sto vise bitova sakupi, to viSe snizava S,p i priblizava se minimalnoj
vrijednosti, koja se koristila u AMPS argumentu. Potrebno je samo da se S,z us-
pije smanjiti dovoljno kako bi se mogao uspostaviti korak (5.51), tj. da se ustanovi
da novo emitirana Hawkingova Cestica B zapravo procis¢ava stanje Hawkingovog
zraCenja. Onda automatski slijedi kontradikcija iz AMPS argumenta. Ovakva ar-
gumentacija znaci da postoji ogranicen broj bitova koje upadajuc¢i promatra¢ smije
opaziti bez da upadne u rezim u kojem je vatrozid neizbjezan.

Argument u [57], pomocu rezultata iz [51], onda tvrdi da za proizvoljno velike crne
rupe promatra¢ moze ostati izvan horizonta proizvoljno dugo, rekonstruirati stanje
ranog zracenja do koje god Zeli preciznosti i stoga uspostaviti korak (5.51) do koje

god tocnosti je potrebno.

U ovom se primjeru pojavljuju neki elementi eksplicitne primjene teorije kvantne
informacije, na problem informacije crnih rupa. To je relativno opSirna tema i neCemo
ju obradivati u ovom radu. Reference koje opisuju tu problematiku su: [47] [51], te
biljeske profesora Preskilla [52].

Iz ovog primjera, i nekih slicnih razmatranja se ¢ini da je vatrozid neizbjezan, i
da je potrebno ili dobro argumentirati napustanje neke od preostalih pretpostavki

komplementarnosti ili krenuti sasvim novim pristupom nezavisnim od ovoga.

6 Ostalarjesenja problema informacije crnih rupa, ukratko

Rjesenja paradoksa informacija crnih rupa ima joS mnogo, i pokrivaju Sirok raspon
pristupa. Vedina popularnih pristupa se eksplicitno poziva na AdS/CFT argumente
ili teoriju struna i zahtijevali bi vrlo velike digresije da se poSteno objasne. Stoga ih
nec¢emo uvoditi jednako detaljno kao vatrozide, ve¢ samo objasniti da postoje, Sto

tvrde i referencirati prikladnu literaturu.
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Sva rjeSenja razmatramo u kontekstu profinjenog PI skupa pretpostavki tj. ekvi-
valentnog profinjenog skupa pretpostavki komplementarnosti, i stoga svako rjeSenje

mora narusiti jednu od sljedece Cetiri stavke:

1. Iz perspektive udaljenog promatraca, formacija i evaporacija crne rupe se moze
u potpunosti opisati kvantnom teorijom polja, tj. postoji S—matrica koja opisuje
unitarnu evoluciju upadajuce materije u izlazno Hawkingovo zracenje

2. Dok god se drzimo izvan proSirenog horizonta » = 2M + ¢, efektivna teorija
polja vrijedi.

3. Crna rupa je sustav Cija je unutrasnjost adekvantno opisana kvantnom mehani-
kom (Hilbertovim prostorom), bar daleko od singulariteta.

4. Upadajuci promatrac pri prelasku horizonta ne vidi nista neobi¢no, horizont nije

(lokalno) posebno mjesto u prostorvremenu.

6.1 Mikrostanja crne rupe, strunaste crne rupe (eng. fuzzballs)

Ovaj pristup, kao i vatrozidi, naruSava Cetvrtu pretpostavku - princip ekvivalencije,
ali ujedno se moze interpretirati kao efekt postojanja kose za kvantno gravitacijske
crne rupe.

Ideja je motivirana eksplicitnim konstrukcijama u AdS/CFTu [64]. Pretpostavlja
se da postoje mikrostanja crne rupe kojih ima e te da su ta mirkostanja potpuno
opisana u nekoj potpunijoj teoriji kvantne gravitacije.

Postojanje mikrostanja crne rupe se onda objasnjava na sljede¢i nacin: crna rupa
je predstavljena strunom + gravitonom, namotanim oko kompaktne dimenzije. Mi-
krostanja tog sustava odgovaraju razli¢itim nacinima na koje koli¢ina gibanja gravi-
tona moze biti rasporedena po modovima vibracije strune.

Mozemo napraviti jednostavan primjer takvog brojanja stanja na toy modelu koji

kvalitativho aproksimira teoriju struna:

Primjer 6.1. Radimo u modelu u kojem postoji kompaktna dimenzija prostorvre-
mena kao mala kruznica Planckove dimenzije zalijepljena u svakoj tocki prostorvre-
mena. Opseg te kruznice je reda Planckove duljine Lp.

Modovi koji smiju postojati na zatvorenoj struni koja obuhvaca tu kompaktnu dimen-

ziju moraju biti periodiCni, jer je struna zatvorena. Tako recimo struna namotana 3
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puta oko te kompaktne dimenzije ima duljinu 3Lp i smije imati modove koji su pe-
riodicni u nekom cjelobrojnom djelitelju duljine 3Lp. Generalno, duza struna znaci
veca napetost, jer strune imaju fundamentalnu dimenziju i moraju se rastegnuti kako
bi obuhvatile tu kompaktnu dimenziju.

Razli¢ite modove mozemo indeksirati s k, cijelim brojem, koji predstavlja funkcije s
periodom % Frekvencija takvog moda je onda ~ k, a kako su gravitoni bezma-
seni, njihova propagacija na struni je dana disperzijom

E~w=k (6.53)

i stoga modovi vece frekvencije nose proporcionalno vecu energiju.

Recimo sad da imamo graviton s kvantiziranim impulsom iznosa ~ n,. Takoder
imamo zatvorenu strunu koja je namotana u kompaktnoj dimenziji prostorvremena,
ns puta. Graviton putuje po toj struni i stoga moZe imati svoj impuls podijeljen
izmedu svih mogu¢ih modova.

Ukupan broj kvanta energije je dan s n,n, (jer duza struna znaci ve¢a napetost i stoga
vedi prijenos energije).
Energija pojedinog harmonika & na struni, u kojoj je n, kvanta energije je onda dana

s: k ny, i stoga uvjet da skup svih kvanta daje tocan iznos ukupne energije glasi:

Nngns

Z kng = ngns (6.54)
k=1

Pitanje entropije je onda ekvivalentno pitanju koliko ova jednadzba ima rjeSenja. Taj
problem nije trivijalno rijeSiti, i svodi se na problem particije broja N, tj. u naSem
slucaju broja n,n.

RjeSenje je dano izrazom:
Py, o €27V (6.55)

Vidimo da je broj rjeSenja proporcionalan eksponentu, tj. invertiranjem formule,

mozemo pisati:

S ocIn Py pn, = 2m\/Ngn (6.56)
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i stoga imamo entropiju koja raste s dimenzijom sustava, tj. konkretno s brojem

mikrostanja u sustavu.

Ovaj primjer je naravno vrlo pojednostavljen model, ali reprezentativan je meha-
nizma kojim se u teoriji struna zapravo generiraju mikrostanja crne rupe. Za potpu-
niju analizu citatelj se moze referirati na pregledne ¢lanke, npr. [65].

Filozofija strunastih crnih rupa je u tome da se u takvom modelu horizont za-
pravo ne formira, ve¢ da je crna rupa samo slozena nakupina struna u specificnom
mikrostanju koje ovisi o pocetnim uvjetima materije koja kolapsira u nju. Strunasta
struktura se makroskopski gledano naravno ne bi mogla razluciti, i crna rupa bi izgle-
dala kao i u klasi¢noj gravitaciji za klasi¢ne promatrace. Nadalje, spektar kojim takva
nakupina struna zraci odgovara Hawkingovom spektru, i evaporacija nastavlja kao
i u uobicajenoj teoriji, samo sada bez problema gubitka informacije; jer ne postoji
horizont u pravom smislu rijeci, i strune ga samo oponasaju nekim mehanizmom.
Ovaj pristup je u neku ruku najdirektnije rjeSenje jer daje eksplicitan model horizonta
i njegovog spektra te govori kako to¢no interpretirati entropiju crne rupe.

Dodatno, postoji i popratni koncept komplementarnosti ovakvih strunastih crnih
rupa (eng. fuzzball complementarity) koji nalaze da upadanje kroz horizont za pro-
matraca A znaci da Ce strune koje ga sacinjavaju interagirati sa strunama na “hori-
zontu”, te se s njima spojiti, u procesu efektivno kopirajuéi informaciju o promatracu
A. S druge strane, za promatraca A, ovo upadanje kroz horizont je relativno bezaz-
lena procedura, i ocekuje se da bi iskustvo bilo vrlo sli¢cno upadanju kroz horizont
klasi¢ne crne rupe — prakticki neprimjetno. Konacna interpretacija je onda analogna
komplementarnosti klasi¢nih crnih rupa. Izvori ovih tvrdnji se takoder mogu pronaci
u preglednom radu [66].

Ipak, ovo rjesenje nije savrSeno; eksplicitne konstrukcije su dane samo u jako
idealiziranim slucajevima i nije jasno mogu li se proSiriti i na realistiCnije sustave,

iako se te stvari aktivno istrazuju.

6.2 ER=EPR

Ovo je rjesenje modifikacija osnovnih pretpostavki kvantne mehanike, tj. njene veze
s op¢om teorijom relativnosti.

ER=EPR znadi Einstein-Rosen = Einstein-Podolsky-Rosen.
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Einstein-Rosen mostovi su prostorne plohe u prostorvremenima vje¢nih crnih rupa
koje imaju strukturu crvotocine. Vode iz jednog asimptotski ravnog podrucja props-
torvremena u drugo, takoder asimptotski ravno podrudje.

Einstein-Podolsky-Rosen paradoks je misaoni eksperiment u kojem se razmatralo je li
kvantna mehanika potpuna teorija ili ima skrivene varijable koje su sadrzane u nekoj
potpunijoj teoriji. Detalji nisu pretjerano bitni; ono Sto je klju¢no je da je ukljucivao
isprepletena stanja, slicna onima iz Hawkingovog zracenja.

Tvrdnja ER=EPR paradoksa je u osnovi da su isprepletene Cestice povezane ne-
premostivim (prostornim) crvotoc¢inama, poput Einstein-Rosen mostova. [62]

Motivacija za ovakav prijedlog je bazirana na tome da je maksimalna ekstenzija
Schwarzschildove crne rupe u AdS/CFTu dualna skupu isprepletenih Cestica u kon-
formnoj teoriji polja. [68]

Nacin na koji bi ovaj pristup rijeSio paradoks je da se uvidi da ako se svo Hawkin-
govo zracenje skuplja i stalno kolapsira u crnu rupu, onda ER=EPR nalaze da je ta
crna rupa s originalnom povezana crvoto¢inom. Tvrdi se da je ovo bitno jer zaobilazi
dualnost isprepletenosti koja postoji u paradoksu vatrozida.

Postava ovdje ovisi o tome da se Hawkingove Cestice zapravo kolapsiraju u crnu rupu.
Autori originalnog rada [62] stoga tvrde da se sli¢na stvar moZze tvrditi i za slobodne
Hawkingove cestice koje bi mogle biti povezane s crnom rupom kroz crvotocine Plan-
ckove dimenzije, koje nisu opazive, osim pomocu kvantne gravitacije.

Ovakav model, iako naizgled nelokalan, ipak ne dopusta superluminalan prijenos
signala.

Problem je Sto je ovo rjesenje donekle nedoreceno i nejasno je kako bi u general-
nom slucaju rijesilo problem informacije, tj. izbjeglo vatrozide. Iako neki konkretni
modeli postoje [67], nije jasno moze li ovakav pristup uopce generalno razrijesiti

paradoks.

7 Zavrsni komentari

7.1 Eksperimentalna testiranja

Za kraj, vrijedi kratko komentirati $to se to¢no moze napraviti u podrucju eksperi-

menta za ovaj problem.

105



Eksperimentalna testiranja na crnim rupama su danas jos$ uvijek nemoguca, pose-
bice jer su crne rupe poznate astrofizici sve takvoga tipa da vjerojatno nece dozivjeti
svoje vrijeme evaporacije prije nego se nesto drasti¢no dogodi nasem svemiru.

Povezani efekti se ipak mogu istrazivati analiziranjem gravitacijskih valova u po-
trazi za plimnim deformacijama ili indikativnim multipolnim strukturama koje bi
predstavljale odstupanje od klasi¢ne teorije. Dosadasnja opazanja nisu konkluzivna,
a i nejasno je koliko bi se detalja moglo sa sigurnoscu pripisati specifichom modelu

kvantnih crnih rupa, a koliko nekom drugom efektu.

7.2 Zakljucak

Vrlo je jasno da se paradoks informacija crnih rupa ne moze rijesiti na potpuno za-
dovoljavaju¢ nacin bez potpune teorije kvantne gravitacije koja ¢e predvidjeti Sto se
to¢no dogada na horizontu i u blizini singulariteta. Najpopularniji pristupi u tom po-
gledu su AdS/CFT i teorija struna, koji motiviraju neka od brojnih rjeSenja paradoksa,
iako naravno postoje i druge alternative.

Unato¢ tome, paradoks je moguce formulirati i bez tih alata, i bas u tome je nje-
gova prava snaga. Bez pozivanja na eksplicitnu teoriju kvantne gravitacije, paradoks
stoji i u kontekstu opce teorije relativnosti i stoga se ne moZe rijeSiti odbacivanjem
neke specifi¢ne teorije kvantne gravitacije, koja tako i tako nema velike posljedice na
eksperimentalne podatke.

Bas nasuprot, paradoks zahtjeva odbacivanje pretpostavki nama ve¢ poznatih i
vrlo dobro testiranih teorija kvantne fizike i opée teorije relativnosti; Sto predstavlja
iznimno tezak problem. RjeSenja poput modela vatrozida prihvacaju tu neizbjeznost
i doista odbacuju dio opce teorije relativnosti. Rezultat je neka vrsta (nepotpunog)
rjeSenja, ali opet nije sasvim zadovoljavajuce niti je jasno bi li tako drasti¢tna mo-
difikacija zakona fizike imala posljedice na poznate eksperimente. Najljepsi pristup
rjeSenju bi vjerojatno bio da se u formulaciji paradoksa pronade skrivena pretpos-
tavka koja se moze lakse narusiti, tako da se ne mora odustati od ni¢eg poznatog, ali
uspjeha u tom pogledu za sada jos nema.

Kako god bilo, klju¢na uloga paradoksa postoji u daljnjem istrazivanju kvantne
gravitacije, u kojem on predstavlja prepreku koju svaka dobra teorija gravitacije mora

uspjesno rijesiti.
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Pravo rjesenje nas u vidu toga sigurno tek ceka, a trenutna je uloga paradoksa
motivirati dobre avenije za daljnje istrazivanje te informirati istrazivace kojim putem
krociti kroz nepreglednu sumu isprepletenog stanja kvantne fizike i klasi¢ne gravita-

cije.
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Dodaci

Dodatak A Notacijske konvencije

Ovdje cemo definirati sve notacijske konvencije koje namjeravamo koristiti u ovom
radu. Ve¢inom ¢emo slijediti Susskinda [2].

Signatura Lorentzovih metrika bit ¢e takva da vremenske koordinate imaju nega-
tivni predznak. Npr. (3+1) Minkowski glasi: (—, +, +, +).

Prostornovremenske koordinate Ce se pisati indeksima s grckim slovima: z#, T+,
Prostorne koordinate na plohama kodimenzije 1 ¢e se pisati latinskim slovima iz
sredine abecede”: z¢, T7*.

Prostorne koordinate na plohama kodmenzije 2 (npr. na horizontu crne rupe) ¢e se
pisati velikim latinskim slovima s pocetka abecede: z4, T5¢.

Penroseova notacija apstraktnih indeksa ¢e se pisati s malim latinskim slovima s
pocetka abecede: z¢, T%<.

Parcijalne derivacije se mogu skarec¢no pisati sa zarezom: J9,1",, = T",, 4.
Kovarijantne derivacije se mogu skrac¢eno zapisati s totkom sa zarezom: V,1*,, =
TMVp;dﬁ-

Radit ¢u u Planckovim jedinicama, za koje vrijedi:
h=kg=G=c=1 (A1)

gdje je kp Boltzmannova konstanta, G Newtonova gravitacijska konstanta i ¢ brzina
svjetlosti. Po potrebi ¢u u konacne rezultate vratiti  i/ili G kako bi se u njima

eksplicitno vidjela pojava kvantne fizike ili gravitacije.

Dodatak B Pozadina iz matematike i opce teorije rela-

tivnosti
U ovom c¢emo poglavlju izloziti standardne rezultate vezane uz
crne rupe koji e se koristiti u ostatku rada. Teoreme ¢emo izreci
rijeCima, osim u slu¢ajevima u kojima ¢e matematicki detalji biti

relevantni.
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B.1 Osnovne definicije iz opce teorije relativnosti
B.1.1 Izometrije i Killingovi vektori

Izometrija prostorvremena (M, g) se za potrebe ovog rada definira kao simetrija, tj.
invarijantnost metrike na translacije u smjeru nekog vektorskog polja. Kao §to je
poznato iz diferencijalne geometrije, koncept Liejeve derivacije duz vektorskog polja
k* odgovara usporedivanju tenzora samog sa sobom, prije i nakon translacije za k°.

Stoga se izometrija prostorvremena (M, g) definira uvjetom:
!

gdje se u naglasenoj jednakosti iskoristila kompatibilnost metrike s kovarijantnom
derivacijom.

Killingov vektor, tj. Killingovo vektorsko polje (oba se izraza koriste za istu stvar;
zapravo se radi o vektorskom polju) su popratni koncept izometriji prostorvremena i

definiraju se kao rjeSenja jednadzbe (B.1).

B.1.2 Asimptotski ravno prostorvrijeme; beskonac¢nosti prostorvremena

Za prostorvrijeme (M, g) se kaze da je asimptotski ravno, ako postoji koordinatni
sustav koji se u limesu velike udaljenosti z;2" — oo reducira na Minkowskijevo pros-

torvrijeme 7, i neku malu popravku h,;:
li}m Gab = Nab + hab (Bz)

Mala popravka se ocekuje da trne prikladno brzo:

Ji s = 0 () )
) (.6
Jim s = 0(5) )

U danom prostorvremenu koje je asimptotski ravno se mogu definirati razlicite
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beskonacnosti:

Prostorna beskonacnost, dana s r — oo

Vremenska beskonac¢nost, dana st — oo

Buduca svjetlosna beskonacnost, dana s ¢t + r — oo

Prosla svjetlosna beskonacnost, dana st — r — —oo

Svjetlosne beskonacnosti se mogu interpretirati kao plohe u prostorvremenu kroz

koje "okomito” prolaze radijalno izlazeci i upadajuci fotoni.

B.1.3 Horizont prostorvremena

Postoje razlic¢ite definicije horizonta u opcoj teoriji relativnosti, ovisno o cemu se

govori. Za crne rupe, najcesce se definira na sljedec¢i nacin:

Definicija B.1. Apsolutni horizont crne rupe

Uzmimo prostorvrijeme (M, g) koje je asimptotski ravno, tako da postoji buduca
svjetlosna beskonacnost (ploha koja odgovara ¢t + r = oo u asimptotski Minkowski
koordinatama). Definirajmo sada skup to¢aka: P C M kroz koje se prode ako se
uzmu svi svjetlosni geodezici koji zavrSavaju u buducoj svjetlosnoj beskonacnosti i
maksimalno se prosire u proslost (do —oo svog afinog parametra).

Definicija crne rupe glasi: B = M \ P ili rije¢ima: skup svih tocaka kroz koje
se ne prode kad se svi svjetlosni geodezici, koji su stigli do buduce svjetlosne be-
skonacnosti, prosire maksimalno u proslost.

Konacno, horizont se definira kao rub crne rupe H = 0B.

Ovo je definicija koja se u literaturi obi¢no Koristi za definiciju globalnog hori-
zonta crne rupe, ali problem je $to je nejasno kako bi se jednostavno ocitao iz metrike,
jer ovisi o globalnim svojstvima prostorvremena. U vidu toga, u nekim se slucajevima

moze dati neSto jednostavnija definicija:

Definicija B.2. Definicija horizonta u asimptotski Minkowski koordinatama [2]
Metrika asimptotski ravnog prostorvremena (M, g) treba se zapisati u koordinatama
koje teze sfernim koordinatama na Minkowskijevom prostorvremenu kako se uda-
ljavamo u asimptotsko podruéje (x'z; — oo). Horizont crne rupe onda odgovara

hiperplohi kodimenzije-1, definiranoj uvjetom: g;; = 0.
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B.2 Vrste crnih rupa i teoremi o jedinstvenosti

Po¢nimo od sferno simetricnog, staticnog rjeSenja Einsteinove jednadzbe u (3+1)
dimenzija, zapisanog u sfernim koordinatama:

1

ds® = —f(r)dt +f(7“)

dr? 4 r2dQ, (B.6)

Dva elementarna slucaja su:

» Schwarzschildovo rjesenje, u vakuumu:
flr)=1-21

* Reissner-Nordstrom (odsad nadalje skraceno: "RN” ) rjeSenje, u Maxwell poza-
dini s nabojem Q:

fr)y=1-2M 4 &

Pod odredenim tehnickim uvjetima, moze se pokazati da su ova rjesenja i jedinstvena,

no za razumjeti iskaz teorema potrebna je definirati Sto je stati¢no prostorvrijeme:

Definicija B.3. Stacionarno i stati¢no prostorvrijeme [5]
Prostorvrijeme (M, g) je stacionarno ako na njemu postoji Killingovo vektorsko polje
k“ koje je asimptotski (konkretno, za z'z; — oco) vremensko.

Prostorvrijeme je stati¢no ako je stacionarno i ako je vremensko vektorsko polje
k® ortogonalno na neku hiperplohu (matemati¢ki: V.9 = 0 to jest k A dk = 0; za
detalje vidi: [7]).

Intuitivno, stacionarno prostorvrijeme je takvo da se "ne mijenja u vremenu” u
istom smislu u kojem se Minkowskijevo prostorvrijeme ne mijenja u vremenu (dakle,
dok god odaberemo razumni koordinatni sustav). Primjer prostorvremena koje nije
stacionarno je ono u kojem se javljaju gravitacijski valovi, koji ¢e svakako nakon
dovoljno vremena pobje¢i do beskonacne radijalne udaljenosti i perturbirati simetriju
na vremenske translacije. Posebno jednostavan (ali ne kovarijantan) nacin da se
stacionarnosti definira je: ”Ako se moze pronaci koordinati sustav u kojem metrika
ne ovisi o vremenu, prostorvrijeme je stacionarno.” (Za dokaz vidi [7].)

Stati¢nost je profinjenje koncepta stacionarnosti koje zabranjuje i rotiranje pros-

torvremena. Uvjet hiperplosne ortogonalnost, kako je zapisan u gornjoj definiciji, je
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malo apstraktan, ali nakon malo matematike moZze se prevesti u formu:
0ak;b - 8bka = f(ﬂf)k’b (B7)

gdje se desna strana jednakosti moze svesti na 0, lokalno na mnogostrukosti i od-
govara normaliziranju vektora k*. Odavde se moze prepoznati da je ovo zapravo
definicija rotacije vektorskog polja (u smislu V x k), tako da se zahtjev hiperplo$ne
ortogonalnosti moze shvatiti kao zahtjev da rotacija lokalno, a u originalnoj formi iz
gornje definicije, i globalno, iS¢ezava.

Takoder nije tesko pokazati da je ovaj uvjet, u prikladnom koordinatnom sustavu,
ekvivalentan iSCezavanju nedijagonalnih komponenti metrike: g¢,;, koji su zasluzni za
generiranje rotacije prostorvremena jer vezu vremenske translacije i prostorno giba-

nje (za detalje vidi [7]).

Teorem B.4. Israel, Jedinstvenost staticnih sferno simetri¢nih (ne)nabijenih cr-
nih rupa [3] [4].

Ako je prostorvrijeme crne rupe rjeSenje Einstein(-Maxwell) jednadzbi, stati¢no, asimp-
totski ravno i horizont je topoloska sfera, slijedi da je opisana Schwarzschildovim

(RN) rjesenjem.

Rotirajuce crne rupe su svakako fizikalno realisti¢ne, a intuitivno je jasno da ne
mogu biti sferno simetri¢ne jer imaju preferiranu os rotacije koji kvari sfernu sime-

triju. Rjesenje aksijalno simetri¢ne crne rupe zove se Kerr-Newman (KN) rjeSenje, i

glasi:
A — 2 sin? 241 2 _ A
ds? — “;m 9 42 20.sin? e%dm
(r* + a?)? — Ad? sin?f . 9 5 X 9
( > ) sin® 0d¢” + Adr + Xdb (B.8)

Y=r’4+a’cos’d A=r’—2Mr+a*+e* e=+/Q*+ P2

u takozvanim Boyer-Lindquist koordinatama (t,r, 0, ¢). U njemu se pojavljuju 4 para-
metra: M, a, QiP.

M odgovara masi crne rupe u smislu slicnom Schwarzschildovoj crnoj rupi. Q i P su
elektri¢ni i magnetski monopolni naboji u crnoj rubi i javljaju se samo u kombinaciji

e = /Q? + P2. Kombinacija aM odgovara angularnom momentu crne rupe J. KN
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rjeSenje je asimptotski ravno ((¢,7,0, ¢) teZe sfernoj Minkowski metrici) i ima dva

Killingova vektorska polja koja poprimaju posebno jednostavan oblik:

a_ (9N _a_ (9
(3 ()

Konacno, u prikladnim limesima, a — 0 (i e — 0), Kerrovo rjeSenje tezi u RN (tj.
Schwarzschildovo) rjesenje.

U duhu ranijih razmatranja o jedinstvenosti sferno simetri¢nih crnih rupa (Teorem
B.4), oslabi li se restrikcija sferne simetri¢nosti na aksijalno simetri¢ne stacionarne
crne rupe moze se pokazati i generalnija tvrdnja - da je najopcenitije moguce rjeSenje

Einstein-Maxwell jednadzbi Kerr-Newman metrika.

Definicija B.5. Definicija stacionarne aksijalno simetri¢ne crne rupe [8]
Prostorvrijeme koje je asimptotski ravno je stacionarna aksijalno simetri¢na crna rupa
ako:

(i) Ima Killingovo vektorsko polje t* koje je asimptotski vremensko.

(ii) Ima Killingovo vektorsko polje m“ koje je asimptotski prostorno.

(iii) m“ generira 1-parametarsku grupu izometrija: U(1).

(iv) [t%, m!] = 0.

Uvjet (iii) zasluZuje dodatno pojasnjenje. Kada vektorsko polje generira U(1)
grupu izometrija, to znaci da se skup svih izometrija metrike (koje se vrse djelova-
njem Lieve derivacije) ponasa kao kompleksna eksponencijalna funkcija: ¢, gdje je
¢ jedini parametar. Dakle uzastopne izometrije primijenjene na metriku funkcioni-
raju po pravilu: €1 - ¢z = ¢i(¢17¢2),

Slijedi ranije najavljeni rezultat:

Tvrdnja B.6. Crne rupe nemaju kosu [10] [11] Prostorvrijeme crne rupe (M, g)
koje je stacionarno, aksijalno simetri¢no, asimptotski ravno i zadovoljava neke ra-
zumne tehnicke pretpostavke je opisano Kerr-Newman rjeSenjem, s parametrima: M,

a, e. (za diskusiju, vidi [9], str. 875)

Genericki u realisticnim kolapsima materije uvijek o¢ekujemo da ¢e materija od-
stupati od savrSene sferne simetrije, da ¢e imati angularni momenat i eventualno

naboj. U vidu toga, konacno stanje bilo kojeg kolapsa materije ¢e uvijek zavrsiti kao
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Kerr-Newman crna rupa. (MoZe se pokazati da crne rupe ne mogu imati ni jake ni
slabe naboje; vidi [9]).
Vrijedi napomenuti da se u ovom razmatranju nazire jedan od prvih problema

poveznice koncepata informacije i crnih rupa:

Neovisno koliko je neki sustav kompleksan, tj. koliko makroskopskih ili mikro-
skopskih stupnjeva slobode sadrzi — ako se bilo kojim mehanizmom Kkolapsira
u crnu rupu, biti ¢e u potpunosti opisan isklju¢ivo s najviSe 3 makroskopska

parametra Kerrove crne rupe - M, aie.

NalaZe se pitanje: Gdje je sva informacija o pocetnom sustavu nestala?

B.3 FIDO i FREFO promatraci; Rindler prostorvrijeme; povrsinska

gravitacija; maksimalna ekstengija prostorvremena

Sljedece potpoglavlje ¢e sadrzavati: opis singulariteta Schwargschildove crne rupe, de-
finiciju FIDO i FREFO promatraca, definiciju povrsinske gravitacije, opis Rindler prostor-
vremena i njegovog znacaja, opis koordinatnih sustava za ekstenziju Schwarzschildove

crne rupe

B.3.1 Povrsinska gravitacija i FIDO promatraci

Schwarzschildovo prostorvrijeme, kako je zapisano u (B.6) ima dva singulariteta:
jedan ur = 2M idrugi ur = 0. U tim tockama neke komponente metrike iScezavaju,
a neke divergiraju i stoga je nemoguce pronaci inverz.

Dobro je poznat standardni argument da » = 2M nije zapravo pravi singulari-
tet prostorvremena ve¢ koordinatno-ovisna divergencija koja se javlja zbog odabira
koordinatnog sustava. Da bi se to provjerilo, obi¢no se izracuna neka koordinatno
invarijantna veli¢ina koja ne pokazuje patolosko ponasanje u » = 2M, npr. najlakse

je izracunati volumni element Schwarzschildove metrike:
V=g =r*siné (B.10)

koji ne divergira niti ide u 0 za r = 2M.

6 = 0, 7 su koordinatni singulariteti sfernog sustava.
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Stoga predmeti koji su imali konacan volumen daleko od horizonta ne¢e odjednom
pri dolasku na horizont biti stisnuti u tocku ili beskona¢no razvuceni. Isto se ne moze
reci za tocku r = 0, u kojoj volumni element doista ide u 0, i ukazuje na postojanje
fizikalnog singulariteta.

Alternativno, u literaturi se obi¢no racuna takozvani Kretschmann skalar:

48M? 3

RabcdRa ol = —
bed ANA

(B.11)

6
r r=2M

koji opet ne poprima nikakvu kriticnu vrijednost u r = 2M, ve¢ tek u r = 0, gdje
i ocekujemo pravi singularitet. Kretschmann skalara predstavlja "plimne sile” koje
osjeca objekt infinitezimalnog volumena. Iz gornjeg izraza se vidi da na horizontu,
za iznimno masivne crne rupe, te plimne sile postaju izrazito male. S druge strane,
one u r = 0 divergiraju, i u blizini singulariteta se desava tzv. “Spagetifikacija”.

Da se otkrije u ¢emu je problem s Schwarzschildovim koordinatama, trebat ¢emo
izracunati viastitu akceleraciju promatraca blizu horizonta.
U slucaju Schwarzschildove metrike, koordinate u kojima je zapisana u izrazu (B.6)
su asimptotski Minkowski. To povlaci da promatraci za koje vrijedi: dr = df = dp =0
— "FIDOs” (engl. fiducial observers) — asimptotski izgledaju kao mirujuéi proma-
tra¢i u Minkowskijevom prostorvremenu. Nadalje, ako zamislimo dva FIDO pro-
matraca, odmah slijedi da oni jedan u odnosu na drugoga miruju pa stoga mozemo
ustvrditi da svaki FIDO promatra¢ miruje u odnosu na asimptotski mirujuéeg Min-
kowski promatraca (koji je takoder FIDO tipa). Kako bi promatra¢ mogao miro-
vati u zakrivljenom prostoru crne rupe, on mora akcelerirati radijalno prema van,
a kako se priblizavamo horizontu, ta akceleracija divergira. Kako bismo to provje-
rili, moZemo izracunati vlastitu akceleraciju nekog FIDO promatraca, cija je putanja
opisana Cetverovektorima u njegovom vlastitom sustavu te u asimptotskom Schwar-

zschildovom sustavu:

uelastita = (dt/dT7 dT/dT, d@/dT, d(b/dT) :lFIDO (1/ \% f(?”), 07 O, 0) (B12)
U oonia = (dE/dt,dr/dt, d8]dt, d/dt) =|epo (1,0,0,0) (B.13)

gdje je FIDO promatraevo vlastito vrijeme definirano relacijom: dr = +/|gu|dt.

Asimptotski Schwarzschildov sustav se ovdje, i u rezultatima koji slijede treba shva-
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titi kao r — oo limes vlastitog sustava, u kojem f(r) — 1idr = dt.

Akceleracija se u opcoj teoriji relativnost definira kao usmjerena kovarijantna deri-
vacija vektora brzine, duZ putanje Cestice: a* = u”V,u", tj. jednadZzbom geodezika;
koja ako ne iSCezava, znaci da Cestica ne prati ravne linije u prostorvremenu, i stoga

mora akcelerirati.

d r [F0
af;l = dT + Fup Vluvl - Ftt 1/ f(T))2 (B14)
d T
a:simp = E a51mp + Fﬁp asunpuasnnp = Ftt (1) (B]-S)

Od Christoffelovih simbola, jedini oblika I'}, koji ne iS¢ezava je:

, M M 2M
i stoga imamo:
M
, M
Qasimp = ﬁ (B.18)

U skladu s o¢ekivanjima, jedina neiS¢ezavaju¢a komponenta akceleracije je radijalna,

i ona odgovara akceleraciji koju tijelo mora vrsiti kako bi se zadrzalo na konstant-
nom radijusu. Vlastita akceleracija je to¢no klasi¢ni rezultat za akceleraciju, ali to je
samo slucajnost jer se i dalje radi o komponenti cetverovektora koja se transformira
sa proizvoljnim koordinatnim transformacijama.

Da bi se dobila koordinatno invarijantna veli¢ina, treba izracunati modul ¢etverovektora

akceleracije a® = a*a, = a"a, = a"a" g,

M? M? 1 M? 1
2 = - _ - = B.1
M= rd f(r) ot 1-2M/r (B.19)
M? 1 M?
2 _ —
aasimp - |i 41— 2M/7°:| - 4 (BZO)

Iz perspektive FIDO-a tik uz horizont » = 2M, akceleracija potrebna da bi ostao
na mjestu divergira kako se priblizava horizontu, $to odgovara intuiciji — potrebna

je beskonacna koli¢ina akceleracije da bi se izbjeglo upadanje u crnu rupu. S druge
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strane, FIDO-u u beskonacnosti se ¢ini da tik uz horizont treba samo konacna koli¢ina
akceleracije a = 437 kako bi se mirovalo.

Akceleracija asimptotskog Minkowski promatrata x = /a2, ili kako se to Cesto
slikovitije kaze: ”sila koju bi promatra¢ u beskonacnosti osjetio da (bezmasenim)
uzetom spusti predmet jedinicne mase tik do horizonta crne rupe”, se u literaturi
obic¢no naziva povrsinska gravitacija crne rupe.

Gore izreCena konstrukcija povrsinske gravitacije je intuitivno jasna, ali ima manu $to
ovisi o Schwarzschildovom koordinatnom sustavu i nejasno je kako bi se brzo dobila
za druge crne rupe bez da se ponavlja cijela argumentacija. Koordinatno invarijantna

definicija povrSinske gravitacije za generalne crne rupe se moze napraviti pomocu

koncepta Killingovog horizonta:

Definicija B.7. Killingov horizont
Killingov horizont je hiperploha u prostorvremenu na kojoj norma nekog Killingovog

vektora k” tog prostorvremena postane jednaka nuli.
Definicija B.8. PovrSinska gravitacija
Povrsinska gravitacija « se definira pomocu jednadzbe geodezika za Killingov vektor,

izvrijednjen na njegovom pripadaju¢em Killingovom horizontu:

[k:bvbk:“ = nka] (B.21)

kakq,=0

U slu¢aju Schwarzschildovog prostorvremena, znamo da je prostorvrijeme staticno

i da ima asimptotski vremensko Killingovo vektorsko polje k%, koje u Schwarzschil-

2]

dovim koordinatama ima oblik: £,

tj. zapisano kao ¢etverovektor: (1,0,0,0), a lako

se provjeri i da njegova norma is¢ezava na horizontu:

2M
kKol r=ans = kakbgab = Gtlr—om = — (1 — —) =0 (B.22)

r

r=2M

Onda iz definicije (B.21) analognim racunom kao i ranije, slijedi ranije dobiveni re-

zultat za Schwarzschildovu crnu rupu:

M
R Schwarzschild = ﬁ

=1 (B.23)

r=2M

Kao sto vidimo, ako crnu rupu uc¢inimo prikladno masivnom, gravitacija na povrsini

se smanjuje i stoga se horizont moze doimati sasvim bezazlenim. Ova e se veli¢ina
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kasnije pojaviti u Hawkingovom izvodu zracenja.

Napomena B.9. Apsolutni horizont u slu¢aju Schwarzschildovog prostorvremena od-

govara Killingovom horizontu, iako to generalno nije uvijek slucaj.

Za kraj, htio bih jos navesti da se za RN i Kerr-Newman crnu rupu takoder analog-
nim pristupom mogu dobiti povrSinske gravitacije. Za dodatne detalje o povrSinskoj
gravitaciji, vidi [2,5,7,8,12].

Sada vidimo sto je problem u r = 2M — mi radimo u sustavu prilagodenom proma-
traima koji mirauju, i koji moraju beskonacno jako akcelerirati kako se priblizavaju

r = 2M, Sto je nefizikalno i metrika zbog toga divergira.

B.3.2 FREFO promatraci

Sada ¢emo uvesti novu klasu promatraca: one koji radijalno upadaju u crnu rupu
(dt # 0,dr #0,df = 0,d¢ = 0) — "FREFO” (engl. freely falling observer).

Zelimo vidjeti kako je opisano gibanje takvih promatraéa pri prelasku preko horizonta
iz perspektive FIDO promatraca, postavljenog recimo u asimptotskoj beskonacnosti i
s druge strane kakvo je njihovo iskustvo u vlastitom sustavu pri prelasku horizonta.
Za izraCunati putanju promatraca, mogli bismo rjeSavati jednadzbu geodezika, ali
postoji jednostavniji nacin, u ovako visoko simetri¢nim slucajevima. Prvo moramo
uvesti koncept ocuvanih veliCina, a time i Lagranzijana. Za gibanje tockastih Cestica u
gravitacijskom polju, Lagranzijan je zadan kao duljina linijskog elementa u zakrivlje-

nom prostorvremenu ($to je smisleno jer zelimo reproducirati jednadzbu geodezika):

dzt dxv
L= y— B.2
\/ 9u N (B.24)

ili ekvivalentno (za diskusiju vidi npr. [13] ili [7]):

1 { dz# dx”} (B.25)

~ 2N Tdx

gdje )\ parametrizira putanju Cestice, i po njemu se integrira u akciji. Ovi su izrazi

stoga reparametrizacijski invarijantni.
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Jednadzbe gibanja se onda dobiju iz Euler-Lagrange (EL) jednadzbe:

d dc dL
d\d(dzr/dN)  dam (B.26)

Poznata posljedica EL jednadzbi je da ako LagranZzijan ne ovisi o nekoj varijabli z*,

dr

T Tany OCuvana veli¢ine, u ovom slucaju duz geodezika.

odmabh slijedi da je

Primjenimo li ovo za Schwarzschildovu crnu rupu, imamo Lagranzijan:

L= 5( — f(r)i* + %7’"2 + 72 (sin® 0% + é?)) (B.27)

iz kojeg se odmah vidi da ne ovisi ni o ¢ ni 0 ¢, i stoga ima o¢uvane velicine:

d
—E £

—f(r)t (B.28)

QL
S

L ~ — 12sin” 09 (B.29)

U
ASH

Cestica koja se slobodno giba po vremenskoj putanji duz normaliziranog ¢etverovektora:
u® = (i,7,6,¢) imat ée stoga te dvije o¢uvane velii¢ne. Dodatno, kako je situacija
sferno simetricna, svo gibanje ce se desavati na 2D plohi koja prolazi kroz ishodista i
stoga se moZe odabrati 6 = 0.

Iskoristimo li uvjet (u®)? = ¢ (= 0 odgovara svjetlosnoj putanji, = —1 odgovara vre-

menskoj), imamo:
goot® + gr?? + 129 = —¢ (B.30)

i nakon malo preslagivanja:

2M  L?  2mlL?
(B> +e) =i +e—+ = — m3
rooor r

(B.31)

Sto je konacna jednadzba gibanja ¢estica u Schwarzschildovom prostorvremenu.

Sada smo spremni primijeniti ovu jednadzbu na gibanje FREFO promatraca, jed-
nom iz perspektive njegovog vlastitog vremena, a drugi put iz perspektive asimptot-
skog FIDO promatraca.

U daljnjem razmatranju ¢e biti klju¢na relacija izmedu FIDO promatracevog asimp-
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totskog i FREFO promatracevog vlastitog vremena:

dr = /T — 2M/rdt (B.32)

kao Sto se moze odmah ocitati iz metrike. Dodatno, oba vremena postaju jednaka u
limesu r — oo.
Treba primijetiti da u oba slucaja, FREFO proamtra¢ ima L = 0, jer upada u crnu
rupu radijalno, i stoga se jednadzba znatno pojednostavnjuje.
Takoder, energija £/ se moze odrediti iz pocetnog uvjeta, kad je FREFO jako daleko
(r — oo) od crne rupe, u prakticki ravhom prostorvremenu, iz definicije £ (B.28)
mozemo oCitati £ = f(r0)|ry=c0 = 1.

S odredenim svim parametrima, kre¢emo na rjeSavanje jednadzbe, iz perspektive
FREFO promatraca pomoc¢u njegovog vlastitog vremena. Jednadzba glasi (za ¢ =
—-1):

2
(%) = M (B.33)

Sto se jednostavno separira, i nakon integracije daje:
r o (1o — 7')2/3 (B.34)

FREFO promatra¢ nakon konacnog iznosa afinog parametra 7, upada u singularitet
u ishodistu, a vidi se iz jednadzbe (B.34) da percipira i prelazak horizonta r = 2M u
kona¢nom vremenu.

Iz perspektive FIDO promatraca, situacija je nesSto drugacija. Vrijeme kojim pro-
matraC parametrizira putanju je dt, a ne dr, i izraz koji povezuje te dvije parametri-
zacije je: £ = (1

-2,

Egzaktna jednadzba (s L = 0,¢ = —1) je onda:

o [drdt\? 2M

(B*—1) = (dt dT) r (B35
N A oM\ ? 2M

(E*—1) = (—dt) E (1 - ) - (B.36)
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i kad se jo$ malo preslozi:

1/2
B (2 ) e
dt r r

Ovu jednadZbu je nepotrebno u potpunosti rjesavati, jer nas uglavnom zanima
samo ponasanje oko horizonta; specifi¢no sto se desi u limesu » — 2M + 7, gdje je
7 malo. Za rjeSenje u beskonacnost tako i tako znamo da se asimptotski priblizava
FREFO rjeSenju od ranije.

Nakon uvrsStavanja limesa i izvrednjavanja do najnizeg reda u 7, izraz se svodi na:

O (@) ) e

Uz napomenu da je £ « O(1), moZemo zakljuciti da je prva zagrada s desne strane

x F 1stoga ostaje:

dr dt
- B.
r 2M (B.39)
Uvrsti li se natrag 7 = r — 2M, rjeSenje za gibanje blizu horizonta glasi:
(r —2M) oc e t/?M (B.40)

Za FIDO promatraca u beskonacnosti, radijalno slobodno upadaju¢i promatrac nikad
ne stigne do horizonta, ve¢ mu se samo priblizava sve sporije i sporije. Isti bi rezultat
vrijedio i za FIDO promatrace blizu horizonta, samo bi se kod njih uslo u rezim
eksponencijalnog pada puno kasnije.

U konacnici, sve ovo vodi na jedinstveni zakljucak: unutrasnjost crne rupe je
stvarna, fizikalna i geodezici se sasvim normalno ponasaju nakon prelaska horizonta.
Na horizontu se ne deSava nista drasti¢no i ima smisla pokusati proSiriti prostorvri-

jeme u unutrasnjost crne rupe.

B.3.3 Rindler prostorvrijeme

Rindlerovo prostorvrijeme je poznato kao opis relativistickih Cestica koje se gibaju
konstantnom akceleracijom (na ravnoj pozadini), a kao Sto smo vidjeli u prethod-

nom poglavlju, to je to¢no opis gibanja FIDO promatraca u blizini horizonta crne
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rupe (u zakrivljenom prostorvremenu). Ideja ¢e biti kasnije u radu koristiti Rindle-
rovo prostorvrijeme kako bi se olaksali racuni lokalnih veli¢cina na malih komadima
prostorvremena u blizini horizonta.

Slijedi kratki opis klju¢nih karakteristika Rindler prostorvremena, a jos detalja se
moze pronaci u vecini knjiga o opcoj teoriji relativnosti (npr. [7]).

Po¢nimo od Minkowskijevog prostorvremena tako da metrika glasi:
ds® = —dt* + dr? + 7’2ng (B.41)

U ovakvim slucajevima, kad je metrika oblika: R*! ® S,, angularne koordinate 6, ¢
se mogu potisnuti (tj. ne pisati od sad nadalje) ako se zapamti da svaka tocka (¢, r)
zapravo predstavlja 2-sferu.

Cilj je sada pronadi koordinatnu transformaciju Minkowskijevog prostorvremena (t, r)
(n, p) koja odgovara sustavu koji uniformno radijalno akcelerira. Takav ¢e sustav
u momentalno mirujuem sustavu promatraca, biti opisan Cetverovektorima: u® =
(t=1,7=0)1ia" = (0,a = const), S$to Ce se tretirati kao "pocetni uvjet”. Za bilo ko-

jeg drugog FIDO promatraca imat ¢e generalni oblik: u® = (u%(7),u'(7)) i a® = (0, a),

uz uvjet u?> = —1 kako bi putanja bilo vremenska.
Uvjet u? = —1 ograni¢ava komponente u:
(W)’ — (')’ =1 (B.42)

koji se moze rijesiti s:

u’ = cosh (K1)
(B.43)
u' = sinh (K1)

Ovo rjeSenje odmah zadovoljava pocetni uvjet: u*(0) = (1,0).

Neodredenu konstantu K se moze odrediti iz definicije akceleracije a° = u*V, u® =

a

Lu¢ 4+ T¢uu’, uz napomenu da smo u Minkowskijevom prostorvremenu i stoga
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Christofelli iSCezavaju:

d d cosh (K7),sinh (K7)) = (K sinh (K1), K cosh (KT))

(0,a) =a = g :E(

(B.44)

Usporedbom prvog i zadnjeg izraza, vidimo da u poCetnom trenutku: 7 = 0 imamo
K =a.

Sad kad imamo potpuno odreden Cetverovektor mozemo istraziti neka svojstva
gibanja akcelerirane Cestice.
Za pocetak, mozemo potraziti oblik metrike u sustavu Cestice koja se giba unifor-
mno akcelerirano. Prvo treba dobiti koordinate putanje Cestice u Rindler sustavu.

Integrirajuci rezultat (B.43) imamo:
1 .
ot = /u“dT = —(sinh ar, cosh at) (B.45)
a

Sto izgledom podsjec¢a na sferni sustav, zapisan u hiperbolicnim koordinatama. Mo-
tivirani time, mozemo definirati novi koordinatni sustav:
0 __ .
x” = psinhn

(B.46)
z' = pcoshy

gdje je p ”radijalna varijabla” koja odgovara inverzu akceleracije tijela s domenom
[0,0¢0], a n je "kutna varijabla” koja odgovara reskaliranom vlastitom vremenu T s
domenom [—o0, +00].

U ovim koordinatama, metrika poprima ocekivani oblik:

ds* = —(dz")? + (da')?
= —(dpsinhn + pcoshn dn)? + (dp coshn + psinhn dn)? (B.47)
= —p*dn® + dp?
Iz (B.45,B.46) ili uvjeta (B.42) se odmah vidi da akcelerirane cestice opisuju hi-
perbole u t — r prostoru. Sve hiperbole teze linijama ¢/r = £1, Sto odgovara gibanju

brzinom svjetlosti u Minkowskijevom prostorvremenu ($to je smisleno, kao posljedica

beskonacnog duge konstantne akceleracije). Granic¢ne su hiperbole dane s p = 0, tj.
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a = 00, $to podsjeca na divergenciju akceleracije potrebne za mirovanje na horizontu
crne rupe.

Bitno je napomenuti da se u Rindler koordinatnom sustavu radi o Minkowskom
prostorvremenu iz perspektive akceleriraju¢eg promatraca. Takav akcelerirajuéi pro-
matrac se asimptotski priblizava nekom paru svjetlosnih linija (u ovom slu¢aju onima
iz ishodista) i iz slike se moZe ocitati da on nikad nece biti u prilici utjecati na
dogadaje ispod svoje t = —r linije, niti ¢e modi dobivati signale koji nastaju iznad
t = r linije. Ovakvo ponasSanje je karakteristicno za horizonte bijele i crne rupe, ali
treba primijetiti da se ovdje radi o savrSeno uobicajenom, ravnom Minkowskijevom
prostorvremenu. Uzrok ove pojave je jednostavno ”los” izbor koordinatnog sustava
(B.45) koji ne uspijeva pokriti cijelo prostorvrijeme jer je prilagoden klasi promatraca
koji npr. ”bjeze” od svjetlosnih signala emitiranih nakon ¢ = 0. U analogiji s ovim
slu¢ajem, moguce je zamisliti da i za Schwarzschildovu metriku postoji "bolji” koor-
dinatni sustav koji nece divergirati na horizontu i koji ¢e dati pristup dodatnim di-
jelovima prostorvremena skrivenim iza horizonta. Pojam prosirenja prostorvremena
iza horizonta odabirom prikladnih koordinata se zove ekstenzija prostorvremena i o

njoj Ce biti rije¢ u sljede¢em potpoglavlju.

B.3.4 Rindler prostorvrijeme kao limes podrudéja u blizini horizonta

Kako bi se upotpunila naizgledna analogija iz proslog poglavlja, sada ¢emo pokazati
kako se Rindler (i posljedi¢cno Minkowski) prostorvrijeme moZze dobiti iz Schwarzsc-
hildovog rjeSenja, ograni¢enog na podrucje blizu horizonta. Ovaj izvod prati proce-
duru u 1. poglavlju knjige [2]

Kre¢emo od Schwarzschildove metrike:

1

ds® = —f(r)dt +f(7‘)

dr? + rzdﬂé) (B.48)

S f(r) = (1— 2M),
Za pocetak treba definirati varijablu koja mjeri vlastitu udaljenost stacionarnog pro-

matraca od horizonta:
dp = f(r)"Vdr

(B.49)
p=\/r(r — 2M) + 2M sinh ( ﬁ - 1)
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Metrika poprima oblik:
ds® = —f(r)dt* + dp® + r*dQYy, (B.50)

gdje se sad r treba shvatiti kao funkcija od p koja se dobije racunanjem (B.49).
Treba primijetiti da iako smo uveli novu koordinatu, ova metrika je i dalje singularna
na horizontu jer vremenska komponenta g;, tamo iS€ezava i jo$ uvijek joj se ne moze
izraCunati inverz.

OgraniCenje na podruéje blizu crne rupe svodi se na uzimanje: » = 2M + ¢, Sto daje:

2M 2M €
=1- ~1l—— —(—€¢/2M) = — B.51
f(r) 2M + e oar ~ M) = g (B.51)
p~V2Me+2M/e/2M = 2v/2Me (B.52)
tj. kombiniranjem: f(r) ~ 1—6%.
Metrika onda poprima oblik:
2 p? 2 2 2 71092
ds® = _16M2dt + dp” + 1(p) dSYy, (B.53)

Konacno, redefiniranjem vremenske varijable n = ¢t/4)M dobivamo Rindler oblik me-
trike:
ds? = —p*dn* + dp* + r(p)%lQ?z) (B.54)

Metrika se jo§ moze pretvoriti u potpuno Minkowski zapis, ograni¢imo li se na mali

angularni dio horizonta: 6 ~ 0;sin ~ 6 i preimenovanjem koordinata:

2M60cosp = x (B.55)

2MOsing =y (B.56)

te koriStenjem inverznih transformacija (B.46), $to u konacnici daje metriku u blizini

horizonta:

ds® = —dt* + da® + dy?® + d2* (B.57)
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Ovo je potpuno ravna metrika, koja opisuje (malo) podrudje u blizini horizonta te jo$
jedna indikacija da se u blizini horizonta stvarno ne desava nista patolosko, ve¢ da
su u rjeSenju crne rupe samo koordinate problematicne.

Iz principa ekvivalencije, moralo bi slijediti da je perspektiva akceleriraju¢eg pro-
matraca ista, bila ona na horizontu crne rupe, u zakrivljenom prostorvremenu ili u

Minkowski, tj. Rindler prostorvremenu.

B.3.5 Koordinatni sustavi i maksimalna ekstenzija Schwarzschildovog prostor-

vremena

Do sad vec postoji dosta indikacija da se podrucje iza horizonta moze opisati na fi-
zikalno smislen nacin. Motivirani diskusijom iz prethodnih potpoglavlja, sada treba
uvesti koordinate koje mogu izbjeci koordinatnu divergenciju na horizontu i omogucditi
prosirenje domene Schwarzschildovog prostorvremena, preko horizonta, a i dalje.
Diskusija svih koordinatnih sustava je dosta opsezna tema, i detalje izostavljamo jer
postoje u vecini knjiga o opcoj teoriji relativnosti; npr. [13] [9] [7] [8].

Kao $to smo ranije vidjeli, promatraci koji upadaju u crne rupe dobivaju uvid i
u podrudje iza horizonta; i stoga su koordinate prilagodene takvim promatracima
(specifi¢no, ulaznim i izlaznim svjetlosnim geodezicima) pogodnije za proucavanje
prostorvremena crne rupe.

Kljucni koordinatni sustav je Kruskal-Szekeres koordinatni sustav (u =T + R,v =

T — R,0, ), dan s transformacijama:

r 1/2 t
Y r/AM _: v
T (2 1> e sinh (4 ) (B.58)
r 1/2 t
Y r/4M v
R (QM 1) e cosh (4M) (B.59)

izvan horizonta, i slicnim transformacijama s dodatnim predfaktorom — pod korije-

nom
r 1/ aM
T = <_W + 1) GT/ COSh - (B60)
r 1/2 t
_(_T r/AM ; s
R ( o+ 1) /MM ginh (4M) (B.61)

unutar horizonta.
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Metrika u ovim koordinatama poprima oblik:

_ 320° or/2M
r

ds* (—dT? + dR?) 4 r*dQ,

ili ekvivalentno pomocu (u, v, 0, ¢):

— 32M3 er/?]b[
r

ds* (—dudv) + r*dQ,

r

gdje se r treba shvatiti kao funkcija (u, v), dana relacijom: (55 —

2M

(B.62)

(B.63)

1)er/2]V[ = u? — 2.

Metrika ocigledno ostaje kompletno ne degenerirana na horizontu » = 2M.

Za opis originalnog dijela Schwarzschildovog prostorvremena, u, v koordinate imaju

domene (—o0,0) i (0,00), a unutrasnjost crne rupe se onda dobije proSirenjem u ko-

ordinate i na pozitivne vrijednosti. Nadalje, ispada da ako se domena koordinata

u, v maksimalno prosiri na (—oo, +00) metrika ostaje kompletno ne-singularna, osim

u tocki koja odgovara r = 0. Konkretno, imamo podrudja I i II koja predstavljaju

prostor vrijeme izvan i unutar crne rupe, ali pojavljuju se i ne-fizikalna podrucja III i

IV; gdje III predstavlja "paralelni svemir”, kazualno odvojen od svemira u kojem mi

Zivimo, a IV takozvanu bijelu rupu. Ova dodatna podrucja predstavljaju crnu rupu

koja je oduvijek postajala, radije nego onu koja je nastala kao posljedica gravitacij-

skog kolapsa. [8] [13]

Slika B.1: Kruskal-Szekeres dijagram prostorvremena crne rupe.
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B.4 Carter-Penrose konformni dijagrami

Ovo potpoglavlje prati [7,8,13].
Sada se mogu uvest Carter-Penrose dijagrami, koji se dobiju takozvanom konform-

nom transformacijom Kruskal-Szekeres metrike:

Definicija B.10. Konformna transformacija metrike

Konformna transformacija metrike je transformacija oblika: g = Q?(x)g.

Konformne transformacije imaju svojstvo da ¢uvaju oblik svjetlosnih stozaca. Ako je
neki vektor svjetlosan u metrici g(k, k) = 0, onda je svakako svjetlosan i u metrici
O2%g(k, k) = Q20 = 0; ni jedan faktor to ne moze promijeniti.

Metrike se analognim argumentom takoder slazu oko definicije vremenskih i pros-
tornih vektor.

S druge strane, geodezici ne moraju izgledati isto u oba slucaja, jer se pri racunanju
Christoffelovih simbola javljaju derivacije metrike, i stoga dodatni faktori tipa 9QZ.

Ti faktori onda modificiraju rjeSenja jednadzbe geodezika.

Konformna kompaktifikacija je specijalna vrsta konformne transformacije u kojoj
se toCke iz beskonacnosti mapiraju na kona¢nu koordinatnu udaljenost. Metrika se
naravno javlja u obliku g — Q?g, i faktor 2* divergira kad se izvrijedni u totkama koje
odgovaraju beskonacnosti u staroj metrici. Ipak, zbog ranije navedenih svojstava, ako
nas zanima samo kauzalna struktura prostorvremena, €)? se moze potpuno ignorirati,
i ostajemo s metrikom kojoj su sve koordinate kona¢ne domene. Ovo je korisno za
crtanje dijagrama koji predstavljaju cijelo beskonac¢no prostorvrijeme na kona¢nom
komadu papira. Posebna korist kompaktifikacije je Sto olaksava argumente vezane
uz razlicite tipove beskonacnost (prostornu, vremensku, svjetlosnu, etc.)

Tranformacija koja se primjenjuje na Kruskal-Szekeres metriku je obi¢no:

U = arctanu (B.64)

U = arctanv (B.65)

$to ocigledno ima svojstvo da beskonacne intervale koordinata u,v € (—oo,+00)
mapira u konacne intervale koordinata u,v € (—7/2,7/2).
Ovdje ponovno imamo Cetiri regije, analogne onima iz Kruskal-Szekeres dija-

grama od ranije, ali su sada i razli¢ite vrste beskonacnosti eksplicitne na slici. i*
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. r=20 1

Slika B.2: Carter Penrose dijagram, s oznacenim beskonacnostima.

su buduca i pro$la vremenska beskonacnost, i° je prostorna beskona¢nost, a .+ su

buduce i prosle svjetlosne beskonacnosti.

Definicija B.11. Ekstenzija prostorvremena Prostorvrijeme (M, g) ima ekstenziju

(M',¢") ako je M C M’ g je izometri¢no ¢'| .

Generalno, ako prostorvrijeme ima geodezike koji zavrSavaju na konacnoj vri-
jednosti svog afinog parametra u bilo kojim koordinatama; to obi¢no povladi ili da
su dosli do fizikalnog singulariteta ili da su presli koordinatni singularitet, te da se
prostorvrijeme moze proSiriti na podrudje iza koordinatnog singulariteta, gdje se ge-
odezici nastavljaju.

Maksimalna ekstenzija prostovremena je onda takva da daljnje ekstenzije ne pos-
toje. Schwargschildovo prostorvrijeme zapisano pomocu Kruskal-Szekeres koordinata,
ili slikovitije prikazano preko Carter-Penrose dijagrama je bas takva maksimalna eks-

tenzija.
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Dodatak C Usrednjene sume koeficijenata po Haar mi-

krokanonskoj mjeri

U potpoglavljima 4.5.3 i 5.2.1 su se koristila usrednjenja po Haar mikrokanonskoj

mjeri, definiranoj izrazom (4.23):
dp = a donda...dayday 5( ) |oul* = 1) (C.66)

gdje je a konstanta koja osigurava normalizaciju [du = 1, a «; su koeficijenti u

raspisu po bazi neke valne funkcije:

N
) = o i) (C.67)
=1
gdje je N dimenzija Hilbertovog prostora.

Pri racunima s Haar mjerom, racunati ¢emo veli¢ine poput:
* *
/du Qi e Qi O . Cl (C.68)

za koje ¢e nam trebati dva svojstva Haar mjere.

Prvo, vidimo iz definicije mjere da je mjera invarijantna na rotacije koeficijenata:
a; — eiq;, buduéi da svaki koeficijent ¢; ulazi u mjeru zajedno sa svojim parom c;.
Primijenimo li ovo na opceniti integral, dobije se sljedece:

/d,u Qiy e Qi OO — ei(Xim 0= Gb)/d,u Qiy o Qi O C (C.69)

JB JB

Zbog simetrije Haar mjere, integral je identican, do na globalnu fazu zbog podinte-
gralnih koeficijenata, koja ili iSCezava, ili je integral po Haar mjeri jednak nuli. Kako
su izbori individualnih faza potpuno proizvoljni, opcenito ta globalna faza nije O,
osim u specijalnom slucaju kad se pojavljuje isti broj koeficijenata « i o* te su sku-
povi indeksa isti {i1...i4a} = {ji1...jB}, tako da se globalna faza krati ¢lan po ¢lan.
To vodi na zakljucak da integral po Haar mjeri nije O ako i samo ako ima isti broj « i
o* koeficijenata, te identicne skupove indeksa na tim koeficijentima.

Drugo svojstvo koje ¢e nam trebati je odmah jasno iz definicije i kaze da je Haar

mjera simetri¢na na zamjene parova indeksa do;da; < dajda} i stoga mozemo slo-

130



bodno mijenjati parove indeksa podintegralnih ac* parova.

Prvi rezultat koji nam treba je
o = /d/L aia; (C.70)

koji odmah mozemo pojednostavniti zahvaljujuc¢i prvom svojstvu Haar mjere, koje

kaze da i mora biti jednako j. Stoga imamo:
OziOé; = 5ij /d/L |Oéi’2 (C71)
Zatim, koriste¢i drugo svojstvo imamo:

(C.72)

S 1 1
Oél'Oéj = 5@‘ /dﬂ |Oéi|2 = 52']' d/i N(|O&1|2 + |Oéz|2 + ...+ |OZN|2) = 5UN

gdje se u zadnjoj jednakosti koristila normalizacija stanja (¢)|¢)) = 1 te normalizacija
Haar mjere [ dp = 1.

Slican postupak mozemo napraviti i za slozenije rezultate:
QG ogoy = /du ;o aga) (C.73)

Sad postoji viSe nacina da se upare indeksi « i o*, u skladu s prvim svojstvom Haar

mjere, pa treba pokriti sve moguénosti:
o) = (05501 + 0 /d,u |ovi ||k |? (C.79)

Izracun ostatka integrala se sada radi sli¢cnim trikom kao i u prvom rezultat, s tim da
se generalno mora napraviti podjela na i = k i # k sluCajeve.
Nama ¢e u principu trebati samo rezultat za i # k koji slijedi iz koristenja drugog
svojstva Haar mjere [ du a; = ]lv [ du, kao i u prvom rezultatu:

(030K + 00 k)

o (C.75)

aia;fakal* =

Vrijedi napomenuti da ¢e se ovi rezultati pojaviti u potpoglavlju 5.2.1 u malo
drugacijem okruzenju, gdje su svi indeksi i, j, k, [ "udvostruceni”, u smislu da pred-

stavljaju parove indeksa i — i, i analogno za jkl. U tom slucaju, rezultati su
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potpuno identi¢ni uz zamjene: 0;; — 6, j, ipjs

Ovi se rezultati originalno spominju u radu [50].
Potpuniji tretman ovih rezultata, uklju¢ujuci potpuni izraz za drugi rezultat C.75 te
ocekivanja veceg broja koeficijenata ca* se mogu pronaci u ¢lancima [72] i [73]. [74]

je pregledni ¢lanak koji u dodatku B ima jo$ izvora o ovoj temi.
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