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Uvod

Posao nastavnika je prilagoditi matematicki sadrZaj prije nego $to ga se prezentira ucenici-
ma, Sto zahtjeva detaljnu analizu tog sadrZaja i raznih pristupa tom sadrzaju. Kroz ovaj rad
Zelimo ilustrirati taj opseZan proces na jednom manjem dijelu matematike kroz usporedbu
sadrzaja kurikularnih dokumenata, udzbenika i1 nastavni¢ku praksu.

U prvom poglavlju opisan je proces izgradnje matematickog pojma i njegova konceptu-
alizacija u svijesti ucenika. Takoder, navedeni su razli¢iti nacini definiranja pojmova te
osnovni zahtjevi koje definicija nekog matematickog pojma mora zadovoljavati.

U drugom poglavlju dan je kratak opis geometrije kao aksiomatskog sustava Cije temelje
je postavio Euklid Iﬂ Objekti euklidske geometrije ¢ine glavninu sadrZaja koje iz geome-
trije ucenici danas uce u nastavi matematike. Dan je pregled raznih definicija pojmova kut,
krug i kruZnica iz stru€ne literature, kao i iz Skolskih udZzbenika. Navedene su poteskoce
s kojima se ucenici i nastavnici susreu u nastavi prilikom uvodenja pojmova kut, krug i
kruznica. Dan je pregled ishoda iz kurikuluma kako bi dodatno naglasili postepenost u
izgradnji matemati¢kog pojma te su navedene promjene u programu koje su uvedene u
nastavu matematike cjelovitom kurikularnom reformom.

U tre¢em poglavlju naglasak je na Cetvrtoj etapi izgradnje matematicke teorije. Opisana je
vaznost poucaka i dokaza u nastavi matematike, poteskoce s kojima se ucenici i nastavnici
pritom susrecu te su navedeni neki od osnovnih dokaza i dokaznih zadataka koje bi svaki
ucenik tijekom svog Skolovanja trebao savladati.

U zadnjem poglavlju prezentirano je istraZivanje kojim su ispitana iskustva nastavnika pri-
likom obrade sadrzaja vezanih uz krug i kruznicu u srednjoSkolskoj nastavi matematike.
Naglasak je stavljen na poteskoce s kojima se nastavnici susrecu u praksi.

'Euklid (0. 340. g. pr. Kr. - 0. 287. g. pr. Kr.) - starogréki matematicar






Poglavlje 1

Matematicki pojam

Matematika je znanost koja je izgradena na zakonima 1 principima logike. U matematici se
polazi od osnovnih pojmova koje ne defniramo i ne opisujemo, ve€ ih smatramo intuitivno
poznatima. Iz osnovnih se pojmova dalje defnicijama izgraduju novi matematic¢ki pojmovi.
Osnovni pojam u matematici ne mora biti isto §to i osnovni pojam u nastavi matematike.
Sto je dob ucenika niZa, to je razlika izrazenija. Budu¢i da matematika kao znanost i mate-
matika kao nastavni predmet trebaju biti u uskoj vezi, pravilno iskazivanje i razumijevanje
matematickih pojmova kod u¢enika u nastavnom procesu vrlo su vazni i zahtijevaju od nas-
tavnika matematike dobru pripremljenost. Pri poucavanju matematike treba voditi racuna
o psiholoskom utemeljenju procesa ucenja i usvajanja osnovnih matematickih pojmova
jer o tome ovisi metodi¢ko oblikovanje nastavnog procesa. Sto je kognitivna sposobnost
ucenika niZa, to je razina metodicke prerade sadrzaja veca.

1.1 Matematicki pojam

Oblik misljenja u kojem se bitna svojstva objekta koji se proucava opisuju rijecima ili
simbolima naziva se matematicki pojam [10]. Proces formiranja nekoga pojma se odvija
postepeno. Prema Kurniku [11] moZemo ga opisati u tri faze. Prva faza je promatranje i
opazanje. U ovoj najjednostavnijoj fazi spoznaje pojma promatraju se konkretni objekti i
upoznaju se njihova konkretna svojstva povezana s pojmom. Osnovu ove faze Cini osje-
tilna spoznaja. Druga faza je predodzba o pojmu. Glavni cilj ove faze je uoCavanje opceg
1 zajedniCkog elementima u promatranom skupu objekata. U trecoj fazi naglasak je na for-
miranju pojma, tj. izdvajanju bitnog opceg svojstva takvih objekata.

NuZan zahtjev koji treba zadovoljavati simbolicki jezik pri izraZavanju danog matematickog
pojma jest jednoznacnost. No, proces formiranja pojmova u nastavi matematike ne mora,
a vrlo Cesto 1 ne mozZe biti precizan i strog kao isti proces u znanosti. Sve ovisi 0 uz-
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rastu 1 predznanju ucenika. Upravo iz tog razloga nastavnicima matematike je dopuSten
odreden stupanj slobode i pojednostavljenja. Nastavnici imaju slobodu prilagoditi proces
formiranja pojma ovisno o tezini i vaZnosti za razvoj misljenja ucenika, ali pritom ne smiju
narus$iti ni jedno nacelo nastave matematike. U osnovnoj Skoli taj se proces treba provo-
diti pazljivo 1 primjereno uzrastu. Kurnik [11] isti¢e kako proces formiranja pojmova u
niZim razredima osnovne Skole treba biti konkretno - induktivan. Tako usvajanje mate-
matickih pojmova u niZzim razredima osnovne Skole krece od iskustva fizickog predmeta i
govornog jezika kojim se iskustvo opisuje. Zatim slijedi promatranje slika koje prikazuju
iskustvo te ucenje pisanih znakova koji opisuju iskustvo. Problem se javlja kad se ucenik
nalazi na stupnju u kojem pocinje prijelaz s konkretnog na apstraktan nacin razmisljanja.
U visSim razredima proces formiranja novih pojmova mozemo okarakterizirati kao apstrak-
tno - deduktivan [11]. U srednjoj Skoli taj proces se Cesto skracuje zbog viSe kognitivne
sposobnosti ucenika, pa nije uvijek potrebna provedba svih faza i do definicije se dolazi
brze. Neovisno o tome na kojoj razini se nalaze, dobro je da ucenici aktivno sudjeluju pri
uvodenju i definiranju matematic¢kih pojmova.

Prilikom uvodenja novih pojmova vazno je da je u€enicima poznato znacenje svih pojmova
koji ulaze u definiciju novog pojma. Kao §to je ranije spomenuto, u matematici razliku-
jemo osnovne i izvedene pojmove. Osnovni matematicki pojam jednostavni je pojam koji
se ne definira. Neki od osnovnih matematickih pojmova su: tocka, pravac, ravnina, prostor,
skup. Izvedeni matematicki pojam je pojam Cije se znaCenje opisuje nabrajanjem nuZznih i
dovoljnih svojstava pomocu osnovnih matematickih pojmova ili/i pomoc¢u ranije izvedenih
matematickih pojmova. Svaki pojam ima svoj sadrZaj i opseg. Skup svih bitnih obiljezja
koja imaju svi objekti ili relacije obuhvaéeni tim pojmom naziva se sadrZaj matematickog
pojma, a skup svih pojedinacnih objekata ili relacija na koje se taj pojam moze primijeniti
naziva se opseg matematickog pojma.

Primjer 1.1.1. SadrZaj i opseg pojma paralelogram [10]

Sadrzaj pojma: nasuprotne stranice su paralelne, nasuprotne stranice su sukladne, dija-
gonale se raspolavljaju, nasuprotni kutovi su sukladni, susjedni kutovi su suplementarni.
Opseg pojma: pravokutnik, romb, kvadrat.

SadrZzaj pojma potpuno odreduje njegov opseg i obrnuto, opseg pojma potpuno odreduje
njegov sadrzaj. Izmedu njih postoji obrnuta zavisnost pa zato Sto je bogatiji sadrZaj pojma,
to je manje objekata koji imaju sva ta svojstva i obrnuto. Pomocu opsega pojma mozemo
uvesti pojmove rod i vrsta, koji su posebno vazni prilikom definiranja pojma. Ako je opseg
pojma A sadrzan u opsegu pojma B, onda kazemo da je pojam B rod u odnosu na pojam A,
a pojam A vrsta u odnosu na pojam B.
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1.2 Slika i definicija pojma

Nacin funkcioniranja ljudskog mozga Cesto je u sukobu s logikom matematike. Precizno
koriStenje matematickog jezika oduvijek je stvaralo ozbiljan problem u nastavi matematike.
Pri u€enju i poucavanju matematike pojavljuju se mnoge poteskoce vezane uz koriStenje
definicija. Ucenici kreiraju vlastite predodzbe pri usvajanju novih informacija te se mo-
raju suociti sa strukturom matematike kako je zamisSljena od strane profesionalnih ma-
tematicara. To stvara kognitivni konflikt koji je u€enicima teSko premostiti bez pomoci
nastavnika.

Prema Tallu [20], matematika 60-ih godina proslog stoljeca temeljila se na strukturalnom
pristupu. Glavna pretpostavka ovakvog pristupa bila je da ispravno formuliranje mate-
matickih definicija i zaklju¢aka moze poboljsati uCenje matematike. Usprkos koriStenju
ovakvog pristupa, poteskoce u matematici i dalje su postojale. Nakon detaljne analize, za-
kljuceno je da poteSkoce u nastavi nisu povezane s nedovoljnom mentalnom razvijenoscu
ucenika, vec su one prirodan ljudski fenomen koji se nalazi unutar svih nas.

Svaka osoba gradi svoj mentalni sklop predodZbi o konceptu na svoj jedinstven nacin. Tako
je slucaj 1 u izgradnji matematickih pojmova. Mnogi matematicki pojmovi, prije nego se
s njihovom formalnom definicijom susretemo u nastavi, u naSem mentalnom sklopu dobi-
vaju svoje znacenje steceno iz raznih iskustava u svakodnevnom Zivotu. To znacenje Cesto
moze biti u kontradikciji s formalnom definicijom pojma. Jedan od primjera su pojam
kruga i kruZznice. Ucenici prvih razreda na spomen pojma krug najcesée u svojoj svijesti
pobuduju mentalne slike vezane 1 uz krug 1 uz kruznicu, nesvjesni razlike tih dvaju poj-
mova. Ovakve predodzbe o pojmu kruznice imat ¢e sve do Cetvrtog razreda, kada ¢e im
nastavnik zorno prikazati razliku izmedu kruga kao geometrijskog lika ¢iju ¢e unutraSnjost
naglasiti bojom i kruZnice kao njegove rubne crte.

Kako bi opisali sve procese koji se javljaju prilikom formiranja nekog pojma, Tall 1 Vinner
[21] razlikuju sliku i definiciju pojma. Slika pojma opisuje ukupnu kognitivnu strukturu
koja je povezana s pojmom ukljucujuci mentalne slike, povezana svojstva i procese. Dru-
gim rijeCima, sliku pojma Cine sve asocijacije i ideje vezane uz taj pojam sadrZane u nasem
umu. Slika pojma se gradi postepeno kroz razna iskustva. Nadograduje se i mijenja kako
se susrecemo s novim idejama 1 primjerima vezanim uz taj pojam, bilo u nastavi ili sva-
kodnevnom Zivotu. Ovisi o dobi 1 mentalnoj razini na kojoj se osoba u tom trenutku nalazi.
S druge strane, definicija pojma je skup rijeci koje koristimo kako bi odredili znacenje tog
pojma. Definicija pojma moze biti formalna tj. prihvaena od strane matematicke zajed-
nice, a moZze biti i osobna, tj. skup rijeci koje osoba koristi za vlastito tumacenje stvorene
slike pojma. Tako nam definicija moZe biti dana kao Cinjenica ili je mozemo sami konstru-



6 POGLAVLIE 1. MATEMATICKI POJAM

irati. Pritom moramo voditi racuna da se osobna i formalna definicija ne nadu u sukobu, tj.
da se kod stvaranja osobne definicije ne narus$i nacelo znanstvenosti matematike. Stoga je
znacajna uloga nastavnika u usmjeravanju procesa konstruiranja definicija.

U nasem mentalnom sklopu postoji uska veza izmedu slike 1 definicije pojma. Definicija
svakog pojma stvara vlastitu sliku pojma, a vlastita slika pojma utjeCe na usvajanje defi-
nicije pojma. Ucenicima nije dovoljno dati samo definiciju nekog matematickog pojma.
Potrebno je izgraditi Citavu sliku pojma kroz razne primjere pocevsi od onih iz svakod-
nevnog zivota pa do onih matematickih. Vrlo je vazno stvoriti dobre temelje slike nekog
pojma, kako bi se ona mogla nadogradivati. U osnovnoj Skoli osobito je vazna primjena
nacela zornosti prilikom stvaranja slike pojma. Ako ucenici u niZim razredima osnovne
Skole pravilno 1 ¢vrsto izgrade sliku pojma, kasnije prilikom uvodenja definicija pojmova
u nastavu matematike javljat ¢e se manje poteSkoca. PoteSkoce se mogu javiti ako se ti-
jekom procesa formiranja novih pojmova previse stavlja naglasak samo na sliku pojma.
Time se previse poti¢e uCenike da budu intuitivni i oni pocinju zanemarivati preciznost
koju zahtjeva matematika kao znanost. S druge strane, ako previsSe naglaSavamo formalne
definicije, u€enici ne usvajaju pojmove s razumijevanjem i nisu u stanju povezati novi po-
jam s prethodno usvojenim pojmovima. VaZno je naglasiti da slika i definicija pojma ne
smiju biti u sukobu. Uloga nastavnika je da odabire metode rada koje smanjuju vjerojatnost
da se javljaju poteskoce kod ucenika prilikom formiranja novih pojmova. U procesu for-
miranja novih pojmova nuzno je balansirati pobudivanje intuicije kod ucenika i preciznost
1 znanstvenost koju matematika zahtijeva. Bez konceptualnog razumijevanja ucenje novog
sadrZaja postaje sve teze jer ne postoji mreZa prethodno naucenih koncepata i vjeStina za
koje novi sadrzaj mozemo vezati. Upravo iz tog razloga se postupci ucenja mogu zaboraviti
onoliko brzo koliko im je trebalo da se nauce.

1.3 Razliciti nacini definiranja

Pocetci logike vezani su uz razdoblje stare Grcke, a njenim utemeljiteljem smatra se Aris-
totel ﬂ Tako i definicije seZu iz tog razdoblja. U filozofiji razlikujemo dvije vrste defini-
cija: intenzionalne i ekstenzionalne. Intenzionalnim definicijama navodimo bitna obiljezja
pojma koji definiramo. Njima odredujemo sadrzaj pojma. Svako obiljezje pojma koje ulazi
u definiciju mora biti nuZno, a sva obiljeZja zajedno dovoljna za jasno i precizno opisivanje
pojma. Ekstenzionalne definicije nisu precizne matematicke. Pomocu njih navodimo sve
Sto spada u opseg pojma. Prema pravilima tradicionalne logike, definicija se izrice tako da
se oznaci najblizi rod kojemu je pojam Sto ga treba definirati logicki podreden, a ujedno da
se istakne ono posebno, specifi¢no obiljeZje po kojem se taj pojam razlikuje od ostalih koji

! Aristotel (Stagira, 384. g. pr. Kr - Atena, 322. g. pr. Kr.) - starogr&ki znanstvenik
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pripadaju istom najblizem rodnom pojmu [23]]. NajceS¢i nacin definiranja pojmova u ge-
ometriji je pomo¢u najblizeg roda i razlike vrste. Od svih rodova pojma izdvoji se onaj
koji mu je najblizi i njegovom sadrZaju pridoda jedno bitno obiljezje koje pripada samo
vrsti koja se definira, tzv. razlika vrste.

Primjer 1.3.1. KruZnica
Skup svih tocaka ravnine jednako udaljenih od jedne cvrste tocke te ravnine naziva se
kruznica.

Najblizi rod pojma kruZnice iz prethodnog primjera je skup to¢aka u ravnini, a razliku vrste
naglasavamo izrazom ”jednako udaljenih od jedne Cvrste tocke”.

Primjer 1.3.2. Tetiva kruznice
DuZina koja spaja dvije tocke na kruznici naziva se tetiva kruzZnice.

U prethodnom primjeru mozZemo primjetiti kako je najblizi rod tetive kruznice “duzina”, a
razlika vrste je bitno svojstvo “krajnje toCke se nalaze na kruZnici”.

U nastavi matematike nerijetko koristimo i geneticke definicije. Genetickim definicijama
opisujemo nacin nastajanja objekta koji se definira. U nastavi se koriste u onim slucajevima
kada ucenici nemaju dovoljno predznanja za usvajanje matemati¢kih definicija, veéinom
je to u nizim razredima osnovne Skole. Njihova upotreba u geometriji je korisna iz raz-
loga $to pomaze uCenicima da vizualiziraju pojam koji se definira, a glavni nedostatak je
nedovoljna preciznost.

Primjer 1.3.3. Kut
Dio ravnine koji opise polupravac vrtnjom oko svoje pocetne tocke naziva se kut.

Geneticka definicija pojma kut iz prethodnog primjera primjerena je ucenicima cetvrtih
razreda osnovne Skole. Nju isto tako moZemo shvatiti pomocu roda i razlike vrste. Naj-
blizi rod pojma kut je dio ravnine, a razlika vrste izraz "’koji nastaje rotacijom polupravca”.

Osnovni zahtjevi koje treba zadovoljavati definicija matematickog pojma su: minimalnost
sadrZaja, prirodnost, prikladnost i primjenjivost. Preciznije receno, definicija mora biti
primjerena definiranom pojmu, ni preuska, ni presiroka, mora razotkrivati bit pojma. De-
finicije s puno suviSnog sadrZaja s jedne strane opterecCuju pamcenje ucenika, a s druge
strane unose zbrku pri razlikovanju definicija od poucaka. Da se radi o definiciji moZemo
naznaciti koriStenjem izraza “naziva se”, ”zove se” ili "kazemo”. Definicija treba biti pre-
gledna i sazeta. Vazno je da definicija bude suvremena. Ne smije biti izraZzena slikovitim
ili na neki drugi na¢in dvosmislenim jezikom. Definicija ne smije biti cirkularna. Takoder,
ne smije biti negativna, ako moze biti pozitivna. Opseg pojma koji se definira ne smije biti
prazan skup, tj. mora postojati bar jedan objekt kojeg definicija opisuje.
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U sljede¢im primjerima iskazane su definicije koje nisu u skladu s nekim od navedenih
pravila:

Primjer 1.3.4. Okomiti pravci i pravi kut [10]
Pravci koji zatvaraju pravi kut nazivaju se okomiti pravci.
Kut ¢iji su kraci medusobno okomiti naziva se pravi kut.

Ovo je primjer cirkularne definicije: okomiti pravci definiraju se pomocu pravog kuta, a
pravi kut pomocu okomitih pravaca. Na taj nacin ni jedan pojam nije definiran. Okomiti
pravci se zaista definiraju na gornji nacin, ali se tada pravi kut mora definirati pomocu
susjednog kuta: Kut koji je jednak svome susjednom kutu naziva se pravi kut.

Primjer 1.3.5. KruZnica i srediste kruZnice
Kruznica je skup svih tocaka jednako udaljenih od sredista kruZnice.

Ovo je takoder primjer cirkularne definicije. Naime, kruznica je definirana pomocu pojma
srediSte kruznice. To je pojam koji ne moZemo definirati prije nego definiramo kruZnicu,
tj. definiramo ga pomocu kruznice. U ovom primjeru nedostaje i nuzno obiljezje da je
to skup svih toCaka ravnine. Ispravna definicija glasi: Skup svih to¢aka ravnine jednako
udaljenih od jedne Cvrste tocke te ravnine naziva se kruZnica. Tu ¢vrstu to¢ku nazivamo
srediSte kruZnice.

Cesto se neki pojam moZe definirati na viSe na¢ina. Vazno je naglasiti da pritom sve defi-
nicije istog pojma moraju biti medusobno ekvivalentne. U takvim situacijama namece se
pitanje koju definiciju odabrati. Vise o ovom ¢emo reci u sljedeem poglavlju.

Pojam se u matematici izgraduje postupno te zbog toga u kurikulumu imamo vertikale
koje uévrséuju 1 dodatno razvijaju neki pojam. Mi ¢emo to u nastavku rada analizirati za
pojmove kut, krug 1 kruZnica.



Poglavlje 2

Definicija kuta, kruga i kruznice

2.1 Osnove geometrije

Geometrija kakvu ucenici uce u Skolama vec¢im dijelom sadrZana je od objekata euklid-
ske geometrije. Temelji se na starogrckim metodama. Proces uvodenja logike u geome-
triju zapoceo je Tales E], a njenom razvoju najvise je pridonio Euklid. Takva geometrija
je u skladu s naSom intuitivhom predodzbom o prostoru. Upravo iz tog razloga se radi u
Skolama, kako bi je ucenici mogli doZivjeti i razumijeti. Euklid je zasluZan za brojne ideje
na kojima temeljimo geometriju, no jo$ je vazniji njegov doprinos u sakupljanju svih do-
tadasnjih znanja o matematici u djelo Elementi, koje je napisao u 13 knjiga. Njemu u Cast
takvu geometriju nazivamo euklidska geometrija. Svojim djelom Elementi, Euklid je ute-
meljio geometriju koju matematicari ne¢e mijenjati sljedecih dvije tisue godina pa Cesto
ni ne spominjemo pridjev euklidska”. Potpun skup aksioma te geometrije dao je Hilbert
E]krajem 19. - pocetkom 20. stoljeca i kao takvu koristimo je danas. Danas uz euklidsku,
postoje i brojne druge vrste geometrije. Prve od njih otkrivene su pocetkom 19. stoljeca,
no njima se u ovom radu ne¢emo baviti.

Postoji nekoliko sastavnica koje su potrebne za izgradnju matematicke teorije u aksiomat-
skom sustavu. Polazimo od navodenja osnovnih pojmova, koje smo ve¢ spomenuli u pret-
hodnom poglavlju. Kako je veC ranije spomenuto, postoje razlike u definiranju osnovnih
pojmova geometrije u matematici i u Skolskoj matematici. Hilbert je u svom aksiomat-
skom zasnivanju geometrije kao osnovne pojmove uzeo tocku, pravac i ravninu. Iz tih
osnovnih pojmova dalje u geometriji definiramo ostale pojmove poput duZine, polupravca,
kuta, kruznice, i dr. U osnovnoskolskoj geometriji, ve¢ u prvom razredu ucenici kao os-
novne pojmove uzimaju geometrijska tijela. Pojam geometrijskog tijela uvodi se na nacin

ITales (Milet, 0. 625. g. pr. Kr - 0. 547. g. pr. Kr.) - starogréki matematicar
’David Hilbert (Konigsberg 1862. - Gottingen 1943.) - njemacki matematicar

9
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prepoznavanja u predmetima iz svakodnevnog Zivota. Zatim kao strane tih geometrijskih
tijela imenuju i prepoznaju geometrijske likove. ToCku objaSnjavaju kao mjesto gdje se
sijeku crte, dok se u matematici to¢ka uzima kao osnovni pojam i ne definira se. Tako
je ve¢ u samim pocetcima matematickog obrazovanja ucenika vidljiva prilagodba procesa
formiranja pojmova u geometriji vezana uz ucenikovu dob i intelektualnu razvijenost. U
treCem razredu se upoznaju s pojmom ravnine kao ravnom neomedenom plohom te poj-
mom pravac koji usvajaju produljivanjem duZine preko njenih krajnjih tocaka. Svi pojmovi
iz geometrije koji se uvode u nastavu niZih razreda osnovne $kole popraceni su zornim pri-
mjerima.

Nakon navodenja osnovnih pojmova dolazimo do formuliranja aksioma. Aksiom je tvrd-
nja koja se smatra istinitom i ne dokazuje se. Euklid tako u svojoj prvoj knjizi Elemenata
navodi pet aksioma ili postulata, kako ih on naziva. Prvi aksiom nam govori da kroz svake
dvije razli¢ite tocke ravnine moZemo povuéi jedinstven pravac. Drugi aksiom govori da
svaku duzinu mozemo produZziti preko njenih krajnjih tocaka. Da je mogucée konstruirati
kruznicu zadanu srediStem 1 polumjerom govori treci aksiom. U Cetvrtom aksiomu stoji da
su svi pravi kutovi sukladni. Za razliku od prva Cetiri Euklidova aksioma, peti aksiom o
paralelama je poprili¢no kompliciran i kroz povijest mnogi matmaticari su smatrali da je to
teorem te su ga pokusSavali dokazati. Euklidov peti aksiom (aksiom o paralelama) govori da
zadanom tockom izvan zadanog pravca prolazi to¢no jedan pravac paralelan danom pravcu.

Sljedecih dvije tisuce godina, matematicari su se trudili na¢i nova otkri¢a na podrucju
geometrije, samim time stvoreni su novi stavovi o tome kako bi aksiomatska izgradnja
matematicke teorije trebala izgledati te se podigla razina preciznosti koju matematika kao
znanost zahtijeva. Tako se javljaju brojne kritike Euklida. Kasniji matematicari smatraju
kako Euklid nije bio dovoljno precizan. Zamjeraju mu nejasne definicije, poput definicije
tocke koju definira kao neSto Sto nema dio. Ovo jest intuitivna definicija, ali nam ne pred-
stavlja jasno na koje objekte se ona odnosi. Sljedeca zamjerka odnosi se na definiranje
pojmova Siljasti i tupi kut, koje definira kao manji i veci od pravog kuta, a pritom nigdje ne
definira jasno Sto znace izrazi “manji od” i "veéi od”. Dakle, Euklid se koristi ¢injenicama
koje su nam intuitivno jasne, ali nigdje u svome djelu nije postavio teorijsko utemeljenje
za njihovo koriStenje. Takoder, bez aksiomatskog opravdanja, koristi se raznim metodama
prilikom dokazivanja propozicija i teorema. Na primjer, propozicija u kojoj navodi da ako
su zadane dvije to¢ke, moguée je konstruirati tre¢u tocku tako da trokut kojeg one tvore
bude jednakostranic¢an. Postupak kojim se sluzi u dokazu je legitiman, ali ”zdravo za go-
tovo” uzima Cinjenicu da ¢e se dvije kruznice sijeci. Sli¢no, u poucku SKS o sukladnosti
trokuta, Euklid koristi metodu slaganja jednog trokuta pomocu drugoga kako bi dokazao
da su navedeni elementi sukladni.
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Euklid je svojim aksiomima predstavio samo nacela koja je smatrao najbitnijima, a u doka-
zima se ¢esto pozivao na Cinjenice koje nije aksiomatski utemeljio. Tako se javila potreba
za proSirivanjem liste aksioma. Jedan od najzasluzniji za unapredenje te liste bio je veé
spomenuti njemacki matematicar Hilbert. On se u svojim aksiomima drzao Euklidove
izvorne ideje uz minimalno koriStenje intuitivnih i sugestivnih Cinjenica ili simbolickog
jezika. Njegovo djelo pisano je stilom koji je razumljiv ¢ak i u€enicima srednjih Skola, a
njegovu aksiomatiku koristimo u geometriji danas.

Nakon §to smo postavili temelje geometrije pomocu aksioma, slijedi definiranje novih poj-
mova. U nastavku ovog poglavlja re¢i ¢emo viSe o definiranju novih pojmova te razlici
u definicijama u nastavi matematike i u matematici kao znanosti. Kao posljednju etapu
izgradnje matematicke teorije uzimamo izvodenje i dokazivanje teorema Sto ¢emo opisati
u sljedecem poglavlju.

2.2 Kut

Jedan od najvaZznijih i najviSe koriStenih pojmova u geometriji je pojam kuta. U Skolskoj
matematici, ucenici se prvi put s pojmom kuta susrecu u cetvrtom razredu osnovne Skole.
Ucenicima na toj razini nije moguce ponuditi suvremenu 1 strogu definiciju kakvu koriste
matematicari. Tako se pojam kuta nadograduje i razvija prema uzrastu ucenika. Pogle-
dajmo najprije kako se pojam kuta definira u stru¢noj literaturi.

Kao primjer precizne i formalne matematike, uzet ¢emo definiciju kuta koju Hilbert iz-
nosi u svojoj knjizi [[7].

Primjer 2.2.1. Definicija pojma kut [7]

Neka je a proizvoljna ravnina te neka su h i k dva razlicita polupravca, u toj ravnini,
koji imaju zajednicki pocetak O i ne pripadaju istome pravcu. Par $to ga tvore ta dva
polupravca nazivamo kut i predstavljamo ga simbolom /(h, k) ili /(k, h). Tocku O nazivamo
vrh, a polupravce h, k krakovima promatranog kuta.

Definicija kuta dana u prethodnom primjeru bliska je definicijama koje se nalaze u Skolskim
udzbenicima. Nju ¢emo uzeti kao sluzbenu matematicku definiciju pojma kut. Za defini-
ranje pojma kut potrebno je poznavati pojmove poput ravnine, poluravnine, pravca i polu-
pravca. Ravninu i pravac Hilbert uzima kao osnovne pojmove koje ne definira, a definicije
poluravnine i polupravca uzima kao posljedice aksioma uredaja tj. poretka. Sto nije pri-
mjer kad definiramo te pojmove u nastavi matematike.



12 POGLAVLIJE 2. DEFINICIJA KUTA, KRUGA I KRUZNICE

S druge strane, Pavkovi¢ 1 Veljan u [[17] kut definiraju pomocu klasa ekvivalencije. No,
definirajmo najprije pojmove koji ¢e nam biti potrebni za razumijevanje definicije kuta na-
vedenih autora.

DuzZina je jedan od najkoriStenijih pojmova u geometriji. Definiramo ju kao skup svih
toCaka pravca omeden dvjema razli¢itim tockama (ukljucujuéi i te dvije toCke). Svaka
duzina okarakterizirana je svojom duljinom. Neka je M ravnina, funkcijud : M XM — R
za koju vrijedi:

e d(A,B)>0 VA,Be M;
e dA,B)=0 A=B;
o d(A,B) =d(B,A) VYA,Be M:;

e d(A,B) < d(A,C) +d(C,B) VA,B,C € M i pritom znak jednakosti vrijedi ako 1
samo ako je C € AB;

e za svaki polupravac (Ou) s vthom u O i za svaki realan broj x < 0 postoji (jedins-
tvena) tocka 7 na tom polupravcu takva da je d(O,T) = x

zovemo funkcijom udaljenosti [17]. Broj d(A, B) zovemo duljinom duZine AB ili udalje-
nost izmedu to¢aka A i B. Oznaka za duZinu &ije krajnje tocke su A i B je AB, a za duljinu
duzine |AB|. Definirajmo joS pojam izometrije kao preslikavanje koje ’Cuva udaljenost”.
Neka je dano preslikavanje f : M — M. KaZemo da je f izometrija ravnine ako vrijedi:
d(f(A), f(B)) =d(A,B), VYA,Be M.

Pogledajmo sada u sljedeéem primjeru kako Pavkovi¢ i Veljan definiraju kut.

Primjer 2.2.2. Definicija pojma kut [17]

Uredenom paru (Ox, Oy) polupravaca sa zajednickim vrhom, koji ne leZe na istom pravcu
pridruZimo pripadni otvoreni kutni isjecak dobiven kao presjek poluravnine P, koja sadrzi
Oy omedene pravcem Ox i poluravnine P, koja sadrZi Ox omedene pravcem Oy. Zatvo-
reni kutni isjecak se dobiva kao presjek zatvorenih poluravnina (zatvorena poluravnina je
unija poluravnine s pripradnim granicnim pravcem).

Dva para (Ox, Oy) i (O’'x’,0’y") polupravaca se nazivaju kongruentni (a katkada i jedna-
kima), ako postoji izometrija f ravnine M takva da je f(Ox) = O’'x’ i f(Oy) = O'y'.

Lako se vidi da je ova kongruencija relacija ekvivalencije, pa se pripadne klase ekvivalen-
cije zovu neorijentirani kutovi. Klasa koja sadrZi par (Ox, Oy) oznacava se sa <xOy.
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Pavkovi¢ i Veljan odabiru ovaj nacin definiranja kuta, kako bi se napravila priprema za
uvodenje mjere kuta. Mjeru neorijentiranih kuteva definiraju kao strogo rastucu funkciju
¢ : K — R*, gdje je K skup svih neorijentiranih kutova, za koju vrijedi:

Pla +B) = ¢(a@) + ¢(B)

za sve a 1 8 za koje je suma definirana. Vidimo kako za domenu funkcije uzimaju skup
svih neorijentiranih kutova kao klase ekvivalencije. Iz tog razloga kut definiraju kao klase
ekvivalencije, a ne kao dio ravnine. Naime, ono $to autori u prethodnom primjeru nazivaju
kutni isjecak mogli bismo nazvati kut, a ono $to nazivaju kut mogli bismo nazvati klasa
ekvivalencije. Uz tako odabranu terminologiju, intuitivno bismo Zeljeli re¢i da su kongru-
entni, tj. sukladni kutovi oni koji imaju istu mjeru. Medutim, to bi bilo pogresno jer tada
ne bismo znali kako definirati mjeru kuta. Takva definicija bi bila cirkularna, $to je nedo-
pustivo. Stoga, mjeru kuta definiramo pomocu skupa svih neorijentiranih kutova kao klasa
ekvivalencije, a da bismo definirali te klase ekvivalencije prvo definiramo kongruenciju
pomocu izometrije kako je navedeno u prethodnom primjeru.

Pogledajmo sada kako izgledaju definicije pojma kut iz Skolskih udZbenika. Kao §to je veé
spomenuto, ucenici se u nastavi matematike prvi puta s pojmom kuta susrecu u Cetvrtom
razredu osnovne Skole. U Cetvrtom razredu ucenici pojam kuta definiraju koristeci ge-
netiCku definiciju prikazanu u sljedeem primjeru.

Primjer 2.2.3. Definicija pojma kut [14]

Neka su a i b polupravci sa zajednickom pocetnom tockom V. MoZemo zamisliti da polu-
pravac a pri vrtnji ostavlja tragove sve dok se ne poklopi s polupravcem b. Svi ti tragovi
cine dio ravnine koji se zove kut. Oznaka: (a,b).

Kako ucenici ne bi samo zamisSljali taj postupak, u nastavi se moZze izvesti zanimljiva ak-
tivnost prilikom definiranja pojma kut.

Primjer 2.2.4. Aktivnost prilikom definiranja pojma kut (4. razred)

Ucenici u svoje biljeZnice nacrtaju proizvoljan polupravac a. Prekriju dani polupravac
a prozirnim papirom, precrtaju ga i dobiveni polupravac oznace s b, ubodu vrh sestara
u pocetnu tocku polupravca a i rotiraju prozirni papir oko vrha Sestara. S papirom se
okretao i polupravac b oko pocetne tocke i doSao u neki novi polozaj. Sada polupravci a i
b omeduju dio ravnine i taj dio ravnine naziva se kut. PoCetnu tocku nazivamo vrh kuta, a
polupravce krakovi kuta.

Koji god pristup nastavnik odabrao, ucenik treba shvacati kut kao dio ravnine omeden
polupravcima te crtati, imenovati i oznacavati vrh i krakove kuta. Nakon S$to su naucili
kako kut nastaje, odnosno kako ga nacrtati, uce o vrstama kuta. Pocinju s pojmom pravog
kuta.
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Primjer 2.2.5. Aktivnost prilikom definiranja pojma pravi kut (4. razred)

Prisjetimo se definicije pravog kuta iz primjera 1.3.4. Pravi kut definiramo kao kut koji je
Jjednak svome susjednom kutu, a okomite pravce pomocu pravog kuta. Ovaj primjer zorno
prikazuje danu definiciju pravog kuta. Naime, svaki ucenik dobiva list papira kvadratnog
oblika, taj papir trebaju presavinuti kako je prikazano na slici 2.1. Nastavnik zadaje uputu
da se promotre kutovi i "crte” dobivene na papiru prilikom presavijanja. Implicitnim
koristenjem simetrije kvadrata konstruirali smo pravi kut i na taj nacin ucenicima pribliZili
pojam pravog kuta. Zanimljivo je da ucenici prepoznaju pravi kut, bez dane definicije i bez
koristenja Sestara prilikom konstrukcije. Takoder, ono $to vidimo zorno je da smo puni kut
podijelili na cetiri sukladna kuta te da su svi pravi.

Slika 2.1: Presavijanje papira

Zatim slijedi crtanje pravog kuta koje se moze izvesti pomocu dva trokuta ili ravnala i
trokuta. Sada kad su ucenici upoznati s pojmom pravi kut, uvode se dva nova pojma:
Siljasti 1 tupi kut.

Primjer 2.2.6. Aktivnost prilikom definiranja pojmova siljasti i tupi kut (4. razred)
Ucenici najprije medusobno usporeduju zadane kutove, razlicite od pravog, npr. pomocu
prozirnog papira na koji precrtaju jedan kut, a potom njime prekriju drugi tako da im se
pocetna tocka i jedan krak poklapaju. Nakon toga kutove na isti nacin usporeduju s pravim
kutom. Tako dolaze do definicija da se kut koji je manji od pravog kuta zove Siljasti, a onaj
koji je veci od pravog kuta zove tupi kut.

Vidimo kako se u niZim razredima osnovne Skole navedeni geometrijski pojmovi zapravo
ne definiraju, ve¢ se opisuju i prepoznaju kroz razne primjere iz okoline. U viSim se raz-
redima ovi pojmovi ponovno opisuju, ali sada se to ¢ini na manje zoran nacin, uz pomo¢
definicija koje pocinju sliciti na uobicajene, znanstvene definicije.

Zaizgradnju definicije u petom razredu vazno je poznavanje pojmova pravca i poluravnine.
Za razliku od Hilberta, u nastavi se pravac i poluravnina definiraju u niZim razredima, a ne
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uzimaju kao osnovni pojam 1 posljedica aksioma uredaja. Jedan od nacina na koji ucenici
petih razreda mogu definirati pojam kuta prikazan je u sljede¢em primjeru.

Primjer 2.2.7. Definicija pojma kut [14]
Neka su AB i AC dva dana pravca. Promatrajmo po jednu poluravninu $to ih odreduju ti
pravci. Presjek poluravnina je kut. Oznaka: <BAC.

Ipak u vecini udZbenika za peti razred pojam kuta se definira kao u sljedecem primjeru.

Primjer 2.2.8. Definicija pojma kut [2]
Dio ravnine omeden dvama polupravcima koji imaju zajednicku pocetnu tocku naziva se
kut. Zajednicka pocetna tocka naziva se vrh kuta, a polupravci krakovi kuta.

Manjkavost definicije iz prethodnog primjera jest da nije jasno na koji od dva dijela rav-
nine se definicija odnosi. U udZbeniku [19] u definiciji kuta spominje se uz rije¢ “dio
ravnine” pojam “podskup”, spominjanje ovog pojma u petom razredu nije primjereno uz-
rastu ucenika pa je takva definicija neprimjerena.

U Sestom razredu radi se zbroj mjera kutova u trokutu, no prije toga uvode se oznake kutova
u trokutu. U sljedeem primjeru prikazano je na koji nacin.

Primjer 2.2.9. Oznacavanje kutova u trokutu [8]

Trokut AABC ima tri unutarnja kuta. To su kutovi <CAB, <ABC, <BCA. Buduci da je sva-
kom vrhu pridruZen tocno jedan unutarnji kut, krace pisemo:<A = <CAB, <B = <ABC, <C =
<BCA. Uobicajeno je velicine kutova <A, <B i <C oznacavati malim grckim slovima «
(alfa), B (beta), vy (gama). Kao Sto je prikazano na slici 2.2.

c

N

A B

Slika 2.2: Oznacavanje kutova u trokutu

Ucenici prvih razreda srednjih Skola upoznaju se s pojmovima skup, relacija, uredeni par,
klasa ekvivalencije. 1z tog razloga u prvom razredu srednje Skole mogli bismo kut definirati
na nacin iz sljedeceg primjera, koji je slican definiciji iz primjera 2.2.2.
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Primjer 2.2.10. Definicija pojma kut [14]

Neka je S skup svih polupravaca ravnine s vrhom O. U skupu S X S definira se relacija
~: uredeni par (xi1, x») je u relaciji ~ s uredenim parom (y1, y,) ako postoji rotacija f koja
polupravac x| preslikava na x, i y; na y,. =~ je relacija ekvivalencije. Klasa svih ekviva-
lentnih uredenih parova polupravaca naziva se kut s vrhom u tocki O. Oznaka: <x;0x;
(predstavnik kuta).

Medutim, kako smo ve¢ naveli da se takva definicija koristi kako bi se uvela mjera kuta, a
mjera kuta se u nastavi matematike ne definira pomocu funkcije kao u stru¢noj literaturi.
Ova definicija se ve¢inom ne koristi u prvom razredu srednje Skole jer je za ve€inu ucenika
preapstraktna i nerazumljiva.

U nastavi matematike mjeru kuta definiramo kao pozitivan broj izmedu 0° 1 360°. Medutim,
u sloZenijim primjerima trigonometrije susreCemo se s problemima gdje kut ima mjeru
vecu od 360° ili je ona negativna. Iz tog razloga u treCem razredu srednje Skole uvodi se
pojam orijentiranog kuta, a definira se na naCin prikazan u sljedeCem primjeru.

Primjer 2.2.11. Definicija orijentiranog kuta [6]

Kut je ureden par (p,q) dviju zraka koje imaju isti pocetak V. Oznacavamo ga s <pVgq.
Tocku V nazivamo vrh, zraku p nazivamo prvi krak (ili pocetni krak), a zraku q drugi krak
(ili zavrsni krak) kuta <pVgq.

Nakon ovakve definicije kuta, pojam mjere kuta se proSiruje i na orijentirane kutove. Mjera
kuta u nastavi najcesce se izraZzava u kutnim stupnjevima, minutama i sekundama. Osim
u stupnjevima, mjera kutova moze se izraziti i u radijanima. Puni kut ima mjeru 360°,
odnosno 27 radijana. Kako kut obiljezavamo kruznim lukom medu polupravcima koji ¢ine
krakove tog kuta, duljina kruZnog luka i mjera pripadnog kuta su proporcionalne veliine.
Oznac¢imo li puni kut kruznim lukom, on Ce ispasti kruznica, a njezina duljina je njezin
opseg. Dakle, vrijedi omjer:
[:0=a:2mnm,

gdje je [ duljina kruznog luka, O opseg kruznice, @ mjera pripadnog kuta te 27 koji
oznacava mjeru punog kuta u radijanima. Iz toga slijedi: [ : @ = 2rn : 2n pa se for-
mula za mjeru kuta u radijanima odreduje kao omjer kruznog luka / i duljine polumjera
luka r:

)

a=-.

r

Zelimo 1i pretvoriti stupnjeve u radijane ili obrnuto, dovoljno je postaviti odgovarajuéi
omjer. Mjeri punog kuta 360° odgovara radijanska mjera 2z, pa tako i zadanoj mjeri kuta
u stupnjevima odgovara mjera tog kuta u radijanima.
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Tada imamo omjer: @° : 360° = a rad : 2n, tj. @° : 180° = @ rad : . 1z Cega slijedi:

a
arad = Wﬂ,

d
o = L% 1800,
T

U upotrebi je takoder i mjerna jedinica grad. Mjera punog kuta iznosi 400 grada.

2.3 Poteskoce u nastavi prilikom uvodenja pojma kut

Poseban odjeljak posvetit cemo poteskocama u nastavi s kojima se ucenici i nastavnici su-
srecu prilikom uvodenja pojma kut. VaZno je obratiti paznju na poteskoCe u nastavi jer
je upravo to segment nastave u kojem uloga nastavnika najvise dolazi do izraZaja, a to je
podrska i pomo¢ ucenicima pri svladavanju tih poteskoca.

Pojam kuta u matematici poseban je po tome $to kod njega nailazimo na velik broj raz-
nih definicija. U sljedecem primjeru navest ¢emo neke od njih.

Primjer 2.3.1. Definicije pojma kut [23]
a) Kut je figura koja se sastoji od dva polupravca koji imaju zajednicki vrh.
b) Kut je dio ravnine izmedu dva polupravca koji imaju zajednicki vrh.

c) Sustav od dvije zrake g4 i ha koje izlaze iz iste tocke A nazivamo kutom <(g4, hy). A
zovemo vrhom kuta, a zrake g4 i hy njegovim krakovima.

d) Dva polupravca x,y s istom rubnom tockom O dijele ravninu na dva dijela. Svaki se
dio zove kut. Kut je trojka (x,y, n) koju cine dva polupravca sa zajednickom rubnom
tockom i jedan od dva dijela ravnine koju odreduju ti polupravci.

e) Rotacijom oko svoje pocetne tocke zraka opisuje lik koji zovemo kutom, a bilo koja
njezina tocka, osim pocetne pritom opisuje lik koji zovemo luk.

f) Neka su A, B, C bilo koje tri dane nekolinearne tocke prostora. Presjek (zajednicki
dio) poluravnina my i m, zovemo kutom i oznacujemo ga s <BAC ili <CAB.

g) Ureden par polupravaca (x1, x,) s vrhom u tocki O oznacavamo sa <x;0x; i nazi-
vamo kutom u tocki O.
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Ovim primjerom prikazana je raznovrsnost kod definiraja pojma kut. U vecini literature uz
definicije stoje i slike pojmova koji se definiraju. Ukoliko Zelimo precizno definirati neku
matematicku teoriju, moramo je temeljiti na ve¢ izgradenim aksiomima i definicijama, a ne
se pozivati na intuiciju i podrazumijevanje da su neke stvari ocite sa slike kao Sto je to ¢inio
Euklid. Usporedimo li definicije a) 1 b) iz prethodnog primjera i njihove slikovne prikaze
na slici 2.3 vidimo razliku da u definiciji pod a) kutom se naziva unija dva polupravca sa
zajednickom pocetnom tockom, a pod b) dio ravnine izmedu njih. U slu¢aju da uzmemo
definiciju kuta pod a), tada b) smatramo definicijom unutrasnjosti kuta.

Slika 2.3: Slike uz definicije pod a) i b) iz prethodnog primjera

Promotrimo li definiciju kuta pod d) namece se pitanje koji od dva dijela ravnine uzimamo.
Ako uzmemo onaj dio manji od 180°, kao §to to mnogi uzimaju, dovodi se u pitanje posto-
janje izbocenog kuta. Ono Sto je takoder nejasno u ovoj definiciji jest kako ravnina moze
biti podijeljena na dva dijela. Objasnjenje koje nije ispravno prilikom izgradnje formalne
definicije jest: “OCcito je sa slike.”. Tako ovaj problem mozZemo usporediti s Jordanovim
E]teoremom koji kaZe da zatvorena krivulja dijeli ravninu na dva dijela. Iako nam se ovaj
teorem €ini intuitivno jasan, poprilicno ga je teSko dokazati. Ono Sto se moZe pokazati kao
jos jedna od nejasnoca prilikom koriStenja raznih definicija su oznake kuta. Naime, po-
gledamo li definiciju pod f) vidimo da isti dio ravnine ozna¢avamo sa BAC i CAB. Ovdje
se radi o neorijentiranim kutovima. Medutim, postoje i orijentirani kutovi kojima je to¢no
odredeno koji je krak prvi, a koji drugi i izabrana je jedna od dviju mogucih rotacija od pr-
voga kraka prema drugome. Takvi kutovi uvode se u srednjoskolskoj nastavi matematike.
Naime, intuitivno receno, mjerom kuta iskazujemo koliki put “prijede” jedan krak kuta
prilikom rotacije oko svoje pocetne tocke, kako bi se podudario s drugim krakom. Ovaj
opis povezan je s definicijom pod e). Pritom ako je rotacija u smjeru obrnutom kazaljke
na satu, nju smatramo rotacijom u pozitivnom smjeru, a mjera kuta dobivenog vrtnjom u
pozitivnom smjeru je pozitivna. S druge strane, ako je rotacija u smjeru kretanja kazaljke
na satu, onda je ona u negativnom smjeru te uzimamo da je mjera kuta negativna. U ovom

3Camille Jordan (Lyon. 1838. - Pariz 1922.) - francuski matematicar



2.3. POTESKOCE U NASTAVI PRILIKOM UVODENJA POIMA KUT 19

slucaju, postujemo li dogovorom odreden pozitivan smjer rotacije, oznake iz primjera f) ne
oznacavaju isti kut.

Nakon mnogo razlicitih primjera definicija kuta, namece se pitanje koju definiciju oda-
brati. Iako o odabiru definicije uvelike ovisi stav i sklonost nastavnika, Sporer [23] isti¢e
nekoliko stvari koje je potrebno uzeti u obzir prilikom odabira definicije. Prva od njih je
stru¢nost definicije, jer gotovo svaka ima svoje dobre i loSe osobine. Zatim, pedagosko -
didakti¢ka osobitost, jer definicija mora biti prilagodena dobi i razini ucenika. Pri tom je
jasno da definicija ni na jednom nivou, ma koliko pojednostavljena bila, ne smije biti po-
gresna, ne smije dati neto¢nu predodZzbu o pojmu koji definiramo i ne smije biti u sukobu s
matematikom kao znanos¢u. MozZe biti samo nepotpuna i nedovoljno precizna.

Svaki nastavnik kao matematiCar mora biti upoznat s raznim nacinima definiranja ne-
kog pojma kao i eventualnim poteSko¢ama koje se prilikom formiranja definicija mogu
javiti kod ucenika. Razlog viSe je to Sto se u udZbenicima nalazi ograni¢en broj defini-
cija i objasnjenja o pojmovima, a nigdje nisu navedene poteskoce koje se mogu javiti kod
ucenika. Kako bi ucenici tijekom Skolovanja mogli napredovati u svojoj konceptualizaciji
pojma kut vrlo je vazna uloga nastavnika. Ono $to ucenicima Cesto stvara problem su raz-
lika izmedu stati¢ne 1 dinami¢ne definicije pojma kuta. Taj problem javlja se na prijelazu
ucenika iz Cetvrtog u peti razred. Dinami¢na definicija je ona koja se odnosi na rotaciju, tj.
nacin nastajanja kuta, a staticna je povezana s euklidskim pristupom geometriji 1 definira
kut kao takav. Kako se ove dvije definicije nalaze u sukobu, nije moguée naci njihovo obje-
dinjenje. Uz koriStenje dinami¢ne definicije, nastavnici mogu zornim primjerima popratiti
nastajanje kuta, koriStenjem programa dinamicke geometrije, demonstracijama pomocu
Skara, kazaljki sata, poloZaja ruku i sl.

Sljedeca situacija koja ucenicima moZe predstavljati problem je povezana s nasim vidnim
poljem. Naime, kut se u ’stvarnom” prostoru pojavljuje izmedu dva beskonacna smjera,
koja na papiru oznaCavamo dvama polupravcima koji su tada naSem oku ograniceni po-
druc¢jem papira. Vezano uz to, u€enici ponekad pogresno shvacaju da veli¢ina kuta ovisi o
duljini prikazanih dijelova krakova na papiru ili pak o duljini, tj. veli¢ini malog kruznog
luka koji koristimo kako bi oznacili kut. Takoder, zbog ovog nacina oznacavanja kuta ma-
lim kruznim lukom, mnogi ucenici misle da je kut samo taj mali oznacen dio, a ne Citav
dio ravnine izmedu dva polupravca. Cesto ne raspoznaju ispruZeni kut, ne primjecuju nje-
gove krakove, a to je povezano sa statickom definicijom. Naime, ako je kut definiran kao
dio ravnine, onda je ispruZeni kut isto Sto i poluravnina, pa nema vrh. Preciznije receno,
svaka toCka pravca moZe predstavljati vrh tog kuta. Sli¢ne poteskoce javljaju se i kod pu-
nog kuta. Tada je puni kut ¢itava ravnina i svaka tocka ravnine moZe biti vrh punog kuta.
Problem stvara i konstrukcija okomice, kao 1 pravog kuta, ako mu kraci ne odgovaraju
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marginama papira. Na sljedecoj slici prikazana je situacija u kojoj ucenici imaju problem
s raspoznavanjem pravog kuta u razli¢itim poloZajima.

N

Slika 2.4: Pravi kut u razli¢itim poloZajima

Jo$ jedan problem ucenicima predstavlja koncept kuta u stvarnom zivotu. U sljedecem
primjeru prikazana je jedna situacija u kojoj se javljaju poteskoce kod ucenika.

Primjer 2.3.2. Koncept kuta u stvarnom Zivotu

Zadamo li ucenicima zadatak da na prvoj prikazanoj slici zaokruZe koje psice vide ako
stoje na poziciji ispred zida kako je nacrtano, velik broj ucenika ce zadatak rijesit kako je
prikazano na drugoj slici. To ukazuje na problem da nisu svjesni koncepta kuta u svakod-
nevnom Zivotu i da bi odgovor trebao biti kako je prikazano na trecoj slici, tj. da vide samo
jednog psica.

Stoga je vrlo vazno da se nastavnici u nastavi sluZze primjerima iz svakodnevnog Zivota,
kako bi ucenici pravilno formirali pojam kuta u svojoj svijesti i shvacanju te ga kasnije
mogli nadogradivati.
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Pravovremenim naglaSavanjem razlika izmedu pojmova koji u€enicima stvaraju poteskoce,
poput duZine i njene duljine, nastavnik podrZava ucenika u preciznom izraZzavanju i izgrad-
nji ispravnih slika tih pojmova. S druge strane, moZemo uociti da se nastavnik nekad u
inzistiranju na preciznom izrazavanju moZze naci u drugom ekstremu, pa tada ucenik pri-
hvaca da mora paziti na terminologiju jer tako trazi nastavnik umjesto da mu razlikovanje
koncepata bude prirodno.

2.4 Krug i Kkruznica

Izgradnja pojmova krug i kruZnica u nastavi matematike nije toliko kompleksna kao iz-
gradnja pojma kut. Razlog tome je §to su nam pojmovi kruga i kruZnice intuitivno laksi
za shvatiti nego pojam kuta. Postoje tri razli¢ita nacina na koje moZemo uvoditi pojmove
krug 1 kruznica.

Prvi je da definiramo krug, tj. stvorimo predodzbu o pojmu kruga, a kruZnicu shva¢amo
kao njegov rub. Taj nacin se koristi u niZim razredima osnovne Skole. Ucenici pojam
kruga upoznaju vrlo rano, ve¢ u prvom razredu osnovne Skole. Sliku o pojmu krug stva-
raju promatrajuci predmete iz okoline poput sata, CD-a, prometnih znakova 1 sl. Tako u
svojem shvacanju pojam kruga prepoznaju kao stranu geometrijskog lika koji se zove va-
ljak. Stranicu geometrijskog lika shvacaju kao crtu koja omeduje taj lik. Prepoznaju da
je krug omeden zakrivljenom crtom, ali je jo$ ne nazivaju kruZnica. Nadalje, u treCem
razredu usvajaju pojam ravnine te proSiruju svoje znanje o geometrijskim likovima tako
Sto ih shvacaju kao dio ravnine. Time proSiruju sliku i definiciju pojma krug, tj. krug je
dio ravnine. Prema “novom” kurikulumu u €etvrtom razredu ucenici uce razlikovati poj-
move krug i kruznica. KoriStenjem Sestara stvaraju sliku o pojmu kruznica. KruZnica je
trag Sestara na papiru. Ono S$to moZe stvoriti nejasnoce je zasto kruznica dijeli ravninu na
dva dijela i zasSto je jedan od tih dijelova ograni¢en. Nastavnici ovaj problem rjeSavaju de-
monstracijama pomocu Sestara i promatranjem ilustracija na kojima je unutrasnjost kruga
obojena. Tako u€enici uoCavaju razliku izmedu pojmova krug 1 kruZnica.

Drugi nacin je najceS¢e koriSten u nastavi matematike u viSim razredima osnovne Skole. U
petom razredu ucenici pojam kruga i kruZnice upotpunjuju definicijama. Iako su se tijekom
niZih razreda najprije upoznali s pojmom kruga, a zatim s pojmom kruZnice, u petom raz-
redu prvo definiraju kruZnicu, a zatim pomocu nje definiraju krug. Tako pojam kruZnice
definiramo kao skup tocaka u ravnini koje su jednako udaljene od jedne fiksne tocke, a
pojam kruga kao dio ravnine omeden kruznicom. Ova definicija je dobra za koriStenje u
nastavi matematike jer nije potrebno definirati funkciju udaljenosti, ve¢ je dovoljno pozna-
vati pojam sukladnih duZina. Pojam sukladnost u€enici upoznaju u petom razredu osnovne
Skole. Intuitivno, kazemo da su podskupovi A 1 B ravnine sukladni ako se skupa A moze
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“nanijeti” na B. Upravo iz tog razloga se sukladnost u nastavi matematike ¢esto mijesa s
jednakos¢u. Matematicki precizno, sukladnost definiramo preko izometrije. Najprije uvo-
dimo izometriju kao preslikavanje koje ¢uva udaljenosti tj. duZine preslikava u sukladne
duzine, a zatim kazemo da su likovi sukladni ako je jedan izometri¢na slika drugog. Dakle,
dva skupa A, B € M su sukladna, ako postoji izometrija f : M — M takvadaje B = f(A).
Definicija kruZnice izreCena na ovaj nacin je matematicki precizna i njenim koriStenjem u
nastavi ne naruSava se nacelo znanstvenosti nastave matematike. S druge strane, definicija
kruga nije precizna, jer kao i u prethodnom odjeljku nije lako teorijski utemeljiti da zatvo-
rena krivulja dijeli ravninu na dva dijela. U [3] nailazimo na pojmove otvoren i zatvoren
krug, koji se ne pojavljuju u Skolskoj matematici.

Primjer 2.4.1. Otvoreni i zatvoreni krug [3]

Krug je skup svih tocaka ravnine ogranicen kruznicom. Ako kruZnica pripada krugu,
kaZemo da je krug zatvoren; ako tocke kruZnice ne pripadaju krugu kaZemo da je krug
zatvoren.

Otvoreni krug je skup svih tocaka ravnine koje su unutar kruznice, a zatvoreni krug je
skup svih tocaka ravnine koje pripadaju kruzZnici ili su unutar nje.

Primjetimo kako se u Skolskoj matematici pod pojmom krug podrazumijeva zatvoreni krug.

Treéi naCin definiranja kruga i kruznice je pomocu funkcije udaljenosti koju smo definirali
u prethodnom odjeljku. U sljede¢em primjeru prikazano je kako krug i kruznicu definiraju
Pavkovi¢ 1 Veljan u [17].

Primjer 2.4.2. Definicija kruga i kruznice [17]

Neka je O € M bilo koja tocka ravnine M, a r > 0 realni broj. KruZnica k(O,r) sa
sredistem (ili centrom) O i polumjerom (ili radijusom) r je skup svih tocaka T ravnine M
takvih da je |OT| =r, tj. k(O,r) ={T e M : |OT| = r}. Krug s centrom O i radijusom
r, u oznaci K(O,r), je skup{T e M : d(O,T)<r}.

Kroz primjere u nastavku vidjet éemo koje nacine definiranja pojmova krug i kruZnica
autori koriste u Skolskim udZbenicima. Takoder, s kojim se jo§ pojmovima i primjerima
ucenici susrecu i tako nadograduju koncept pojmova krug i kruznica.

Primjer 2.4.3. Definicija kruznice u 5. razredu

Vecina udzZbenika za peti razred kruZnicu definira kao skup svih tocaka ravnine koje su
jednako udaljene od zadane tocke S. Tocku S nazivamo srediste kruznice, a u nekim
udZbenicima se javlja naziv centar kruZnice. U udZbeniku [19)] kruZnica sa sredistem u
tocki S se definira kao zatvorena crta u ravnini Cije su sve tocke jednako udaljene od S .

Primjer 2.4.4. Definicije polumjera, tetive i promjera u 5. razredu [22)]
DuZina koja spaja srediste kruZnice s nekom tockom kruZnice naziva se polumjer. Svi



2.4. KRUG I KRUZNICA 23

polumjeri zadane kruznice jednake su duljine. Ta se duljina naziva radijus.

DuZzina koja spaja bilo koje dvije tocke kruZnice naziva se tetiva.

Tetiva koja sadrZava srediste kruznice naziva se promjer. Svi promjeri zadane kruZnice
Jjednake su duljine. Ta se duljina naziva dijametar.

Uoc¢imo da autori iz proSlog primjera naglaSavaju kako polumjer oznacava duZinu, a radi-
jus duljinu te duZine, kao S$to je i promjer duZina, a dijametar duljina duZine. Ta razlika
nije naglaSena u svim udZbenicima iz razloga Sto se ne slaZzu svi matematicari s ovime.
Dio matematicara radijus i polumjer smatra sinonimima, jedina je razlika $to je polumjer
hrvatska rijec. To je slu€aj u udZbenicima za srednje Skole [5], [15].

Primjer 2.4.5. Definicija kruga u 5. razredu

Najjednostavnije receno: Krug je dio ravnine omeden kruZnicom. Ova definicija koristi se
u vecini udzbenika za peti razred.

Medutim, u udZbeniku [4|] stoji: “Krug je skup svih tocaka ravnine koje su od sredista
kruZnice udaljene za najvise njezin polumjer. Krug je dio ravnine omeden kruZnicom.
KruZnica je dio kruga.”. Vidimo kako se radi o ekvivalentnim definicijama, Sto je u redu.
U ovom slucaju je vaino da nastavnik naglasi koju definiciju ce ucenici koristiti kao
“glavnu”, a koje e smatrati njezinim posljedicama, tj. svojevrsnim pouccima.

Jos jedan primjer prikazan je na slici 2.5 iz udZbenika radenog prema "novom” kuriku-
lumu [22]. U ovom primjeru autori ponovno stvaraju razliku izmedu pojmova polumjer
i radijus kruznice. Nagkasavanje ove razlike, koja nije dogovorena u struci, dovodi do
zbunjivanja i mogucih poteskoca kod ucenika. Takoder, ispod primjera je dana definicija
kruga.

o Primjer Nacrtajmo dvije kruznice s istim sredistem Stako da jedna ima promjer duljine

4cm, a druga polumjer duljine 4 em. Koliki su radijusi tih kruznica?

Rjesenje

Radijus manje kruznice jest 2 cm, a radijus vete kruZnice jest 4 em.

Dio ravnine omeden kruznicom naziva se KRUG.

Slika 2.5: Uvodenje pojma krug iz [22]
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U srednjoj Skoli definicije kruga i kruZnice rade se na tre¢i opisan nacin. Ono Sto €ini
glavnu razliku od prethodnih definicija jest da se pojam kruga ne definira koristeéi po-
jam kruznice. U sljede¢em primjeru prikazano je kako se navedeni pojmovi definiraju u
srednjoj Skoli.

Primjer 2.4.6. Definicija kruga i kruZnice [5)]

Kruznica je skup svih tocaka ravnine koje su od zadane tocke S udaljene za istu udaljenost
r. S se naziva srediste (centar) kruznice, a r je polumjer (radijus) kruZnice. KruZnicu
oznacavamo s k(S, r).

Krug je skup svih tocaka ravnine cija je udaljenost od tocke S manja ili jednaka r. S je
srediste kruga, a r je polumjer kruga. Krug oznacavamo s K(S,r).

Definicije iz prethodnog primjera, sli¢ne su onima iz strucne literature, razlika je u koriStenju
simbola. U nastavi matematike, vezano uz pojmove krug i1 kruZnica, ucenici se susrecu i
s pojmovima kruzni luk, kruzni isjecak, kruzni odsjecak, tangenta i sekanta. U sljedeéem
primjeru prikazano je kako se definiraju navedeni pojmovi.

Primjer 2.4.7. Definicije kruinog luka, kruznog isjecka i odsjecka, tangente i sekante
[15]

Kruzni luk je dio kruznice omeden dvjema tockama na kruZnici.

KruzZni isjecak je dio kruga omeden s dva polumjera i pripadajucim kruZnim lukom.
Kruzni odsjecak je dio kruga omeden tetivom i pripadajucim kruznim lukom.

Pravac koji dira kruZnicu u jednoj tocki naziva se tangenta kruznice.

Pravac koji sijece kruznicu u dvije tocke naziva se sekanta kruZnice.

U [5)] nalazimo malo drugaciju definiciju kruznog isjeCka. Autori opisuju da kut s vchom
u srediStu kruga isijeca od njega dio koji nazivamo kruzni isjecCak. Takoder, kod definicije
tangente iz prethodnog primjera autori koriste rije¢ ’dira”, naglasimo kako bi bilo preciz-
nije re¢i “’sijece u jednoj tocki”.

Ucenici se u nastavi matematike susrecu 1 s pojmovima koji povezuju kut 1 kruZnicu, to
su srediSnji 1 obodni kut. U sljedeCem primjeru prikazane su definicije ovih pojmova.

Primjer 2.4.8. Definicije obodnog i sredisnjeg kuta [15]
Obodni kut je kut kojem je vrh na kruZnici, a kraci sijeku tu kruZnicu.
Sredisnji kut je kut kojem je vrh u sredistu kruznice.

Jos jedan od pojmova u geometriji koji povezuju kut i kruZnicu je tetivni Cetverokut. Tetivni
Cetverokut Cesto se javlja u natjecateljskim problemima. Definiramo ga kao ¢etverokut ko-
jem se moZe opisati kruZnica, a njegovo glavno svojstvo koje izricemo u obliku teorema
jest da zbroj mjera njegovih nasuprotnih kutova iznosi 180°.
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U nastavi matematike ucenici se takoder bave i1 konceptima duljine kruZnice, povrSine
kruga i broja 7. U ovom radu ne¢emo ulaziti u analizu ovih koncepata. Spomenimo samo
kako je broj m jedna od najzahvalnijih tema za Siroku obradu u nastavi matematike. Svi
ucenici trebaju znati osnovno znacenje broja 7, da je taj broj omjer opsega i dijametra sva-
kog kruga. U tom smislu dobro je u€enicima zadati zadatak da istraze povijest broja 7 bilo
PowerPoint prezentacijom, bilo izradom postera.

2.5 Razvoj kurikuluma

U obrazovnom sustavu Republike Hrvatske vrijeme je izmjena kurikuluma. U sijecnju
2019. odlukom MZO Republike Hrvatske donesSen je Kurikulum za nastavni predmet ma-
tematike za osnovne Skole 1 gimnazije u Republici Hrvatskoj. On se primjenjuje za ucenike
1. 1 5. razreda osnovne Skole 1 1. razreda gimnazije od Skolske godine 2019./2020., za
ucenike 2., 3., 6. 1 7. razreda osnovne Skole, 2. i 3. razreda gimnazije od Skolske godine
2020./2021., a za ucenike 4. i1 8. razreda osnovne Skole i 4. razreda gimnazije od Skolske
godine 2021./2022.

Kurikulumski pristup usmjeren na odgojno-obrazovne ishode ucenja zapoceo je Naci-
onalnim okvirnim kurikulumom. Time su stvoreni temelji za osmiSljavanje i provodenje
cjelovitih promjena u odgojno-obrazovnome sustavu na nacionalnoj razini. U njemu su
odredena ocekivana ucenicka postignuc¢a za odgojno-obrazovna podrucja po ciklusima.
Prvi, drugi, treci i Cetvrti razred razred osnovne Skole prema Nacionalnom okvirnom kuri-
kulumu pripadaju prvom ciklusu. Drugi ciklus ¢ine peti i Sesti razred osnovne Skole, a treci
ciklus sedmi i osmi razred osnovne $kole. Cetvrti ciklus odnosi se na prvi i drugi razred
srednjih strukovnih i1 umjetnickih Skola, dok u gimnazijama obuhvaca sva Cetiri razreda.
Matematicke domene u kojima su opisana ocekivana ucenicka postignuéa iz podrucja ge-
ometrije su: Oblik i prostor te Mjerenje. (Nacionalni kurikulum za osnovnoskolski odgoj i
obrazovanje)

Do pocetka primjene Kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne $kole i gim-
nazije u Republici Hrvatskoj, nastava matematike se u osnovnim $kolama izvodi prema
Nastavnom planu i programu za osnovnu Skolu koji se odnosi na predmet Matematika
iz 2006., a u srednjim Skolama prema Nastavnom planu i programu za stjecanje Skolske
spreme u programima jezicne, klasi¢ne i prirodoslovno-matemati¢ke gimnazije koji se od-
nosi na predmet Matematika iz 1994. te Nastavnom planu i programu prirodoslovne gim-
nazije koji se odnosi na predmet Matematika iz 2003.

U Nastavnom planu i programu za osnovnu $kolu koji se odnosi na predmet Matematika iz
2006. navedeni su nazivi tema koji se obraduju po razredima. Za svaku od tema napisani
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su klju¢ni pojmovi te o¢ekivana obrazovna postignu¢a ucenika. U programima za srednje
Skole i gimnazije iz 1994. 1 2003. navedene su zadace po razredima, tj. oCekivana obra-
zovna postignuéa ucenika te sadrzaj po cjelinama i temama unutar tih cjelina. Znacajne
promjene u odnosu na “’stare programe’ vidljive su “novom programu’ iz 2019. godine.
Odgojno-obrazovni ishodi Kurikuluma nastavnoga predmeta Matematika iz 2019. opisani
su sljede¢im elementima: odgojno-obrazovni ishod, razrada ishoda, odgojno-obrazovni is-
hodi na razini usvojenosti “dobar” na kraju razreda, sadrZaji te preporuke za ostvarivanje
odgojno-obrazovnih ishoda.

Podsjetimo kako je vazno da se pojam izgraduje postepeno kroz obrazovanje. Glavna
uloga kurikuluma je postaviti vertikalno povezivanje za izgradnju pojma. U nastavku ovog
odjeljka opisat ¢emo kako se pojmovi kuta, kruga i kruznice izgraduju kroz tu vertikalu.

C. OBLIK | PROSTOR

1. RAZRED

2. RAZRED

3. RAZRED

4. RAZRED

MAT 05 C.1.1.

lzdvaja i imenuje geometrijska
tijela i likove i povezuje ih s
oblicima objekata u okrugju.

MAT 05 C.2.1.
Opisuje i crta dufine.

MAT 05 C.3.1.

Opisuje i crta toku, duZinu,
polupravac i pravac te njihove
odnose.

MAT 05 C.4.1.
Odreduje i crta kut.

MAT 05 C.1.2.
Crta i razlikuje ravne i zakrivljene
crie.

MAT 05 C.2.2.
Povezuje poznate geometrijske
objekte.

MAT 035 C.3.2.
Prepoznaje i crta pravce u

razli¢itim medusobnim odnosima.

MAT 05 C.4.2.

Razlikuje i opisuje trokute prema
duljinama stranica te pravokutni
trokut.

MAT 08 C.1.3.
Prepoznaje i istice tocke.

MAT 08 C.3.3.
Slufi se Sestarom u crtanju i
konstruiranju

MAT 08 C.4.3.
Opisuje i konstruira krug i njegove
elemente.

MAT 05 C.4.4.
Crta i konstruira geometrijske
likove.

MAT 05 C.4.5.
Povezuje sve poznate
geometrijske oblike.

Slika 2.6: Ishodi vezani uz geometriju u nizim razredima osnovne Skole [[16]

U prvom razredu se ucenici susrecu s pojmom kruga kao geometrijskim likom, prepoz-
najuéi ga na objektima iz okoline. Zatim u tre€em razredu pocCinju koristiti Sestar. Ono
Sto ucenici u treem razredu trebaju znati je crtati kruZnicu Sestarom, prenositi duZinu te
razlikovati krug i kruZnicu (prema “starom” kurikulumu). Novost uvedena kurikulumom
iz 2019. je da se obrada pojma krug pomaknula iz treceg u Cetvrti razred osnovne Skole.
U Cetvrtom razredu prvi puta se susrecu s pojmom kuta. Opisuju pojam kuta, analiziraju i
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usporeduju vrste kutova od Siljastog do tupog.

U viSim razredima osnovne Skole ucenici nadograduju znanje o pojmovima kut, krug i
kruznica. Na ovoj razini ucenici izgradene slike o navedenim pojmovima povezuju s nji-
hovim definicijama. Slika 2.7 prikazuje ishode vezane uz geometriju u viSim razredima
osnovne S$kole prema “novom” kurikulumu.

C. OBLIK | PROSTOR

5. RAZRED

6. RAZRED

7. RAZRED

8. RAZRED

MAT 05 C.5.1.

te analizira i primjenjuje njihova
svojstva | odnose.

Opisuje skupove tofaka u ravnini

MAT 05 C.6.1.
Konstruira kut i njegovu simetralu.

MAT 05 C.7.1.

Crta i konstruira mnogokute i
koristi s& njima pri stvaranju

slozenijih geometrijskih motiva.

MAT OS5 C8.1.

Skicira prikaz uspravnoga
geometrijskog tijela u ravnini.

MAT 05 C5.2.

Opisuje i crta /konstruira
geometrijske likove te stvara
motive koristeci se njima.

MAT 05 C.6.2.
Konstruira trokute, analizira
njihova svojstva i odnose.

MAT 05 C.7.2.
Crta, zbraja i oduzima vektore.

MATOSC82.

Analizira i izraduje modele i mrefe
uspravnih geometrijskih tijela.

MAT 05 C.5.3.

Osnosimetriéno i

MAT 05 C.6.3.

Konstruira Cetverokute, analizira

MAT 05 C.7.3.

Translatira skupove tocaka u

MAT 05 C.8.3.
Primjenjuje Talesov poudak.

centralnosimetriéno preslikava njihova svojstva | odnose. ravnini.

skupove tofaka u ravnini.

MAT OF C.8.4.

Prikazuje medusobne cdnose
dviju kruZnica u ravnini.

Slika 2.7: Ishodi vezani uz geometriju u viSim razredima osnovne Skole [16]]

Tako u petom razredu ucenici proSiruju znanje o skupovima tocaka u ravnini: to¢kama,
pravcima, polupravcima, duZinama, kutovima. Sluzeéi se geometrijskim priborom, mate-
matickim jezikom proucavaju, opisuju, definiraju, skiciraju, crtaju i oznacavaju navedene
skupove toCaka u ravnini i njihove medusobne odnose. Susrecu se s pojmovima sukladnost
duZina i1 kutova. Mjere i crtaju kutove pomoc¢u kutomjera. Prema “novom” kurikulumu
mjere kutova izraZavaju u kutnim stupnjevima, minutama i sekundama. Klasificiraju ku-
tove od Siljastoga do punoga. Prepoznaju i crtaju susjedne i vrSne kutove, a prema “novom”
kurikulumu kutovi uz presjecnicu usporednih pravaca, kutovi s usporednim i okomitim kra-
cima prebaceni su iz sadrZaja Sestog razreda u peti razred. Takoder, u€enici petih razreda
proSiruju svoje znanje o krugu i kruZnici. Definiraju i konstruiraju kruZnicu i krug te opi-
suju njihove elemente (polumjer, promjer, tetiva). Opisuju i crtaju dijelove kruga (kruzni
isjeCak, kruzni odsjecak, kruzni vijenac).
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U Sestom razredu se prosiruje pri¢a o kutovima. UCi se postupak prenoSenja kutova te si-
metrala kuta. Konstruiraju se kutovi od 30°,45°,60°,90°, 120°. Takoder, ucenici se susrecu
sa zbrojem unutarnjih kutova u trokutu, a time i prvim dokazom nekog poucka u nastavi
matematike. U sedmom razredu jedno je poglavlje posveceno krugu i kruznici, ali ovaj put
numerickim vrijednostima tih objekata, tj. opsegu 1 povrSini. Velika promjena u odnosu
na “stari” kurikulum je da se u osnovnoj Skoli viSe nece obradivati obodni 1 srediSnji kut
kruZznice, kao ni poucci vezani uz njih, koji su spadali u sadrzaj sedmog razreda. O ovoj
temi ucenici ¢e uciti u srednjoj Skoli. Jo§ jedna promjena u “novom” kurikulumu je da
ucenici osmog razreda u¢e o medusobnom poloZaju kruznica u ravnini, $to se prema “sta-
rom” programu radi u sedmom razredu. Ucenici Ce razlikovati medusobne odnose kruznica
u ravnini te istrazivati odnose polumjera kruznica i udaljenosti njihovih sredista i sukladno
tome donositi zakljucke. Takoder, bavit ¢e se 1 pojmovima koncentri¢ne kruznice i kruZznog
vijenca.

U srednjoj Skoli se radi usustavljivanje sadrzaja iz osnovnoskolske geometrije s time da
se neki dijelovi geometrije nadograduju. ”Novi” kurikulum donio je velike promjene u
sadrzaju kroz razrede. Ucenici srednjih Skola s geometrijskim sadrZzajem susrecu se u pr-
vom i drugom razredu i to ovisno o programu kojeg pohadaju, tj. broju nastavnih sati
matematike godiSnje. Na slici 2.8 prikazani su odgojno-obrazovni ishodi za ucenike sred-
nje Skole vezani uz sadrzaj koji se odnosi na geometriju. Navedeni ishodi su iz “"novog”
kurikuluma iz 2019., a navedene domene su: C - Oblik i prostor i D - Mjerenje.

C. OBLIK | PROSTOR / D. MIJERENJE

1. RAZRED

2. RAZRED

MAT 55 C.1.1.
Konstruira i analizira poloZaj
karakteristiénih tofaka trokuta.

MAT 55 C.2.3.

MAT 55 D.2.1.

Primjenjuje znanja o kruZnici i
krugu.

MAT 55 C.1.2.

MAT 55 D.1.2.

Primjenjuje Talesov poutak o
proporcicnalnosti dufina i sliénost
trokuta

MAT 55 C.2.4.

MAT 55 0.2.2.

Primjenjuje pouéak o sinusima i
poutak o kosinusu.

MAT 55 D.1.3.
Primjenjuje trigonometrijske
omjere.

MAT 55 C.2 5.

MATS5D.23

Analizira poloZaj pravaca i ravnina
u prostoru i ratuna udaljenost.

MAT S5 C.2.6

MAT 55 0.2.4.

Racuna volumen i oploije
geometrijskih tijela

Slika 2.8: Ishodi vezani uz geometriju u srednjoj Skoli [16]
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Novosti u kurikulumu iz 2019. godine su prebacivanje sadrzaja o krugu i kruZnici iz pr-
vog u drugi razred srednje Skole. Tako ¢e se uCenici drugih razreda srednje Skole prvi put
susresti s pojmovima obodni i srediSnji kut, $to je dosad ulazilo u sadrzaj sedmog raz-
reda. SadrZaj koji se obraduje u cjelini ”Krug i kruznica” ovisi o programu kojeg ucenici
pohadaju, tj. broju nastavnih sati matematike godiSnje. Slika 2.9 prikazuje usporedbu
sadrZaja vezanog uz ishode MAT SS C.2.3. i MAT SS D.2.1. ovisno o broju nastavnih sati

matematike godiSnje.

Ishod: MAT 58 €.2.3. / MAT 55. D.2.1. Primjenjuje znanja o kruZnici i krugu.

Program
(broj nastawnih sati
matematike godiSnje)

Razrada ishoda

Odgojno — obrazovni
ishodi na razimi
usvojenosti ,dobar” na
kraju razreda

Sadrzaj

Preporuka za
astvarivanje odgojno
— gbrazovnog ishoda

Frimjenjuje poutzk o ocbodnome i sradisnjemu
sredifnjem kutu pri dokazu Talesova poutka.
Konstruira tangentu na kruznicu.

3 pomocu proporcionalnosti izvedi formule za

Prepoznaje elements
kruznice i kruga,
prikazuje ih u ravnini i
konstruira tangentu na

KruZnica i krug.

Kruzni luk i kruzni isjecak.
Poudak o obednome i
sredisnjemu kutu.

Otkrivati i
obrazlagati formule.

duljinu kruznoga luka, povrsinu kruznoga isjecka i
povriinu kruznoga odsjecka.

Povezuje duljinu kruznega luka s radijanskom
mjerom kuta.

Radijanszka mjera kuta.

105 - - . M s Zni

duljinu kruznoga luka | povrsinu kruznoga isjecka. kruznicu. . . .
_ - = . Prozireni sadrzaj: Povriina
Povezuje duljinu kruznoga luka s radijanskom = e
) kruznoga odsjecka.

mjeram kuta.
Primjenjuje poutzk o obodnome i srediZnjemu Opisuje elemente Kruznica i krug. Crtkrivati | obrazloziti
kutu pri dokazu Talesova poucka. krufnice i kruga, Kruzni luk, kruzniisjecaki | formule.
Kaonstruira tangentu na krufnicu. prikazuje ih u ravnini i odsjefak.
5 pomotu proporcionalnosti izvodi formuls za I:l:ln.st.rmra tangentu na Poucl?k.r.:- abodnoms i

140 duljinu kruZnogs luka, povriinu kruinoga isjecka i kruznicu. SFEd.I.EH]EI'nU ‘f”""-
povriinu kruZnoga odsjecka. Radijanska mjers kuta.
Fovezuje duljinu kruinega luka s radijznskom
mjeram kuta.
Opizuje elemente kruinice i kruga te ih prikazuje u | Iz zadanih elemenata Kruinica i krug. Crtkrivati, obrazlagati
ravnini. Konstruira tangentu na kruZnicu. rafuna elemente Krufni luk, krufni isjefak i | | dokazivati formule
Frimjenjuje poutzk o cbodnome i sradifnjemu kruznice i kruga te odsjedak.
kutu pri dokazu Talesova poudka. konstruira tangentu na Pouéak o obodnom i

175i210 % pomodu proporcionalnosti izvedi formule za kruznicu. sredisnjem kutu.

Slika 2.9: Krug i kruZnica kroz razlicite programe u 2. razredu [16]

Pogledamo li razradu ishoda, ona je jednaka u programima sa 105 1 140 nastavnih sati ma-
tematike godiSnje te u programima sa 175 i 210 nastavnih sati matematike godiS$nje. Ono
u ¢emu postoji razlika su odgojno obrazovni ishodi na razini usvojenosti “dobar” na kraju
razreda. Ucenici u programima 105 nastavnih sati matematike godi$nje moraju na kraju
razreda znati prepoznati elemente kruznice 1 kruga, ucenici u programima 140 nastavnih
sati matematike godiSnje opisati elemente kruznice i1 kruga, a ucenici u programima 175 1
210 nastavnih sati matematike godiSnje iz zadanih elemenata racunati elemente kruZnice
1 kruga. Ucenici u svim programima moraju znati konstruirati tangentu na kruznicu, iako
se opis tog postupka ne nalazi u svim udzbenicima. U programima sa 105 nastavnih sati
matematike godiSnje povrSina kruznog odsjecka ulazi u proSireni sadrzaj, dok se u ostalim
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programima obraduje u redovnom sadrzaju. Ucenici u programima sa 105 i 140 nastav-
nih sati matematike godiSnje moraju otkrivati i znati obrazlagati formule iz cjeline "Krug
1 kruZnica”, dok ih ucenici u programima sa 175 i 210 nastavnih sati matematike godiSnje
moraju znati i dokazati.

U nastavnoj cjelini "Krug i kruznica” u€enici ponavljaju osnovne pojmove vezane uz krug
i kruZnicu te formule za opseg i povrSinu kruga. Kao Sto je ve¢ spomenuto, u¢e o obodnom
i srediSnjem kutu kruZnice i tako se prvi puta u svom matemati¢kom obrazovanju susrecu s
ispreplitanjem pojmova kuta, kruga i kruZnice. Racunaju duljinu luka kruZnice i povrSinu
kruznog isjecka. Prema “novom” kurikulumu racunaju i povrSinu kruznog odsjecka. U
“novom” kurikulumu stavlja se naglasak na dokazivanje, o ¢emu ¢emo viSe u sljedeCem
poglavlju. U ovoj cjelini u€enici uce i dokazuju nekoliko vaznih poucaka u nastavi ge-
ometrije i njihove obrate. To su: poucak o obodnom i srediSnjem kutu i njegov obrat,
ve¢ spomenuti Talesov poucak o obodnom kutu nad promjerom kruZnice i njegov obrat te
poucak o tangenti kruznice. Dokaze nekih od njih predstavit éemo u nastavku rada.



Poglavlje 3

Uloga dokaza u nastavi matematike

3.1 Poucakidokaz

U cetvrtoj etapi izgradnje matematicke teorije istice se izvodenje 1 dokazivanje teorema.
U Skolskoj matematici koristi se naziv poucak, pa ¢emo u nastavku ovog rada upotreblja-
vati taj izraz. Matematicka izjava Cija se istinitost utvrduje dokazom naziva se teorem ili
poucak [9]]. Jedan od najpoznatijih poucaka u geometriji naveden je u sljedecem primjeru.

Primjer 3.1.1. Talesov poucak
Svaki obodni kut nad promjerom kruZnice pravi je kut.

U formulaciji poucka razlikujemo dva dijela: pretpostavku poucka koju oznaCavamo sa P i
tvrdnju poucka koju oznaCavamo sa Q. Pretpostavka P je jedna ili viSe izjava koje se sma-
traju istinitim, a tvrdnja Q je izjava koju treba dokazati [9]. Ucenici Cesto imaju problema
kod razlikovanja pretpostavke i tvrdnje poucka. Zato je dobro da se ucenicima ukaZe na
Cinjenicu da je lakSe izdvojiti pretpostavku i tvrdnju u poucku ako se poucak formulira
reCenicom oblika “Ako ..., onda ...”. Nastavnik bi u nastavi trebao poticati uenike na pre-
formulaciju poucka u taj oblik kako bi oni mogli bolje provesti kriticku analizu poucka,
tj. jasno razlikovati pretpostavku 1 tvrdnju te razumijeti njihovu ulogu u gradnji poucka.
Za ilustraciju ovog postupka posluZzit ¢emo se prethodnim primjerom. Primjeéujemo da
poucak iz prethodnog primjera nije formuliran recenicom oblika “Ako ..., onda ...”. Nje-
gov zapis u tom obliku glasi: Ako je dani kut obodni kut nad promjerom kruznice, onda je
taj kut pravi kut. Sad iz ove formulacije poucka mozemo lako razlikovati da je pretpostavka
poucka: ”Dani kut je obodni kut nad promjerom kruZnice.”, a tvrdnja poucka: ”Dani kut
je pravi kut.” . Zamijene li se u pou¢ku medusobno pretpostavka i tvrdnja, dobiva se izjava
koja se naziva obrat poucka [9]]. Nastavna praksa pokazuje da ucenici, osim potesSkoca pri
razlikovanju pretpostavke i tvrdnje u poucku, imaju dosta poteskoca 1 kada je rije€ o obratu

31
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poucka i njegovom formuliranju. No, preSucivanje obrata svakako nije dobro za razvoj
miSljenja ucenika.

Primjer 3.1.2. Obrat Talesovog poucka L
Ako je /ACB pravi kut, onda je on obodni kut kruznice nad promjerom AB.

Jo$ jedan od vaznih postupaka za razvoj miSljenja kod ucenika je dokazivanje poucaka.
Konacan niz tvrdnji, pri ¢emu je svaka tvrdnja izvedena logicno iz prethodnih tvrdnji ili
koristenjem poucaka ¢ija je istinitost ve¢ utvrdena naziva se dokaz poucka [9].

3.2 Vaznost dokaza u nastavi matematike

Kako je obrada poucaka vazan dio nastave matematike ona zahtijeva posebnu pozornost
svakog nastavnika matematike. Potrebno je uloZiti dodatan napor za svladavanje poteskoca
1 pravilno usmjeravanje misljenja ucenika prilikom obrade poucaka u nastavi. Pravilna
obrada tog pojma omogucuje brzi razvoj matemati¢kog misljenja u€enika i bolje razumije-
vanje same matematike. Iako mnogi ucenici ne shvacaju razloge dokazivanja i rijetko kad
vide potrebu za dokazivanjem, misljenje je da se u Skolama trebaju uciti dokazi jer se tako
uci rasudivati i zakljucivati, a to je upravo jedan od glavnih zadataka nastave matematike.
Kurnik [12] naglasava kako je vazno da nastavnik u pravom trenutku otkrije ucenicima
potrebu dokazivanja poucaka, upozna ih s naCinima dokazivanja, jer matematicko obrazo-
vanje ucenika nije potpuno ako tijekom Skolovanja nisu upoznali i shvatili dokaze nekoliko
standardnih poucaka. Ucenici se u $kolama ne bave dokazivanjem kako bi otkrili nove ma-
tematiCke rezultate. Razlozi za poucavanje dokaza i dokazivanja u Skolama polaze od
ocekivanja da ucenici steknu iskustva u razmisljanju slicnima onima matematicara.

Jedna od glavnih zadaéa nastave matematike je razvoj matematickog misljenja. Ono se
u nastavi pojavljuje u razli¢itim oblicima, od neformalnih obrazloZenja do formalnih de-
duktivnih zakljucaka. Koju vrstu zaklju¢ivanja ¢emo Kkoristiti i poticati kod ucenja, ovisi
o dobi 1 mentalnoj razini na kojoj se ucenik nalazi. Kurnik [[13] isti¢e da iako je matema-
tika deduktivna znanost, Skolska matematika ne izgraduje se ni na jednoj razini nastave
kao strog deduktivni sustav, ve¢ ostaje u okvirima modela. Ovo osobito vrijedi za nastavu
matematike u osnovnoj Skoli, gdje se u€enike najc¢esce ne upoznaje s dokazima poucaka.

Bez obzira na specificni izgled koji svaki dokaz ima, ucenici mogu koristiti razne nacine
zakljucivanja kako bi povezali prethodno naucene pojmove, prosirili svoja razmisSljanja,
razvili upotrebu matematickog jezika te potaknuli daljnja promiSljanja. Formalno za-
kljucivanje temeljimo na razumijevanju u kojem identificiramo zajednicke elemente kroz
niz opazaja i shvaéanja, zatim te zajednicke elemente povezujemo s prethodno doZivljenim
situacijama. Ovaj oblik zakljucivanja posebno je vaZzan u geometriji. Kada ucenici pove-
zuju novo gradivo sa svojim veé postojeéim znanjem, veca je vjerojatnost da ¢e brze i bolje
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razumjeti 1 upamtiti novu informaciju. Stoga je kod ucenja geometrijskih sadrzaja vazno
primjenjivati nacelo postupnosti. Preusmjeravanje na zakljucivanje i razumijevanje u nas-
tavnom planu i programu povecava razinu shvacanja i poti¢e razmisljanje kod ucenika.

Ve¢ smo naglasili kolika je vazna uloga nastavnika u ovom procesu. No, nastavnik nije
ovdje da uCenicima “servira” gotove definicije, iskaze i dokaze poucaka. Njegova uloga
je da usmjerava ucenike u procesu formiranja novih pojmova, kao 1 iskazivanja poucaka.
Potice ih davanjem uputa i postavljanjem potpitanja kako bi dosli do pravilnih zakljucaka.
Tako i kod dokazivanja poucaka. Jedan od najefikasnijih nacina provodenja dokaza u nas-
tavi je pomocu vodenih vjezbi. Takoder je korisno i zanimljivo pritom Koristiti digitalne
sadrzaje, pogotovo u geometriji. Jedan od dobrih nacina provodenja dokaza u geometriji
je priprema vodenih vjezbi u programu dinamicne geometrije. Odgovaranjem na razna
pitanja, vodeni slikama 1 apletima ucenici samostalno dolaze do zakljuaka potrebnih za
provodenje dokaza. Samim time, jasnije shvaéaju dokaz te mogu efikasnije primjeniti do-
kazane poucke u zadatcima. Ukoliko se pritom jave neke poteskoce, uloga nastavnika je da
ucenicima pomogne otkloniti poteSko¢e davanjem smjernica. PoteSkoce se ne otklanjaju
na nacin da nastavnik preuzme odgovornost, a ucenik samo pasivno promatra. Unato¢
tome, Sto dokazi u nastavi znaju u€enicima stvarati probleme, nije dobro da ih nastavnik
zbog toga izbjegava.

3.3 Primjeri dokaza iz geometrije u nastavi matematike

Jedan od prvih dokaza nekog poucka s kojim se u€enici u nastavi susrecu je zbroj veliina
unutarnjih kutova trokuta. U sljede¢em primjeru prikazane su dvije metode iz udZbenika
[1] pomocu kojih u€enici mogu istraZiti svojstvo unutarnjih kutova u trokutu, a zatim
vodeni dobivenim zaklju¢cima iskazati poucak.

Primjer 3.3.1. Aktivnosti otkrivanja zbroja unutarnjih kutova trokuta [1]

Prva metoda je izrezivanjem kutova trokuta Skarama. Ucenici trebaju nacrtati neki trokut
na papiru te njegove unutarnje kutove obojati u razlicite boje. Zatim trebaju izrezati trokut
i razrezati ga na tri dijela tako da svaki dio sadrZi po jedan unutarnji kut trokuta. Tako
razrezane kutove trebaju sloZiti jednog do drugog tako da imaju zajednicki vrh. Primjecuju
da su dobili ispruZeni kut cija je mjera 180°. Iz toga zakljucuju da je zbroj unutarnjih
kutova u trokutu 180°.

Druga metoda je pomocu racunalnog programa dinamicke geometrije. Nacrta se neki
trokut, izmjere se velicine njegovih unutarnjih kutova i izracuna se njihov zbroj. Zatim
se mijenja poloZaj vrhova trokuta i zakljucuje se da zbroj unutarnjih kutova trokuta ne
ovisi o duljinama stranica trokuta. Na kraju se iskazuje pravilo o zbroju unutarnjih kutova
trokuta.
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Koju god metodu nastavnici odabrali, nakon iskazivanja poucka ucenici ga trebaju doka-
zati. lako ovo pravilo nema ¢vrstu matematicku formu poucka i dokaza jer se radi o 6.
razredu, njegovo provodenje u nastavi vazno je za razvoj misljenja i zaklju€ivanja kod
ucenika. U sljedeem primjeru prikazan je dokaz poucka o zbroju unutarnjih kutova trokut
1z udzenika [[1]. Bilo bi dobro da ga ucenici provode samostalno uz podrsku nastavnika.

Primjer 3.3.2. Dokaz poucka o zbroju unutarnjih kutova trokuta [1]

Nacrtajmo AABC, pa kroz vrh C trokuta AABC povucimo pravac q usporedan s pravcem
AB, tj. pravcem p. Uoc¢imo da su tada pravci AC i BC presjecnice usporednih pravaca p
i g. Uocimo na slici 3.1 tri para kutova jednakih velicina. Kutovi « i a; su jednaki, kao i
kutovi B i By, jer su to jednaki kutovi uz presjecnicu, a kutovi vy i vy, su jednaki kao vrsni
kutovi. Kutovi ay, B iy, Cine ispruZeni kut. Dakle, iz @« = a3, B = B1, v = Y1 i Cinjenice
ay + B1 + v, = 180° slijedi zakljucak.

Slika 3.1: Zbroj unutarnjih kutova u trokutu

U sljede¢em primjeru prikazan je jedan od vaznih dokaza iz srednjoskolske nastave ge-
ometrije.

Primjer 3.3.3. Poucak o obodnom i sredisnjem kutu [15]
Sredisnji kut nad nekim kruZnim lukom dva je puta vec¢i od obodnog kuta nad istim kruZnim
lukom.
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Dokaz: Oznacimo mjeru obodnog kuta sa a, a sredisnjeg kuta sa .
Promotrimo tri sluc¢aja ovisno o poloZaju sredista kruZnice.
Prvi slucaj: Srediste kruZnice nalazi se na kraku obodnog kuta

Trokut AS BC je jednakokracni pa kut +S BC takoder iznosi
a. Kut B je vanjski kut ovog trokuta pa vrijedi f = a + @ =

B 2a. Drugi nacin da ovo pokaZemo jest preko zbroja mjera

kutova u trokutu AS BC. Vrijedi /CSB = 180° — 2a, a
takoder i /CS B + 8 = 180°, jer su /CS B i 8 sukuti. Slijedi
B =2a.

Drugi slucaj: Srediste kruZnice nalazi se unutar obodnog kuta

)

A 'C
2

Povucemo polupravac kroz tocku C i tocku S. Dobivamo
dva obodna kuta « i a, koja imaju zajednicki krak sa
sredisnjim kutom (B, i B,). Sad imamo uvjete kao u pr-
vom slucaju: By = 2ay i B, = 2a,. Kako je @ = ay + a5 i
B = B1 + B, dobivamo 8 = 2a.

Treci slucaj: Srediste kruznice nalazi se izvan obodnog kuta

)
/

D
A

Povucemo polupravac kroz tocku C i tocku S. On sijece
kruZnicu u to¢ki D. Promatramo kruzni luk DB. Njegov
pripadni sredisnji kut je /DSB = [’ + 3, a obodni kut je
(DCB = & + a. Iz prvog slucaja znamo da je /DS B =
2/DCB. Kutovi ' i &' su obodni i sredisnji kutovi nad
kruznim lukom DA i za njih vrijedi B’ = 2a’. Iz ovoga
slijedi p = /DS B-p' = 2/DCB-2a’ = 2a+2a’'-2a" = 2a.

U vecini srednjosSkolskih udzbenika prvo se radi poucak o obodnom 1 srediSnjem kutu, a
zatim se kao poseban slucaj ovog poucka radi Talesov poucak o obodnom kutu nad pro-
mjerom kruZnice. Na kolegiju Elementarna geometrija prvo se radi Talesov teorem o obod-
nom kutu nad promjerom kruZnice, a zatim se on poopcuje i dobiva se teorem o0 obodnom
i srediSnjem kutu. Redoslijed obrade sadrzaja ovisi o nastavniku. Nastavnik odlucuje hoce
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li u ovom sluc€aju koristiti metodu specijalizacije ili generalizacije. Ako nastavnik odluci
koristiti metodu specijalizacije, tj. prvo obradi poucak o obodnom i sredi$njem kutu, a
zatim se kao poseban slucaj ovog poucka radi Talesov poucak o obodnom kutu nad pro-
mjerom kruznice, onda Talesov poucak dokazuje na nacin prikazan u sljedecem primjeru.
U primjerima u nastavku mjeru obodnog kuta oznacit ¢emo sa «, a srediSnjeg kuta sa 3.

Primjer 3.3.4. Talesov poucak o obodnom kutu nad promjerom kruznice [18]
Ako je AB dijametar kruZnice i ako je C # A, B tocka na njoj, onda je AABC pravokutan s
pravim kutom u vrhu C.

Dokaz pomocu poucka o obodnom i sredisnjem kutu:

C

Prema poucku o obodnom i sredisnjem kutu je B = 2a, a kako je f = 180°, to je @ = 90°.

Ako nastavnik ipak odluci prvo obraditi Talesov poucak o obodnom kutu nad promje-
rom kruZnice, a zatim metodom generalizacije do¢i do poucka o obodnom i srediSnjem
kutu, onda Talesov poucak dokazuje na nacin prikazan u sljede¢em primjeru, bez koriStenja
poucka o obodnom 1 srediSnjem kutu u dokazu.

Primjer 3.3.5. Talesov poucak o obodnom kutu nad promjerom kruZnice [3]
Ako je AB promjer kruZnice, a C bilo koja tocka kruznice razlic¢ita od A i B, tada je <ACB
pravi.

Dokaz bez poucka o obodnom i srediSnjem kutu:

Neka je O srediste kruznice promjera AB. Neka je <CAB = «a, <ABC = B i <ACB =
y. Kako je AAOC jednakokracan s osnovicom AC, to je <AOC = a, a kako je ABOC
jednakokracan s osnovicom BC, to je <BOC = . Slijedi y = <ACB = <ACO + <OCB =
a + . Konacno, iz a + B +7y = 180° slijedi 2y = 180° i konacno y = 90°.



3.3. PRIMJERI DOKAZA IZ GEOMETRIJE U NASTAVI MATEMATIKE 37

U sljedeca dva primjera pokazat ¢emo dokazne zadatake s kojim se ucenici susrecu u sred-
njoj Skoli. Ovi naizgled zahtjevni zadatci, vrlo se lako dokazu primjenjujuci poucak o
obodnom kutu i zaklju¢cima veznim uz njega. Sve $to ucenici trebaju jest pazljivo procitati
zadatak, odrediti Sto im je u zadatku zadano, a Sto se od njih trazi da dokaZu, nacrtati pra-
vilnu skicu te povezati ve¢ naucene pojmove, poucke i njihove posljedice.

Primjer 3.3.6. U kruznicu je upisan kvadrat ABCD. Neka je P tocka onog luka AD na
kojemu ne leze tocke B i C. DokaZi da polupravci PB i PC dijele dijele kut {APD na tri
Jjednaka dijela. [18]

Rjesenje: Buduci da je ABCD kvadrat, lukovi AB, BC i CD su jednakih duljina. Lu-
kovi jednakih duljina (iste kruZnice) odreduju jednake sredisnje kutove, pa samim time i
jednake obodne kutove. Tada {APB = (BPC = {CPD, jer su to redom obodni kutovi nad
navedenim lukovima.
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Primjer 3.3.7. Neka je O srediste opisane kruZnice Siljastokutnog trokuta ABC, te neka
je N noZiste visine iz vrha A. DokaZi da je {BAN = (CAQ. (Skolsko natjecanje iz mate-
matike 2015., 2. razred srednje skole)

Rjesenje: Trokut AOC je jednakokracan (jer je |AO| = |CO|), pa je L{CAO = (ACO =
%(ISOO — LAOC). Buduci da je {ABC obodni kut nad sredisnjim kutom (AOC vrijedi
LAOC = 24ABC = 24ABN. Slijedi da je {CAO = %(180°—24<ABN) = 90°—£ABN. S druge
strane, trokut ABN je pravokutan, pa je {BAN = 90° — {ABN, odnosno {BAN = «{CAO.

U sljedeCem primjeru pokazat ¢emo zadatak s natjecanja u kojem ucenici samo trebaju
uoditi tetivni Cetverokut, Sto im nerijetko predstavlja problem.

Primjer 3.3.8. Tocke A, B, C, D, E leZe tim redom na kruznici Ciji je promjer AE. Odredi
(ABC + (CDE. (Skolsko natjecanje iz matematike 2016., 2. razred srednje skole)

Rjesenje: Cetverokut ABCE je tetivan pa je <ABC = 180° — LAEC. Sli¢no, Cetverokut
ACDE je tetivan pa je {CDE = 180° — «CAE. Prema Talesovom poucku je trokut ACE
pravokutan, pa vrijedi £CAE + {AEC = 90°. Sada zbrajanjem dobivamo {ABC + {CDE =
180° — LAEC + 180° — «CAE = 360° — 90° = 270°.




Poglavlje 4

Nastavnicka praksa

U ovom poglavlju bit ¢e predstavljeno istrazivanje kojim su ispitana razlicita iskustva 1
prakse kojima se sadrZaji vezani uz krug i kruZnicu obraduju u srednjoskolskoj nastavi
matematike. Anketni upitnik podijeljen je putem e-maila s profesorima mentorima koji
provode metodicku praksu u srednjim Skolama te putem grupe “Nastavnici matematike”
na drustvenoj mreZi Facebook. Pitanja se odnose na obradu sadrZaja iz nastavne cjeline
”Krug i kruznica” koja se prema “starom” programu izvodi u 1. razredu srednje Skole, a
prema “novom” kurikulumu u 2. razredu srednje Skole.

Ciljevi istrazivanja

Glavni cilj istrazivanja je upoznati 1 opisati praksu nastavnika kako bi se ta praksa mo-
gla usporediti s analizom kurikuluma i udZbenika u prethodnim poglavljima. IstraZivacka
pitanja su: analizirati u kojoj mjeri nastavnici koriste udzbenik prilikom obrade sadrzaja
vezanih uz krug i kruZnicu, utvrditi koriste 1i jo$ neke izvore prilikom pripreme za nastavni
sat, koje sadrzaje ukljuCuju u obradu nastavne cjeline "Krug i kruznica”, koliko detaljno

obraduju te sadrzaje i na kraju, susrecu li se s kakvim potesko¢ama kod ucenika prilikom
obrade tih sadrZaja.

Uzorak ispitanika

U istraZivanju je sudjelovalo 30 ispitanika, od kojih 29 Zena 1 1 muskarac. Prema zavrsenoj
strunoj spremi ispitanika, njih 87% su profesori matematike sa zavrSenim sveuciliSnim
studijem, 10% diplomirani inZenjeri matematike te 3% profesora matematike i fizike $to
prikazuje lijevi grafikon na slici 4.1. Na desnom grafikonu na slici 4.1 prikazana je podijela
ispitanika prema duljini njihovog radnog staza. NajviSe ispitanika, njih 67% ima radni staz
izmedu 16 1 30 godina, a samo njih 3% ima radni staZ manji od 5 godina.

39
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Struéna sprema Radni staZ

n profesor matematike (zavrien sweudilisni studij)

» utitelj matematike [zavriena pedagodka akademija do 1980.) = manji od S godina wizmedu §i 15 godina

» utitelj razredne nastave s pojacanim predmetom matematika = izmedu 16 i 30 godina = vize od 30 godina
diplomirani inZenjer matematike

= profesor matematike i fizike

Slika 4.1: Uzorak ispitanika prema zavrSenoj stru¢noj spremi i duljini radnog staza

Grafikon na slici 4.2 pokazuje podjelu ispitanika ovisno o programu u kojem izvode nas-
tavu matematike. Najmanje ispitanika, njih 7%, izvodi nastavu u programima koji imaju
210 sati matematike godis$nje, a najviSe njih, ¢ak 83% ispitanika u programima koji imaju
140 sati matematike godiSnje.

Nastavni program

210 sati godiZnje . 2 (7%}

175 sati godiZnje - 5 (17%)
105 sati godidnje _ 18 (50%)
70 sati godiZnje - 3 (105}

a 5 10 15 20 25 30

Slika 4.2: Uzorak ispitanika prema nastavnom programu u kojem izvode nastavu matema-
tike
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Rezultati istrazivanja

Rezultati pokazuju kako nesSto viSe od 50% ispitanika u nastavi koristi udzbenike nak-
ladnika Element. Tako su Elementovi udzbenici autora Daki¢, B. i Elezovi¢, N. najvise
zastupljeni u programima sa 140 sati nastave matematike godiSnje, a udZbenici autorice
VaroSanec, S. u programima s manje sati nastave matematike godiSnje. DonoSenjem “no-
vog” kurikuluma, velik broj nastavnika od nastavne godine 2019./2020. 1 2020./2021. pre-
lazi s Elementovih udZbenika na udZbenike nakladnika Skolska knjiga iz 2019. napisane
od strane grupe autora. Tek manji broj ispitanika u nastavi koristi udzbenike nakladnika
Profil.

Iako promjena sadrZaja prema “novom” kurikulumu, vezanih uz krug i kruZnicu u pro-
gramu, za srednje Skole se provodi tek od nastavne godine 2020./2021., prikupljeni su
raznoliki odgovori na pitanje: U kojem razredu obradujete cjelinu Krug i kruznica?”. Re-
zultati su prikazani na grafikonu na slici 4.3. Najvise ispitanika navedenu nastavnu cjelinu
obraduje u 1. razredu, a dio njih odgovorio je da to ovisi o kurikulumu. Tek manji broj
ispitanika zbog nedostatka vremena ovu nastavnu cjelinu obraduje u 2. razredu.

Razred u kojem se obraduje cjelina "Krug i kruznica"

1. razed 14 (47%)

dosmdul,sadduu 2. 7(23%)

2 ramed

1.i2. razred . 2 [7%)
0

7(23%)

3 10 13 20 25 30

Slika 4.3: SmjeStaj cjeline "Krug 1 kruznica” u program srednje Skole

Sljedece pitanje u anketnom upitniku bilo je vezano uz broj nastavnih sati utroSenih na
sadrzaje iz nastavne cjeline ”"Krug i kruZnica”. Najveéi postotak ispitanik, njih 33.3%
utrosi 10 do 14 nastavnih sati, dok najmanje, njih 6.7% utrosi viSe od 20 nastavnih sati na
sadrzaje iz cjeline ”Krug 1 kruZnica”.
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Broj nastavnih sati utroSenih na sadriaje iz cjeline
"Krug i kruZnica"

<6 _ 5 [16.7%]
15-19 - 5 [16.7%)
220 - 2(6.7%)

=]

5 10 15 20 5 30

Slika 4.4: Broj utroSenih nastavnih sati na sadrZaje iz cjeline ”Krug i kruznica”

Sljedeci blok pitanja u anketi odnosio se na zastupljenost udzbenika i ostalih materijala i
izvora prilikom pripreme za nastavni sat. Cak 93.3% ispitanika prilikom pripreme koristi
odabrani udZbenik, dok 20% njih izraduje vlastite listi¢e, koristi GeoGebru, uratke drugih
kolega ili u¢enicke prezentacije. Graficki prikaz odgovora nalazi se na slici 4.5.

Materijali koriSteni prilikom pripreme za nastavni sat

uratci drugih kolega _ 6 (20%)
ideje i struénih Zasopisa _ 9 (30%)

ostalo 6 (20%)

5 10 15 20 25 30

=}

Slika 4.5: Materijali koriSteni prilikom pripreme za nastavni sat
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Na nastavnom satu, 60% ispitanika uglavnom slijedi strukturu pojedine teme iz udZbenika.
Na pitanje o predvidanju slijeda tema tijekom Skolske godine prema njihovom slijedu u
udzbeniku, 10% ispitanika nikad ne predvida slijed tema tijekom Skolske godine prema
njihovom slijedu u udzbeniku, 36.7% njih uglavnom predvida taj slijed, a najmanje njih
5.5% uvijek predvida slijed tema prema udZbeniku.

Svi ispitanici, njih 100% u nastavnoj cjelini “Krug 1 kruznica” koriste definicije, teoreme
1 aksiome iz odabranog udZbenika, 50% ispitanika koristi definicije i teoreme iz drugih
udzbenika. Takoder, 16.7% ispitanika posluzi se definicijama i teoremima iz stru¢nih
casopisa, dok 13.3% kao izvor koristi internet.

Takoder, svi ispitanici, njih 100% u nastavnoj cjelini "Krug 1 kruZnica” koriste matematicki
jezik 1 simbole iz odabranog udzbenika, 36.7% ispitanika koristi matematicki jezik 1 sim-
bole iz drugih udzbenika, 13.3% ispitanika za to koristi strucne Casopise, te isti postotak
ispitanika, njih 13.3% kao izvor Koristi internet.

Gradicki prikaz na slici 4.6 prikazuje da najveci postotak ispitanika motivaciju prilikom
uvoda u novu temu unutar cjeline "Krug i kruznica”, njih 73.3% smislja samostalno.

Materijali koristeni prilikom smisljanja
motivacije za uvod u novu temu

sadr¥aji sinterneta _ 19 (53.3%)
odabrani udibenik _ 16 {53.3%)

drugi udibenid — 11 (36.7%)

struéni Easopisi — B(23.3%)

0 5 10 15 20 25

Slika 4.6: Materijali koriSteni prilikom smisSljanja motivacije za uvod u novu temu

U nastavnoj cjelini ”Krug 1 kruZnica”, 96.7% ispitanika koristi zadatke iz odabranog udzbenika,
njih 76.7% posluzi se drugim udZzbenicima, 53.3% ispitanika samostalno smislja zadatke,
40% ispitanika kao izvor zadataka koristi internet,a njih 6.7% zadatke uzima iz stru¢nih
casopisa.

Vise od 50% svih ispitanika u cjelinu "Krug 1 kruznica” ukljucuje sljedece naslove: Krug i
kruZznica - definicije osnovnih pojmova, Opseg kruga, PovrSina kruga, Duljina kruznog
luka, PovrSina kruZznog isjecka, Kruzni odsje¢ak, Obodni i srediSnji kut, Tangenta na
kruznicu, Tetivni Cetverokut, Tangencijalni Cetverokut. Oko 30% ispitanika, uz navedene
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naslove obraduju joS i kut izmedu tetive 1 tangente. Nije primjeena poveznica izmedu
odabira sadrzaja za obradu unutar cjeline i programa u kojem se nastava izvodi. Tek malen
postotak ispitanika iz sadrzaja izbacuje KruZzni odsjecak i Tangentu na kruZnicu. Vecina
ispitanika naslove obraduje navedenim redoslijedom, njih tek 15% izmijeni redoslijed i
najcesce je to obrada teme Obodni 1 srediSni kut pri poCetku cjeline. U nekoliko odgo-
vora ispitanika iz programa s manje sati nastavnih matematike godiSnje navedeno je da ne
obraduju Tetivni i tangencijalni Cetverokut.

Konstrukciju tangente na kruZnicu obraduje 67.9% ispitanika, iako je u “novom” kuriku-
lumu navedeno kako bi ovim ishodom trebali ovladati u€enici svih programa. Tek 50%
ispitanika u sadrZaj nastavne cjeline "Krug 1 kruznica” ukljucuje obradu radijanske mjere
kuta. Od dodatnih sadrzaja, najviSe ispitanika, njih 78.6% u ovu nastavnu cjelinu ukljucuje
povijesne crtice o broju . Problem kvadrature kruga svojim ucenicima spominje 35.7%
ispitanika, a zanimljivo je da je to slucaj i u programu koji ima 70 sati nastave matematike
godisnje. Tek 7.1% ispitanika uCenicima predstavlja sadrzaj vezan uz potenciju tocke s
obzirom na kruZnicu i to u programima koji imaju viSe sati matematike godiSnje.

Vaznost ucenja poucaka u nastavi i njihovo dokazivanje ve¢ je navedena. No, u praksi
dolazi do razilazenja s teorijskim pretpostavkama. Grafikon na slici 4.7 prikazuje koje
poucke ispitanici obraduju i dokazuju unutar cjeline ”Krug i kruznica”. Gotovo svi is-
pitanici obraduju i dokazuju poucak o obodnom i srediSnjem kutu te Talesov poucak o
obodnom kutu nad promjerom kruznice. Njihovim obratima bavi se neSto manji postotak
ispitanika. Najmanji postotak ispitanika u nastavu ukljucuje Ptolomejev poucak i1 poucak
o kutu tetive i tangente.

Poucci unutar cjeline "Krug i kruznica"

poutak o cbodnom i sredifnjem kutu _6.?%]
obrat poutka o obodnom i sredidnjem kutu | 1 (53.3%)
Talesov poutak o obodnom kutu nad promjerom kruinice [ !
obrat Talesovog poucka — 21 (70%)
poutak o tangenti kruznice [N 13 (43 3%)
poutak o tetivnom Eetverokutu _ 17 (56.7%)
poutak o tangendijainom Zetverokutu _ 17 (56.7%)

Prolomejev pouak [l 2 (6.7%)
poucak o kutu tetive i tangente . 1{3.3%)

0 5 10 15 20 25 30

Slika 4.7: Poucci koji se obraduju i dokazuju unutar cjeline "Krug i kruZnica”
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Grafikon na slici 4.8 pokazuje na koje nacine ispitanici dokazuju poucke u nastavi. Najveci
postotak ispitanika, njih ¢ak 60% ucenicima samo napiSe dokaz na ploCu uz pojasnjenja.
Znacajno je primjetiti da 30% ispitanika ne traZi od ucenika da samostalno dokazuju, a
cak niti ne prezentiraju dokaze, unato¢ vaznosti dokazivanja poucaka za razvoj uc¢enikovog
zaklju€ivanja 1 miSljenja. MoZemo nagadati smatraju li nastavnici da je deduktivno za-
kljucivanje i pisanje dokaza presloZeno za njihove ucenike.

Dokazi pouéaka unutar cjeline "Krug i kruZnica"

Puitam uéenike da samostalno dokazuju. - 5 (16.7%)
Pri |ir emim EJEgn[c_im_a uqdc—nu '.'jeihg k[oz ko_ju _ 15 (50%)
dolaze do zakljucaka koji su potrebni za dokaz. ¥
MNapitem dokaz na plofu uz pojainjenja. _ 18 (60%)
Koristim digit?:;slisiai;l;li:_';;aallo bi uéenicima _ 17 (56.7%)
Meradim dokaze. _ 9(30%)

5 10 15 20 25 30

[=]

Slika 4.8: Nacini na koje se dokazuju poucci unutar cjeline "Krug 1 kruznica”

Iz prethodnog grafikona vidimo kako je koristenje digitalnih sadrZaja zastupljeno kod do-
kaza poucaka unutar cjeline "Krug i kruznica”. Najveci broj ispitanika, kad je rije¢ o
sadrzaju vezanom uz geometriju, u nastavi koristi GeoGebru. Njome se sluZe za vizuali-
zaciju 1 prikaz pojmova vezanih uz krug i kruZnicu, motivacijske primjere, vodene vjeZbe,
istrazivanje 1 otkrivanje poucaka te za ponavljanje i domacu zadacu. Neki ispitanici koriste
Sketchpad. Takoder, koristi se Edutorij kao izvor motivacijskih primjera te razni videoza-
pisi. Sve je popularnija upotreba kvizova u nastavi. Koriste se za ponavljanje pojmova
1 definicija na pocetku ili na kraju sata, a najpopularniji alati za izradu kvizova, medu
ispitanicima, su Kahoot i Wizer.me. Takoder, mjesto Powerpoint prezentacija u nastavi
zamijenile su interaktivne prezentacije izradene na platformama poput Desmosa i h5p.

Posljednje pitanje u anketnom upitniku bilo je vezano uz poteSkoce s kojima se nastav-
nici susre€u kod ucenika prilikom obrade sadrzaja vezanih uz nastavnu cjelinu ”Krug i
kruznica” te nacine na koje rjeSavaju navedene poteSkoce. Prvi problem je vezan uz poj-
move. UCcenici Cesto ne razlikuju ili mijeSaju pojmove krug i kruZnica, kruzni isjecak i
kruzni odsjecak, tetiva i tangenta. Takoder, problem se javlja kod povezivanja definicija,
formula i poucaka. Ponekad ucenici mijeSaju formule za opseg i povrSinu kruga. Ovi
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problemi su povezani s povrSnim pristupom ucenika, a u nekim slucajevima i nastavnika.
Vecinu pojmova, definicija i formula ucenici nauce napamet, bez razumijevanja, a nastav-
nici ne posvete dovoljno vremena formiranju pojmova kod ucenika i to jo§ od osnovne
Skole. Vezano uz to, problem je loSe predznanje ucenika, a samim time i razumijevanje
sadrZaja. Ispitanici su naveli nedostatak razumijevanja pri Citanju zadataka kao opci pro-
blem koji se manifestira i pri obradi pojmova. Namece se pitanje je li to uistinu tako ili
je to samo prebacivanje odgovornosti na ucenike? Ucenici ve¢inom nauce samo Sablonske
zadatke, pa se javljaju poteSkoce prilikom racunanja sloZenijih povrsina i duljina lukova te
primjene u stereometriji i zadatcima koji zahtjevaju modeliranje. Tada se nastavnici trude
prikazati razlicite strategije rjeSavanja zadataka 1 potiCu vrSnjacko ucenje. Ono Sto je vel
naglaSeno kao problem su dokazi u nastavi. Rezultati istraZivanja pokazuju kako velik
broj ispitanika ucenicima samo napiSe dokaz na plocu te se veina njih ne bavi obratima
poucaka u nastavi. To sve stvara probleme ucenicima. Imaju poteskoce s iskazivanjem
poucaka, obratima, dokazima, pa na kraju i primjenom poucaka u zadatcima. RjeSenje
ovog problema istiCu nastavnici je osvijesiti uenike o razlikovanju pretpostavke poucka,
tj. Sto je poznato u zadatku i tvrdnje poucka, tj. Sto trebaju dokazati u zadatku. Takoder,
pomaze i koriStenje analogije, tj. povezivanje sadrzaja s ve¢ poznatim. Velik broj ispita-
nika kao problem naveo je nedostatak vremena. Navode kako je ovo zadnja cjelina koju
obraduju u 1. razredu te ne uspijevaju kvalitetno obraditi sadrZaje ni provjeriti znanje
ucenika. Ovaj problem navode ispitanici koji nastavu odrZavaju u programima sa 140 nas-
tavnih sati matematike godiSnje. Tako dio njih se tim sadrZajima ponovo posvecuje u 2.
razredu. Kako se ovi sadrzaji prema “novom” kurikulumu obraduju tijekom 2. razreda
srednje Skole, postoji vjerojatnost kako Ce se rijesiti problem s nedostatkom vremena, a sa-
mim time ¢e mozda i nastavnici moci posvetiti viSe paZnje na rjeSavanje poteskoca vezanih
uz ove sadrZaje te promijeniti povrsni pristup. Dio ispitanika navodi kako ne primjecuje
nikakve poteskoce. Nema poveznice izmedu ovog odgovora i programa u kojem se izvodi
nastava matematike. Moguci razlozi su izbjegavanje sadrzaja kod kojih bi se mogli pojaviti
problemi, kao i dokazivanja poucaka.

Diskusija i zakljucak istrazivanja

Rezultati istraZivanja pokazuju kako se najveci broj ispitanika drzi odabranog udzbenika
prilikom pripreme sadrZaja za nastavni sat. Takoder, vec¢ina nastavnika koristi definicije,
poucke 1 matematicki jezik iz odabranog udzbenika kako ne bi zbunili ucenike. Uz oda-
brani udZbenik, prisutno je koriStenje udZbenika drugih autora, interneta te u manjoj mjeri
stru¢nih Casopisa. Moguci razlog koriStenja drugih izvora i materijala jest inovativnost u
idejama koju moZzda ne nalazimo u odabranim udzbenicima. UdZbenici su dosta ograni¢eni
informacijama i sadrZajem. SadrZe samo ono najvaznije iz svake jedinice, nigdje nisu na-
glaSene poteskoce s kojima se ucenici mogu susresti. Takoder, moguée da nastavnici za-
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datke iz udZbenika ostavljaju u€enicima za zadacu, a za sat koriste slicne zadatke iz drugih
izvora. Na internetu su dostupni razni digitalni sadrZaji koji mogu posluZiti u nastavi. Ve-
lik broj ispitanika u nastavu geometrije ukljucuje digitalne sadrZaje i to izradene pomocu
GeoGebre. Ispitanici uglavnom obraduju sadrzaje redoslijedom navedenim u odabranom
udzbeniku. Pogledamo li broj sati koje nastavnici utroSe na obradu sadrzaja iz cjeline
”Krug i kruznica” nije utvrdena pravilnost ni veza izmedu programa u kojima se nastava
izvodi, tj. broja nastavnih sati matematike godiSnje i broja utroSenih nastavnih sati na
sadrzaje iz cjeline "Krug i kruznica”. MoZemo zakljuciti kako se sadrZaji iz cjeline "Krug
i kruzZnica” ne obraduju s previse dodatnih sadrzaja, a jedan od razloga je i nedostatak vre-
mena. Prema ishodima iz kurikuluma, u€enici u svim programima moraju znati konstruirati
tangentu na kruZnicu, iako se opis tog postupka ne nalazi u svim udzbenicima. Takoder,
nisu svi ispitanici odgovorili da obraduju konstrukciju tangente na kruznicu. Iznenadujué
je podatak da u programima s visSe sati matematike godiSnje, tek manje od 10% ispitanika
obraduje potenciju tocke s obzirom na kruZnicu.

Glavne poteskoce koje se javljaju kod ucenika prilikom obrade sadrZaja iz ove nastavne
cjeline, vezani su uz nerazumijevanje i mijeSanje pojmova Sto je posljedica povrSnog pris-
tupa te problem s dokazivanjem poucaka i dokaznim zadatcima §to je posljedica nacina na
koji se uCenicima predstavlja dokaz. Primjeri poucaka i dokaza koje smatramo priklad-
nima za ovu cjelinu opisani su u 3. poglavlju ovog rada. Zabrinjavajuca je Cinjenica da
velik broj nastavnika izbjegava obradu poucaka i njihovo dokazivanje u nastavi, jer pritom
Zele izbjeci mogucnost pojave poteskoca. Time smanjuju interakciju ucenika s dokazima,
jer bez ucenja dokaza u nastavi ucenici ne razvijaju logi¢ko zakljuc¢ivanje u mjeri u kojoj
je to pozeljno. Velik dio ispitanika kao problem naveo je nedostatak vremena, $to kao po-
sljedicu ima povrsnu obradu sadrzaja i neprovjeravanje znanja ucenika. Primjetimo kako
smo u drugom poglavlju ovog rada, koriste¢i raznu literaturu, naveli puno vise poteSkoca
koje se mogu javiti u nastavi nego Sto su to naveli ispitanici anketnog upitnika. Mogudi
razlog tome je ograniceni doseg odabrane metode kojom smo prikupili podatke. S druge
strane, moguce da ispitanici nisu dovoljno upoznati s poteSko¢ama koje se mogu javiti,
izbjegavaju ih izbacivanjem tog sadrzaja ili ih jednostavno zanemaruju.

Nakon opsezne analize procesa definiranja pojmova kut, krug i kruZnica u nastavi matema-
tike te usporedbe sadrZaja kurikularnih dokumenata, udzbenika i anketom dobivenog uvida
u nastavniCku praksu, postavlja se pitanje Sto sve to skupa znaci za nastavnike? MoZemo
zakljuciti kako kod nastavnika joS uvijek nisu osvjeStene sve suptilnosti. Nastavnici se
jako oslanjaju na udZbenike, a u njima nisu naglasene te suptilnosti kao ni poteSkoce koje
se mogu javiti kod u€enika. Prilikom pripreme za nastavu, nastavnici u teoriji Zele jako
puno toga pokazati u€enicima, no prilikom realizacije tih ideja javlja se problem s nedos-
takom vremena. Kako uz geometriju postoje i druge vazne teme u kurikulumu, nastavnici
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su primorani donijeti odluku S§to izbaciti iz nastavnog sadrzaja. Moj osobni stav je kako
se pritom ne bi trebali izbacivati poucci i dokazi. Ucenicima bi bilo od koristi znati barem
osnovne poucke i dokaze prikazane u ovom radu.

Prilog 1: Anketni upitnik

Nastavnicka iskustva

Postovani/a,

upitnik koji s2 nalazi pred Vama ispituje razlifita iskustva i prakse kojima se sadriaji vezani
uz krug i kruZnicu obraduju u srednjoskolsko] nastavi matematike. Pitanja se odnose na
obradu sadrizja iz nastavne cjeline "Krug i kruZnica® koja se po starom programu izvodiu 1.
razredu srednje Skole, a po novom kurikulumu u 2. razredu srednje Skole.

IstraZivanje se provodi u svrhw izrade diplomskog rada Anje Q{-rjut. studentice na
matematitkom odsjeku Prircdoslovno-matematiékog fakulteta u Zagrebu pod mentorstvom
Doc. dr. sc. Matije Bagica.

Sudjelovanje u ovom istraZivanju je dobrovoljno | @nonimna. Ispunjavanje wpitika traje u

prosjeku 10 minuta.
Unagrijed Vam zahwvaljujeme na Yado] suradnji!

Spal
iz
Om

Struéna sprema

D profesor matematike (zavrien sveudilidni studij)

I::I ugitel] matematike (zavriena pedagodka skademijz do 1930.)
O ugitelj razredne nastave s pojadanim predmetom matematika

I::I diplomirani inZenjer matematike

O Ostale:



Radni staz

D manji od 3 godina
[:::l izmedu 615 godina
() izmedu 16 i 30 godina

vide od 30 godina

Mastavu matematike izvodim u programima koji imaju

O 105 sati godiznje
O 140 sati godiznje
O 175 sati godisnje
O 210sati godisnje
O

Ostala:

Kaoje udibenike koristite u nastavi? (Navedite autore, naziv, nakladnika, godinu
izdanja)

Vas cdgaowvor

L kojem razredu abradujete cjelinu "Krug i kruznica"?

Vag cdgaowvor

49
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Kaliko nastavnih sati utrosite na sadrzaje iz nastavne cjeline "Krug i kruznica"?

Prilikom pripreme za nastavni sat iz cjeline "Krug i kruZnica® koristim

[] odebrani udibenik

druge udZbeniks

uratke drugih kolega
ideja iz strutnih £asopisa

sadrizje = interneta

OoOoo0oono

Ostalo:

MNa nastavnom satu slijedim strukturu pojedine teme iz udzbenika.

nikad D D D D D uvijek

Tijekom skolske godine predvidam slijed nastavnih tema toéno prema njihcvom
slijedu u udzbeniku.

nikad D D D D D uvijek



U nastavnoj cjelini "Krug i kruznica®” koristim definicije, teoreme i aksiome iz

odabranog udZbenika
drugih udZbenika
strucnin éasopisa

s interneta

Oo00O0OO0oO

Ostalo:

U nastavnoj cjelini "Krug i kruznica® matematicki jezik i simbeole koristim iz

[[] odebranog udibenika
[] drugih udzbenika

I:I strucnih Gasopisa
] sintemeta

I:I Ostalo:

Za motivaciju prilikom uvoda unovu temu unutar cjeline "Krug | kruZznica® koristim
sadrzaje iz

odabranog udzbenika

drugih udZbenika

strucnin éasopisa

s interneta

smigljam sam/a

OO0O0OO0O0OoO

Ostalo:
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U nastavno] cjelini "Krug i kruznica® koristim zadatake iz

o o R O R

odebranog udZbenika
drugih udzbenika
strucnin éasopisa

3 interneta

smigljam sam/a

Ostala:

. NASTAVNICKA PRAKSA

Upigite kojim redoslijedom cbradujete podnaslove unutar cleline "Krug i
kruznica®. Podnaslovi su pobrojani na slici ispod. Ukoliko neki podnaslov ne
ukljuéujete u nastavu, njegov broj izostavite.

Vat cdgaover

Podnaskovi u cjelini "Krug i kruznica" :

1 Krug i krulmics - definicije ossownih pajmove
1 Opseg kroge

3 Powrkina knage

4 Duljina krufnog luka

5. Powrfing knudnog ispedha

6 Krufni odsjefsk

7. Dbodni | srediinji kut

B Tangenta na kruinicu

9. Tetivi Setveroiat

10. Targercijaini Setverokut

11. Kut icmedu tetive | tangents
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Cznacite sadrzaje koje ukljutujets u nastavu prikom obrade nastavne cieline
“Krug i kruznica"®

D konstrukcija tangente

D potencija tofke s obzirom na kruZnicu

D pavijesne crtice o braju pi

I:I problem kvadrature kruga
O

radijanska mjera kuta

Cznadite koje poucke obradujets | dokazujete u nastavnoj cjelini "Krug i kruznica"

[[] Poutak o obodnom i sredignjem kutu

Obrat poucka o obodnom i sredidnjem kutu

Talesov poufak o obodnom kutu nad promjeram kruZnice

Obrat Talesovog poutka o obodnom kutu nad promjerom kruZnice
Poutak o tanganti kruZnice

Poutak o tetivnom Getverokutu

Poutak o tangencijalnom éetverokutu

Ptolomejev poudak

Poutak o kute tetive | tangente

I o o o o o A o R

Ostala:
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MNa koji nadin dokazujete poucke unastavi?

I:I Pugtam ufenike da samestalne dokazuju.

D Pripremim uéenicima vodenu vjeZbu kroz koju dolaze do zakljudaka koji su potrebni
za dokaz.

Mapitem dokaz na plefu uz pejasnjenja.
Koristim digitalne sadriaje (geogebru, video i s1.) kako bi ufenicima pribliZio/la dokaz.

Me radim dokaze.

Ooo00ag

Ostala:

Kaoristite i prilikom obrade nastavne cieline "Krug i kruznica” digitalnu
tehnologiju? Ako da, navedite koju i kako.

Kaoje poteskoce ste primjetili kod uéenika prilikom obrade sadrzaja vezanih uz
nastavnu cjelinu "Krug | kruznica® te kako rissavate te poteskoce?
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Sazetak

U ovom radu prikazan je sloZen proces izgradnje matematicke teorije vezane uz pojmove
kut, krug i kruZnica u nastavi matematike. Opisana je njegova postupnost i naglaSena
vaznost prilagodbe sadrzaja i izgleda definicije uzrastu ucenika u nastavi, bez da se pritom
naruSe osnovna nacela koje matematika kao znanost zahtjeva. Naglasak je stavljen na
poteskoce s kojima se susrecu ucenici 1 nastavnici u nastavi prilikom uvodenja pojmova
kut, krug i kruZnica te vaznost uloge nastavnika pri otklanjanju tih poteskoéa. Sukladno
provedenom istraZzivanju navedeni su moguci razlozi pojave poteSkoca prilikom obrade
sadrzaja vezanih uz krug i kruZnicu u srednjoskolskoj nastavi matematike.






Summary

This thesis presents a complex process of building mathematical theory related to the terms
of an angle, a circle and a disk in teaching mathematics. We describe that the process is
gradual and emphasize the importance of adapting the content and formulating the defi-
nition according to the students’ age, without violating the basic principles required by
mathematics as a science. The emphasis is on difficulties that students encounter when
introduced to the concept of an angle, a circle and a disk and moreover the importance of
the role of a teacher in eliminating these difficulties. Based on the conducted research, we
show possible reasons for the occurrence of the difficulties when studying topics related
with a circle and a disk in high school mathematics.
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